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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LA   SOMME  DES  PUISSANCES   SEMBLABLES 
DES  n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS 

par  M.  R.  Dontot,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  jeunes  filles  de  Grenoble. 


L  —  Désignons  par  S,,  Sj,  Sj,  . , . ,  Sp  les  sommes 

S,  =  1-1-2  +  3+. ..  + (n  —  l)  +  n, 
S,  =  1-^ -+- 2^  +  32  +  . . .  +  (n  —  i)2  H- n^ 
S3  =  13  +  2^  +  3»  -f-  . . .  -h  (n  —  1)3  +  n\ 


Sp  =  lP-!-2P4-3P+ ...  H-(??  — l)P-hnî'.  '     ' 

On  calcule  d'ordinaire  Sp  par  une  formule,  qui  contient  à  la  fois  Sp,  S,,_i,  ...,  Sg,  S,,  obtenue 
en  partant  de  l'identité 

(n  +  ly+i  —  n"+'  =  C;+,  nP  +  q+,  n'-'  +  . . .  +  q;+|. 

Nous  nous  proposons  de  donner  une  expression  de  Sp,  qui  permette  très  rapidement  d'effectuer 
son  calcul,  sans  avoir  préalablement  à  calculer  S,,_,,  ....  S,;  de  plus,  nous  nous  proposons  d'établir 
cette  formule  par  une  méthode  élémentaire  et  en  pa:rticulier  sans  nous  servir  de  la  formule  du  binôme. 

Posons 

f{x)  =  1  H-  a?  -h  a?-  -h  . . .  +  a?", 

et  calculons  f^{x),  f^{x),  . . .,  fj,{x)  par  la  condition  que 

f,{x)=ocf'{x\ 
t\{x)=xf\{x), 


fp{x)  =  xfr„_,{x). 

11  est  aisé  de  faire  les  calculs.  On  trouve 

fi{x)  =  x~h2x--h...-{-  nx", 
/;(a?)  =  a?  H- 2V -h  . . .  +  n-x", 


fp{x)  =  a-  -h  S^x-  -h  ...  -H  "Px". 
On  voit  donc  que 

/■,(i)  =  s„ 
A(i)  =  s„ 

/;(!)  =  ^.. 
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Calculer  S,,  revient  donc  à  trouver  ff{i)' 
Four  simplifier  l'écriture,  posons 

{y'  désignp.  romme  d'ordinaire,  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x). 

On  aura 

t/,  =  X  (xy"  -t-  î/'  )  =  J^v'  -+-  ry' , 

Soient  y",  y'",  ...,?/'    les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x;  y,  est  de  la  forme 

(1)  yp  =  A,xy'-f-A^"H- ...-4-A^''y, 

A,,  A^,  . . .,  Ap  étant  des  constantes. 

En  effet,  y,  et  y,  sont  bien  de  la  l'orme  annoncée;  supposons  que   y^  le  soit  aussi,  nous  allons 

démontrer  que 

(2)  V/ •  "  =  ^i-^V'  -t-  H^'y"  -+-••.-+-  B,,x'y  P  -+-  H,. ,  x»-*'  y"-^' . 

Il  (Ml  résultera  évidemment  que,  quel  que  soit  p,  l'expression  ;1)  de  y;,  en  fonction  dt*  ./•  et  de 

V  1  ?/'i  •  •  •'  y''  ^^^  valable. 

Kn  dérivant  les  deux  membres  de  l'équation  (1),  on  obtient 

y;  =  A,y'-+-(A,-»-2\Jxy''-h(.\,-l-3A,)xY"-^-  ..  .  -f-(A,_. -l-pA,)x'-' y -h  A^'y'"-^", 

et,  par  suite,  ^ 

y,^,  =  A.xy'  -f-  (A,  -+-  2A,)xY'  H-  ...  H-  (A,   ,  -h  pA^jx»^ "  -^  A^"^'  y '•^' . 

Pour  obtenir  l'équation  (2),  il  suffit  de  prendre 

f  B.     =A„ 

{  H,     =  A,  -h  2A,. 

/  Bp  =  A,_,-hp.V 

l  B,.^,  =  A,. 

11  est  aisé,  en  profilant  des  formules   a),  de  former  un  tableau  (T)  donnant  les  valeurs  des  coefli- 

cients  de  xy',  x-y",  ...,.rPy''"  dans   f^{x),  f,{x) ff(x).    Pour  construire  ce  tableau,  an'eclons  les 

lignes,  dans  leur  ordre,  aux  coeffirienls  de  /".(x)  (1"  ligneU    ^(x)  (i'  ligne),  etc.,  et  les  colonnes 
numérotées  aux  coefficients  de  xy'  {l'"  colonne),  x^y"  ("2'  colonne),  etc.  Sur  la  première  ligne,  écrivons 

la  suite  des  coefficient!* 

1     I)    0    (»    0    0    0.      .      . 

Tous  les  chiffres  de  la  première  colonne  sont  égaux  à  1  :  on  obtinil  un  nombre  quelconque  du 
tableau,  ligne  a,  colonne  fJ,  en  ajoutant  au  nombre  de  la  ligne  «  — *,  colonne  fJ  I.  le  nc.mbre, 
multiplié  par  S.  de  la  ligm-     a  —  L     colonne  p. 

A'x.  :  Pour  la  deuxième  colonne,       3  =  l-+-2xl.  Pour  la  Iroisieine,       6=   34-3x    I, 

7  =  1-1-2x3.  25=   7 -h  3  X  6. 

15  =  l-f2x7.  lK)=l5-^3  ^^i-i. 

etc.  «'If- 

Pour  la  (lualrième,  10=  G-H'iX    I, 

65  =  25  -h  4  X  10. 
etc. 
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On  aura  ainsi 


.ry'-f 
xy'  -h  3x-y 


xhj\ 


xhj'", 


f^{x)  =  xy'  -h  Slic^y" -h  mxhf 
et,  par  suite,  en  remplaçant  y  par  f{x)  et  x  par  1, 

S,  =  /■'(!), 

s,=/"(i)H-r(i), 
s3=/-'(i)+3r(i)+r(i), 


6oxhj"  +  IScc-^j/^ 


^^V"' 


S„  =  /-'(l)  +  3ir{l)  +  90r(l)  +  65/-(l)  +  15/'  (1)4-/--(1), 

Ca/cM/  rfe  /"(l), /■"(!),  ...,^"'(1). 
On  a  évidemment 


(a?  — 1)/'(x)=x"+'  —  I. 


c'est-à-dire 

(^) 

Dérivons  l'identité  (i)  : 

{x  —  l)f'{x)  +  /-(.z-)  =  (»  -f-  l)a-; 

en  dérivant  encore,  on  obtient  successivement 

.    {x  —  [)f"ix)-i-^f'{x)={n-\-i)nx"'\ 
{x  —  1  ) /•'" {x)-h  3/"" (x)  =  {>i-h[)n{n~[)x"-\ 
etc. 

La  loi  de  formation  du  premier  membre  est  évidente  et,  d'une  façon  générale,  on  a 

{x~i)f'P+'^{x)-h(p-h\)r'Hx)  =  {n-hi)n{n—i)  ...  {n—p  +  l)x"->'  {n  >  p). 

Par  suite, 

/•'/') (  1  \  —  in-h\)n(n—\]  ...  {n  —  p^i) 

Connaissant  /"(l),  /""(>),  .■•,  /'''''(O^   il  est  possible  au  moyen  du  tableau  (T)  d'obtenir  l'expres- 

de  Sjj. 

Applications.  —  Calculs  de  S,,  S^,  Sj. 

^ous  avons  /  (1)  =^ — ^^        , 

/•"  (\\  —  (»+>)??•(??  — 1) 


sion  de  S,,. 
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Le  coemcienl    (n-hl)»     est  en  évidence  dans  /",  f,  f"  el  dailleurs  dans  les  dérivées  suivantes; 
nous  le  désignerons  par  k  pour  simplifier  : 

(n-hljn=A-. 
_  _  A  ç^  _  (r»-hl)n 


,/I       ;/  — l\       ,    2n-hi  c  _(nH-  l)»(2n-hl) 


=  ^[15_H70(»-l)-h45(«-l)(r.-2)-4-rj»-l)(»  — 2)(fJ— 3)J 

,.                                          i-                                       .               o       (nH-l)ii(2/»-^l)(3«*-f-3«--l) 
=  ^^J^{f.n'-f-9n*-hH-l)  =  |3(2N-    IW3,rH-.i«-l),  S,  =  ^ r^ ■• 

(A  suivre.) 
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2141-  —  1"  fJondition  pour  que  l'équation 

M)  X*  H- />.r* -4- ^r -f- r  =  0 

ait  une  racitie  égale  au  carré  d'une  autre. 

i»   Soit     o{p,  q,  r)  =  0     cette  condition.   On  suppose  que  p,  q,  r  soi'-nt  les  coordonnées  d'un   point 
quelconque  de  l'espace;  étudier  la  surface  (S)  représentée  par  C équation 

•(p.  9.  »•)  =  0. 

a)  Construire  ses  sections  par  les  plans  de  coordonnées. 

b)  Afonlrerque  (S)  est  réglée  et  chercher  les  équations  des  génératrices  rectilignes  en  fonction  d'un 

pnrnini'lre, 

c)  (S)   est  xinicursale;  on  exprimera  les  coordonnées  de  l  un   quelconque  de  ses  points  en  fonriiun 

rationnelle  de  deux  des  racines  a  et  '^  de  l'équation  (I). 

3"   Soient     x  =  A(a,  ^),     y  =  /■,(«,  ?),     :  =  f,{^,  ?)     '"   formules    obtenues.  Supposant   alors    que 
a,  ?  soient  les  coordonnées  courantes  d'un  point  dans  le  plan,  un  demande  d'étudier  sucrivrirvt.',u  les  courbes 

/•.  =  0.        '  A  =  0.  A  =  0. 

4"  /'oints  multiples  de  (S). 

1  el  2.  pour  que  l'équation     x*  -h  px^  -t-  ./j  -t-  r  =  0     ail  une  racine  égale  au  carré  dune  autre,  il 
faut  et  il  suflil  qu'il  existe  un  nombro  t  vérifiant  les  deux  é-iualions 

(i  ^.  pt*  ^  qt -^.  r  =  0,  t* -{- pt' -h  qt* -^  r  =  0  ; 

on  aura  donc  la  condition  cherchée  en  éliminant  t  entre  ces  deux  équations.  Ce  calcul  est  extrêmement 
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pénible,  et  il  n'est  pas  nécessaire  de  le  faire  pour  étudier  la  surface  (S).  Si  nous  remplaçons /;,  q,  r 
respectivement  par  x,  y,  z,  on  voit  que  cette  surface  est  engendrée  par  la  droite  variable  définie  par  les 
équations 

(<)  l'  -i-  xl--^yt-^z  =  0,         i''-hxt'  +  yt^-^z  =  0, 

où  t  est  un  paramètre  variable.  Par  suite,  cette  surface  est  réglée.  On  peut  résoudre  les  équations  (1) 
par  rapport  à  y  et  s;  on  a 

(   y  =  -x{l'-^t)-il'  +  l'^l'-^Û), 
^  '  i  z  =xP-^f  -hi^  -ht\ 

• 

ce  qui  montre  que  la  surface  est  unicursale; 

Cherchons  maintenant  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans  de  coordonnées. 

Dans  les  équations  (l)  faisons    2  =  0,     puis  résolvons  les  équations  par  rapport  à  x  et  y;  nous 

obtenons 

X  =  —  {t^  +  f -h  t^),  y  =  t^-ht'\ 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  section  par  le  plan  des  xij.  Cette  courbe  est  unicursale  et 
du  cinquième  degré,  et  sa  construction  ne  présente  aucuiie  difficultc. 
On  trouve  de  même,  sur  le  plan  des  xz, 

x  =  —{t'-ht^),  z  =  i\ 

et,  sur  le  plan  des  yz. 

y  =  —{i<^-\-t^-^t^-^t^),  Z  =  f  -h  (^  ^l\ 

3.  Soient  a,  ^,  y,  3  les  racines  de  l'équation  f^ -hxt"^  ^yt-hz  =  0;  la  somme  a  h- ^ -4- y  4- 5 
est  nulle,  et  l'une  des  racines,  y  par  exemple,  est  égale  au  carré  d'une  autre,  a  ;  on  peut  donc  dire  que 
les  quatre  racines  sont  de  la  forme  «,  a',  ^  —  (^^  -+-  a^  -H  (i).  En  écrivant  les  relations  entre  les  coefficients 
et  les  racines,  on  a 

a:  =  Sa^  =  —  a^  —  a»  -  a*  —  p(a  -+-  a";  —  ^», 
y  =  —  S%  =  a(a  +  i)(p  -\-oi){^-+-  a"), 
S  =  a^Y^  =  —  a3^(a -H  a-^ -h  lî). 

On  construira  aisément,  les  courbes  représentées  par  les  équations 

^2  _^  ^(^2  _^  a)  +  a*  +  a3  ^-  ^2  =  0, 
a{a-+-l)(8  +  a)(p  +  a2)  =  0, 


Les  deux  dernières  se  décomposent  en  droites  et  parabole, 

4.  Etant  donnée  une  surface  définie  par  ses  équations  paramétriques     x  =  f(u,  v),     y  =  <?(u,  y), 
z  =  <l/{u,  u),     on  sait  que  les  u  et  u  des  points  multiples  sont  définis  par  les  équations 

fù  __  ?«  _  K 

Reportons-nous  aux  équations  (2)  qui  définissent  x,  ?/,  :  en  fonction  des  paramètres  x  et  t.  Les 
points  multiples  seront  déterminés  par 

x't   _   y't   _    :'( 
a?;         yi         si 
ou,  comme  x't  est  nul, 

y,  =  0,  2;  =  0, 

ou  enfin 

x{ît-hi)  +  er'-h^i'-hki'  +  'St^  =  0, 
'M^x-^ll  ~h6f«-|-Di*  =  0. 
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Kn  éliminant  c  entre  ces  deux  équations,  on  obtient 

Les  solutions     /  =  U     et    /  =  I     ne  sont  pas  à  considérer  ;  car  pour  ces  valei 
sont  corifondtj>i 

H  reste  seulement  la  solution     t  =  —  I,     à  laquelle  correspond  le  point  double 

X  =  — ->,     V  =iO,     :  =  1. 
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2140. —  Dans  un  triangle  variable  UAM  de  sommet  fixe  0  et  dont  le  côté  OA  fa 
Ox,  ou  donne 

OA  =  fl,  AM  =  b,  UA>i   =  t:  —  0. 

1"  On  demande  le  lieu  de  M  lorsque  0  varie^  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit^ 
du  triangle  (»AM  et  l'enveloppe  de  AM. 

2"  Si  0  est  proportionnel  au  temps,  déterminer  l'hodograplie  du  mouvement  et  le  l 
vecteurs  vitesse  et  accélération. 

'6"  Si  l'accélération  de  M   pusse  constamment  par  0.  conslrunr  riiodoijraphi:  dans 

ScilutiOD  analytique.  —  1.  a)  Lieu  de  M.  —  Les  coordonnées  de  M  sont 

X  =  a  cos  0  -+-  A  cos  20,  J/  =  «  sin  0  -+-  /, 

Nous  allons  démontrer  que  ces  équations  représon 
Pasc;il.  l'our  cela  nous  portons  les  axes  au  point  H  d 
d'ordonnée  0  : 

X  =  a  cos  0-4-6(1  -+-  00^  26)  =  cos  0(a  -»-  "-Ib  cos  0),        »/  = 

et  en  passant  on  coonlonnées  polaires  on  (ihtieui     i-  «o  = 

r  p  =  a  -4-  rA  cosO. 

C'est  hirij  un  limaçon  de  Pascal  relatif  nu  cercle  don 
\o  rayon  b  ;  le  pôle  est  H  et  la  lon^riieur  ajoutée  est  égale  à  a. 

b)  Lieu  du  rentre  du  renie  circonscrit  au  triangle  OAM.  —  Soient  x  et  y  les  cooi 
nous  écrivons  qu'il  esta  égale  distance  des  trois  points  A,  M  et  0  ; 

j»-l- i/«  =  (j_  ,icus'i)»-+- (y  —  «  sinO)»  =  (X  —  «cosO  — Acos  20)»4-(j/       fi  si 

La  [)romi6re  égalité  nous  donne 

1 1\  ..... 
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c)  Lieu  du  centre  de  gravité.  —  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont 

2^7  r.os  6-1-6  CCS  2e                         2a  sin  6  h-  6  sin  20 
x  = j- ,  y= 3 , 

ce  sont  des  équations  de  la  même  forme  que  dans  le  premier  cas  ;  le  lieu  est  d 
Pascal. 

d)  Enveloppe  de  AM.  —  L'équation  de  AM  est 

{y  —  a  sin  6)  =  tg  ^6(a:  —  a  cos  0). 

Dérivons  par  rapport  à  6  : 

2a;  2a  cos  6 


—  a  cosO 


a  sin  0  tg  29, 


d'où 


cos^  29        cos2  26 

2a;  =  2a  cos  9  —  a  cos  26(  cos  6  cos  26  -h  sin  9  sin  26), 
2.1  =  a  cos  6f2  —  cos  26)  =  a  cos  6(3  —  2  cos^  9), 


et,  en  portant  dans  l'équation  de  AM, 


y  —  a  sin  9  —  a 


cos  0  sin  20 
9 


=  a  sin^  9. 


Ce  sont  les  équations  paramétriques  d'une  épicycloïde  à  deux  rebrousser 

^  a 

pour  centre  0  et  pour  rayon  —  ■ 

2.  a)  Lorsque     6  =  a^,     nous  avons 

X  =  a  cos  at-h  b  cos  2a<,  y  =  asiiï'JLt  -h  b  sin  2a/ 

Pour  avoir  l'hodographe,  cherchons  les  composantes  de  la  vitesse  : 

x'  =  —  aa  sin  a<  —  26a  sin  2a<,  ij'  =  aoL  cos  af  -l-  26a  c 

ce  sont  encore  les  équations  paramétriques  d'un  limaçon  de  Pascal  :  le  cercle  di 

le  point  par  lequel  on  mène  toutes  les  droites  est  sur  l'axe  des  y  et  son  ordon 

6)  Cherchons  le  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  ;  ses  équations  para 

a;  =  a  cos  a<  —  aa  sin  <j.t-\-  h  cos  2a/  —  26a  sin  2a/, 
y  =  a  sin  a/  -+-  aoi.  cos  ai  4-  6  sin  2a/  -i-  26a  cos  2a/. 

Le  vecteur  de  projections  x  et    y  est  donc  la  lésultante  (.'c  quatre  Afcle 
laires  ;  je  les  compose  deux  à  deux  et  il  vient 


X  =  a  \/i  -+-  a-  cos  (^  -t-  a/)  -h  6  v/l  -h  4a^  COS  (y  -1-  2a/), 

y  =  a  i/l  -f-  a2  sin  (^  -i- <xt) -ic  b  y/l  -+-  W  sin  (y  -h  2a/). 


K 


MÉCANIQUE 


c)  Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération. 

X  =  —  ai}  cos  a<  —  46a-  cos  2x/,  y'  =  —  aa'sin  a/  —  4a//'  sin  ^xt  ; 

X  =  X -h  ar'  =  a  cos  a/(l  —  a')-t-A(l  —  4a*)  cos  2a/, 
Y  =  »/  -+-  j/'  =  a  sin  x/^1  —  a»)  -h  ^(1  —  4a»)  sin  2a<  ; 

c'est  encore  un  limaçon  de  Pascal.  ^ 

3.  L'accélération  ('>fant  centrale,  le  mouvement  a  lieu  suivant  la  loi  des  aires,  donc 

^y'  — ya:'  =  K. 

X  =  a(cos  cj  -h  cos  2w),  x'  =  —  a(o'(sin  lu  -+-  2  sin  2o>), 

y  =  a(sin  u>  -\-  sin  2u>),  y'  =  auj'(cos  w  -♦-  2  cos  2to), 

puis  a*a)'[(cos  o) -f- cos  2oj)(cos  tu  -+-  2c<js  2(.)j -i- (siao)  -t-  sin  2o))(sin  w  -+-  2  sin  2u>)!  =  K, 

aVj  cos*  o)  -h  3  cos  o)  cos  2  w-f-  2  ces'  2(o  h-  sin*  u>  -h  3  sin  2w  sin  w  -+-  t  sin*  2<o]  =  K, 

K  1 

3a»a.'(4  -Hcosoi)  =  K, 


w'  = 


les  équations  paramétriques  de  l'hodograplie  sont  donc  : 

K     sino) -+- 2  sin  2(u 


X  =  x'  =  — 


'•\a^    1  -I-  cos  O) 

K    cos  w  -4-  2  cos  2a* 


3a 


1  -H  COS  10 


Y  =  y  =  - 


3a 


i  -T-  COS  to 


K 

II  faut  construire  cette  courbe;  pour  cela,  nous  supposerons      —  =  I . 

3rt 

Si  on  change  to  en     — w,     x  se  change  en    — x,     et  y  ne  change  pas,  il  y  a  donc  symétrie  par 

rapporta  Oy. 

Cherclions  les  dérivées  : 

;i  -hCostu)(coso>  -i-4cos2«o)H-(sincii  4-  2  sin  2co)  sin  to 
—  > 

(1  -+-  cos  10)- 

4  cos*  to  -h  4  cos  ^'i  —  3 


X    =  — 


X'  =  - 


1  -\-  eus 


1 
X'    n'admet  qu'une    seule    racine    comprise    entre     — 1     «"t     -f- 1  :     C()Sto=— •     pour    celle 


/        . 
racme,     Y  =  —  — .     \ 
3 


Y'  = 


=  -'v/3. 

—  (1  H-  cos  (.>)(sin  to  -(-  \  sin  2(o)  -\-  sin  (.j(cns  ^o  -h  -  cos  2(o  i 


Y'  =  - 


(1  H-costo)* 
sin  to(4  cos*(o  4-8  cos  to-|-3) 


! 


(I  -h  cos  to)* 

Y'  admet  d'abord  la  solution     sin  co  =0    et  une  seule  autre  racine  acceptable  :    cos  to  =  — — . 
Les  variations  do  \  ft  V  sont  alors  résumées  dans  \o.  lahliMU  suivant  : 


(0 

0 

t: 
ï 

2n 

T 

T, 

X 

— 

0 

-h 

-h 

\ 

1) 

\ 

-v'3 

/ 

/3 

« 

-+-X 

Y 

— 

— 

0 

^^- 

Y 

3 

2 

\ 

1 

~"3 

\ 

-3 

/ 

-4-x 

MÉCANIQUE 


î> 


Pour     0)  =  7:,     X  et  Y  sont  infinis  ;  cherchons  la  direction  asymptotique  : 

Y^  _        cos  w -H  2  cos:2w 
^  sin  w  H-  2  sin^oj  ' 

ce  rapport  devient  infini  quand  w  tend  vers  7t,  il  n'y  a  donc  pas 
d'asymptote. 

Remarque.  —  On  peut  chercher  s'il  y  a  une  parabole  asymp- 
tote ;   il   y  en  a  une  dont  l'équation  est 

x'  —  18,/  •-  79  =  0. 

Solution  géométrique.  —  1.  a)  Lieu  de  M.  —  l'oiir  obtenir  le'point  M,  nous  pouvons  mener  OC  égal 
el  parallèle  à  .\M,  puis  CM  égal  et  parallèle  à  0.^  ;  CM  rcnconlre  Ox  en  un  point  B;  nous  allons  démontrer 
que  l{  est  fixe.  En  etï'ef,  le   triangle  DOA  est  isocèle,  donc  le  triangle  DBM  qui  lui   est  semblable  est  aussi 

isocèle  et  Ton  a 

OB  =  AM  =  b. 
D'autre  part,     CM  =  OA  =  «. 

Le  lieu  de  M  est  donc  un  limaçon  do  Pascal,  relatif  au  cercle  de  centre  0  et  de 
rayon  égal  à  &  ;  le  pôle  est  le  point  B  et  la  longueur  portée  sur  BC  est  égale  à  a. 

b)  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  0 AU.  — Soitw  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  OAM.  11  est  sur  la  perpendiculaire  à  OA  au  milieu  du  seg- 
ment OA,  et  d'autre  part,  sur  la  perpendiculaire  à  AM  et  en  son  milieu.  Abaissons 
de  oj  la  perpendiculaire  sur  Ox  ;  le  point  E  où  elle  rencontre  Ox  est  fixe.  On  a,  en 
eiïet, 

OE  =  AN  =  |-. 

les  deux  ti-iaugles    UEo)   et  wDN  étant  égaux  (Dw,  commun  ;  ils  sont  rectangles  et      EDw  =  wDÎv). 

Le  lieu  de   w   est  donc  la  perpendiculaire  à  Ox  passant  au  point  E  d'abs- 

b 

cisse r. 

2 

c)  Le  centre  de  gravité  G   est  aux  deux  tiers  de  la  médiane   AF  qui  passe 

par  C.  Si  par  G  on  mène  la  parallèle  à  OA,  elle  rencontre  Ox  en  W  et  on  a 

OB'         OC        AG         J^ 

T  "' 


015 


OC 


AG 


donc 


o.  =  -f=l 


oc  =  — . 
3 


Si  on  mène  GA'  parallèle  à  OC,  on  a 


ce,  =  OA' 


2  0A 


2a 
3 


donc  le  point  G  décrit  un  limaçon  de  Pascal  relatif  au  cercle  dont  le  centre  est  0  et  le  rayon  —  ;  la  longueur 


0,7 


une    épicycloïde, 


2-1 

ajoutée  est  -— . 

(/)    Enveloppe  de  AM.    —   Considérons  le  cercle  de  centre    0  et  de  rayon    —,    el 
nn  cercle  qui  roule  sur  celui-ci  et   de   rayon    -  -  ■    Soit   w   une  position  de  ce  cercle  et 

soit  N  le  point  qui  engendre  l'épicycloïde  ;  j'ai  BwN  =  'ICOA',  donc  OAC  =  fOA^ 
La  droite  AN  est  bien  la  droite  considérée  dans  le  problème,  et,  d'après  une  propriété 
connue    de     l'épicycloïde,    AN    est  la  tangente  en    N;    l'enveloppe  de    AM    est  bien 
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ÉCOLK    POLYTECHMoLt:   (EXAMENS    OHAUX) 


2.  o)  Jlodofjraphc.  —  Pour  avoir  cet  hodograplie,  on  mène  par  0  un  vecteur  équipollent  au  vecteur  vitesse 

cl  on  cherche  le  lieu  de  l'extréniilé  de  ce  vecteur.  Ou  peut  considérer  le  point  M 
comme  appartenant  à  un  plan  variable  qui  glisse  sur  le  plan  fixe  de  telle  sorte 
que  les  axes  restent  parallèles  à  Ox  et  Oy  et  que  le  point  A  du  plan  moliile 
décrive  dans  le  plan  (ixe  le  cercle  qui  a  pour  centre  0  et  pour  rayon  (>A  •=  a 
Dans  ces  conditions,  tous  les  points  du  plan  mobile  sont  animés  d'une  vitesse 
d'entraînement  égale  à  ax  et  portée  par  un  vecteur  faisant  avec   OA  l'angle 

H .    Dans  le  plan  mobile,  le  point  M  est  animé  d'un  mouvement  circulaire 

uniforme  autour  du  point  A  et  dont  la  vitesse  angulaire  est   2a.    Le  vecteur 

vitesse  relative    \ r   sera  donc  un  vecteur  faisant  l'angle     -f--^    avec  AM   et 

dont   la   valeur  est  263.  l.'liodographe  est  le  lieu   de   V.    C'est  un   limaçon    de  Pascal  puisque      V,t)y  =  it 

v\  vTop  =  lil. 

b)  Lieu  dr  l'rxtrriiiitr  du  veclcxr  vitefsc.   —   Pour  trouver  ce  lien,  il   faut  composer  les    quatre  vecteurs 
(JA.OB,  OV,,  OV,, 

Composons  OA  et  OV..  ;  .soient  OU    cette  résultante  et  ^  l'angle  que  fait  OR  avec  UA. 

Composons  OB  et  ONV  et  ajoutons-les  à  OR;  soient  RR'  leur  résultante  el  y 
l'angle  de  Rll'  avec  RB. 

Il  faut  maintenant  composer  UR  el  RK';  les  deux  longueurs  OR  el  RR'  sont 

conslunlcs  : 

OR  =  ay'\  -h  a^ 

RR'  =  b^Y^^'iy. 

Nous  allons  démontrer  que  l'angle  de  RR'  avec  une  certaine  direction  fixe  est 
double  de  celui  de  OR  avec  cette  direction  ;  pour  cela  il  suffit  d  écrire 

2(a«  4-  3  —  ?)  =  2a/  -\-  •;  —  o,  V  =  -^  -  Y  =  constante; 

|c  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  vitesse  est  bien  un  lim.Kon  dont  laxe  de  symétrie 
lait  un  angle  o  avec  Ox. 

c)  Le  vecteur  accélération  est  la  somme  géométrique  de  l'accélération  d'en- 
trainementet  de  l'accélération  relative  puisque  le  mouvement  d'enlrainement  est  de  translation.  L'accélération 
d'entrainemenl  e-t  un  vecteur  diri^'é  suivant  OA  et  qui  a  pour  valeur  ai-  ;  l'accélération  relative  est  un  vecteur 
dirigé  suivant  MA  el  qui  a  pour  valeur  46i- ;  la  somme  géométrique  de  OA  et  de  l'acceleralion  d'entraînement 
est  un  vecteur  porté  par  OA  cl  dont  la  valeur  algébrique  est  égale  à  a(l  —  a^).  La  somme  géométrique  de 
AM  et  de  l'accélération  relative  est  un  vecteur  parallèle  à  AM  et  ayant  pour  v.ileur  algéhriqur  6(1  -4i«|. 
!,'•  lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  est  donc  un  limaçon  de  Pascal.  .    ,     .    .    ^  ,-„,..» 

Robert  de  NERNO. 
|;..iines  solutions  :  MM.  Mabkscalciii  ;  C.  Lacii.  à  Douai. 
Assez  hoiin.s  -.olulions  :    MM.  A.  ItoussBAt-,  à  Founies-en  Weppes  ;  L.  Thiri.ngkb.  ru.'  Noilfl,  a  Pans. 


KCOI.E    IH)I,VTI.(.llMurE  O'»!'.») 


QUESTIONS    POSÉES    AUX    KXA.MENS   oHAlX 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

9891.  On  consiilcre  la  suite 

2.1,,  r^  1 .  2j-,  —  3  »•«  =  A .  2j  ,  —  3j-,  +  .ro  =  *«.  . . . 

cntciilor  .r„  en  fimclion  de  k. 

9892.  Trouver  le»  vnlcuri»  de   n   pour  l.-8.|uelle9    (.r  +  1)"  -  a"  -  t     est  divisible  p.ir    (*«  +  x  +  l)«. 


2.r„  —  3jh-i  +  T»-t  =  *"  ; 


ÉCOLE    POLYTECHNIQUE  (EXAMENS    ORAUX) 


II 


9893.  —  Montrer  que  le  polynôme 

l  +  2j-  +  3a;2  +  . . .  +  (/j  —  l)xi'-i  _|_  ^,^.^,-1  _|_  (^  _i) j.^,  +  . . .  +  2.r-'i'-3  +  a:2y— 2 
est  un  carré  parfait. 

9894.  —  Trouver  le  reste  de  la  division  du  polynôme 

(003 rt  -{-  j:  sina)  (cos6  -{-  x  sine)  . . .  (cos/  +  ,7-  sin  l) 
par  j-  +  1- 

9895.  —  Déterminer   n   de  façon  que    r'"'  —  x'^»  +  x'^"  —  a."  +  1     soit  divisible  par    x'^  —  x^  -f  .r2  _  a,-  -^  1. 

9896.  —  Calculer  le  coefficient  de   xJ'  dans  l'e.xpression    [x  —  2a;2  4-  3a-3  —  4.i-4  _(-  . .  .j2. 

9897.  —  Calculer  le  déterminant 

(6  —  Cf-  62  c2 

«2         (c  —  a)2         c2 
a2  62        (a  —  6)2 

9898.  —  On  considère  les  deux  déterminants 


A  = 


«2       62      C2 

abc 
1       1       1 


An- 


an     hn     c" 
abc 
11       1 


Montrei' que  An  =  A.  i]a^'6*c'',  avec  /J  +  7  + '■  ^  «  —  2. 
9899.  —  Étudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 
1 

eux  _|_  g— nx  ' 


sin 


("-S"' 


{  j         71 

L :  ' 

71  71  —  1 


a-n        2n-K 

cos  -77-     > 

71  3 


w  sinn"  —  n^  cos^ 


(_1)>.  (l_cos^^n"sin(2?i  +  l)|,  (cos^j     '  (^^^ê)"'  \^,i^  —  in^  +  [  —  71'- -\- 2.n, 


/3;i  4-  4\"' 
Un  +  bj    ' 


e-   L»;>^ 


,- ,  ?i2  +  5/1  +  1  .  /(2  +  3?J  +  4  ,.  ^,  „u  1  1 

V«L^.,_^3,^_^^,  «L„2  +  3,î-3'  "     "      '  «+i+cos«u'  (Tr-FT+-^^i^7^- •  ''-"•^'^ 


1  (3; -f  a)»  4- (g.-  —  a)" 

5"  —  2"  '  n 


[\/i2+l-v>i2+2)sin^, 
(cos-)  .  (cos^).  . 


ne-". 


1-^4- 2-'+  •• .  +  «=• 


X". 


9900.  —  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est  — ,  p  étant  le  nombre  des  chiffres  de  rt. 

9901.  —  Déterminer  a,  6,  c  de  façon  que  la  série  dont  le  terme  général  est     aL(l  4- n)  4- 6L(2  4- n)  +  cL(3  +  «) 
soit  convergente. 

9902.—  Déterminer  le  polynôme   ?(n)  pour  que  la  série  dont  le  terme  général  est    '\iii-i  -j-  3«  —  1  —  ^  \>i^„)    scit 
convergente. 

9903.  —  Sommer  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont  : 

_L,  2n+A(^\^"~\  » 4«-3 


arc  tg  ; 


2«  —  i  \2 


7i3  4-8n4- va(;}«2  4-2)  „(„2_4^ 


7p  (,)4-2)(n  +  3)  _.  (?!  —  1  )3 

h:  7i[n-{-  i)  n 


rî' 


X", 


x>>. 


9904.  —  On  considère  la  suite  définie  par    i(n+i  —  2un+\-\-Un  =  k:     montrer  que  la  série  dont  le   terme  ^'l'néral 


est  —  est  convergente. 

Un 


9905.  —  Le  nombre  e  est-il  plus  petit  que    | ^  _    j  ? 

1 3^-2  ' 

9906.  —  Calculer  la  dérivée  de  la  fonction    arc  tgo  ,_  .3.    Pouvait-on  prévoir  le  résultaf; 

9907.  —  Étudier  les  variations  des  fonctions  : 


(sinj:)'o»^, 

I 
(x  — l)e^'-' 

a:  4-  1       • 


j 

e^ 


Vx  —  1 

(cos.r)'^''^, 


3r  — 2 
I 


xL  — 


a;  4-1 


X  —  L  cil  X, 


xe 


1— j' 


rt.arc  cos 


1  4-  X)',  j;  (i  +  1)^ ,  e^ Lxi,  xe^  v' f2  —  T, 

I 
IgV^,  .Tei-'%  x^-L([ -\-x)i,  arcsinLx, 

x  —  a   ,   . -^  Lr 


■  4"  \  2«.A'  —  a- 


{x  —  a)"', 


j;  4-  1  4-  ^  a;2  4-  i  '  "        '    ■  '  1  4-  a-  —  Lx  ' 

(a:  4-  2)  L  (^^)\  sin*xecot^,  (.^2)^:^  ,  (i  4.  tgj.)i 


(cosa,-)J-, 

(tg.r)'"sj-, 

I 

(x  —  2)e^-i. 


\i 


ÉCOLE    POLYTECIINIOIK   (EXAMENS   OHALX 


i„:-^     n»   rii,   Pi   In  riritite     (/=:«.    On  prend  sur  celle  tiroile  les  points  M 

9908.  -  on  donne  deux  axes  -^7^'"/-  -^«-.^.^^/.^l'^^siMvl  Trouver  ^l  p.r.i.  principale   ...  r.ng.e    MuN 
el  N  qui  onl  pour  abscisses  x  ei    -r-t-'.     «  ci.im  ui  i 

par  nippon  à  rinfiniment  petit  principal   -•  

9909.  -  Démonlrer  .lireclemenl  que  les  fonctions     N>-r+ii-l     ol     y/'^     sont  continues. 
9910   -  Développer  en  séries  entières  les  fonctions 

L(,-5>rcosa  +  x*).  *"---'  "«^ '^°=^"'  ,-.x2  +  ..'  '^"*'''"'  '""^  ""'''' 

9911.  -  Calculer  la  dérivée  d'ordre   n  des  fonctions  . 

X  —  cot  a  t 

'■'''  x*+  1    "  •  —  ^  cos  a.  +  X-' 

9912      -  Développer  par  la   formule   de  Mac-Laurin  la  foncli-.n   y  définie  par  lequalion     irc  cosv  =  A  arc  cosx. 

/.   .tant  une  constante  quelconque. 


1  — X 

X 


9913,  -  Développer  Lr  par  rapport  aux  puissance  de     ^-^^ 
991-^.  -  Calculer  l'ordre  inlinilésimal  de    cnx 12  —  x^  ' 

9915.  —  Kinhlir  la  formule  ^ 

f(a:  +  fi)  =  fix)  +  /<n^)  +  J  „  Z^' <•"  +  ''  ~  '> ''^-■• 

9916.  -  Déterminer  un  nombre  imaKinaire  :  tel  que  l'on  ait    e-'  =  a  +  bi. 

9917.  -Lieu  du  point     :  =  x  +  y/,     tel  que     'rl"^  =  *-.    «  et   ^   étant  des  imaKÎnaires  données.  H   l.  ..nml.r..   ^• 
étant  variable,  lanlôt  par  son  module  et  lanlôl  par  son  argument. 

9918.  -  »'>alculer  le  module  et  lar^'umenl  de  chacune  des  racines  de  l'équation    x»  +  2J-*  +  *  =  0. 

9919     -  Calculer  les  racines  cubiques  de     i  —  Va- 

I  l  4-i  +  vâ(l-i)V 
9920.  -  Calculer  le  module  el  l'argiinienl  <le  I  iinaKinaire     y p:^-;  |   • 

9921    _  on  .lonne  deux  variables  complexes  :  el  :'  liées  par  la  relation     z^  =  I  +  :  .     Trouver  le  lieu  du  point  z 
q.,..nd  le  point  i'  décrit  un  cercle  qui  a  p..ur  contre  ron^.ne. 

9922.  -  Trouver  la  limite  de     -^  -  ^     l"'"r     '  =  »• 

9923.  -  Limite  .le     (cos"  +  '»  «n  j)'     PO«'r  x  inllni. 

9924   -  Trouver  la  limite  de  l'expression     n^i^n^  +  an*  +  bn +  '\  -  \n'-  +  cn-[-i)    p«ur  n  inllni. 
992B.  -  Trouver  la  lim.ile  .le    t^(]jx^  +  pr» -\-fx  +  r  -  r)    quand  .t  grandit  indénnimenl. 

_,  „  i„  iimiin  .lp     *  4- _— ^ I !-...+„       quand  H  augmente  indélinimcnt. 

9926.  —  Trouver  la  limite  (le     ^-r„^^T^„_j.2^~2n     ^  " 

9927.  -  Limite  de     '/\(«  +  I)  ("  +  ï)  •  •  •  •'«'•     PO"""   "   '"""'• 

9928.  —  Limite  de    x"'L.i     pour    r  =  (i.         , 

9929.  -  Trouver  la  limite  de     ("-^J^±^,)"     pour   n   iiilini 

9930.  Lin.il.de     (2-'^)  P'"""     '  =^  "■ 

9931.  -Le  produit     (»+ 5)'(»  + ^V  (•+ if  •••(«+ ^s)"     "-'-i'  ""e  limite  pour   n   infini? 

9932.  -  on  considère  la  fonction    y  =  ^* '' "t^^'i?--^ .     Déterminer  ,>  de  façon  que  y  ait  une  limile  pou,      .  =  0. 
el  .alculcr  celle  limile.  ^^  ^^.^.^.^^ 
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ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 


Mathématiques,   1"^  composition. 

I.  —  2294.  i"  Étudier  rintersection  C  de  la  sphère     x-  +  y-  -{-  z-  =1     et  du  cylindre     x^  -}-}ji  =  x. 

On  exprimera  les  coordonnées  d'un  point  M  de  C  en  fonction  de  l'angle  9  que  fait  avec  Ox  la  projection  du 
rayon  OM  sur  xOy. 

On  construira  la  projection  de  la  courbe  G  sur  yOz;  on  déterminera  les  rayons  de  courbure  aux  points  où 
elle  coupe  0:;. 

2°  Étudier  le  mouvement  d'un  mobile  décrivant  la  courbe  C  de  manière  que  le  vecteur  accéh'ration  coupe 

do 
constamment    0::;     que,  de  plus,  pour    f  =  0,     on  ait    9  =  0,     77*>0)    et  que  la  courbe  C  soit  entièrement 

décrite  dans  le  temps  2Tr. 

On  exprimera  en  fonction  de  9  le  temps  t,  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  et  la  grandeur 
de  ces  deux  vecteui's.  Dans  le  mouvement  en  projection  s\irxOy,  on  exprimera  l'accélération  en  fonction  de  la 
distance  à  l'origine. 

II.  —  2295.  1°  On  considère  un  déterminant  d'ordre  n  dans  lequel  la  troisième  ligne  a  son  premier  élément 
nul;  la  quatrième  ligne,  ses  deux  premiers  éléments  nuls  et,  d'une  manière  générale,  la  ligne  de  rang  »  ses 
p  —  2  premiers  éléments  nuls  {p  >  2). 

Déterminer  le  nombre  des  termes  différents  de  zéro  dans  le  développement  du  déterminant. 
2'^  Même  question,   en  supposant  de  plus  que  chacune  des  deux  premières  lignes  ait  ses  deux  derniers 
éléments  nuls. 

(Durée  :  4  h.) 

Mathématiques,  .2"  composition. 


7: 


1.  —  2296.  On  considère  l'arc  w,  fonction  de  la  variable  x,  compris  entre  0  et  ^,  et  qui  a  pour  sinus 


jin'jj  =  \/  -r- 
V  1; 


ix 

SI" 


?>x  +  60 
i°  Étudier  la  variation  de  la  fonction     y  =      .    ,     et  la  représenter  par  une  courbe. 

2»  Déterminer  la  constante  a  de  façon  que  x-y — ax  ait  une  limite  finie  quand  x  croit  indéfiniment  et 
déterminer  celte  limite. 

II.  —  2297.  Relativement  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  une  surface  S  a  pour  équation 
x2  +  j/2-(-Xs2=R2  dans  laquelle  X  et  R  sont  des  constantes.  Une  droite  D  tourne  autour  d'un  point  P  (a,  6,c) 
dans  le  plan  z^c.  On  considère  la  droite  D'  conjuguée  de  D  par  rapport  à  S  et  la  perpendiculaire  commune 
A  rencontrant  les  droites  D  et  D'  respectivement  en  M  et  M'. 

1°  Trouver  les  lieux  géométriques  de  A,  de  M  et  de  M'. 

2°  Examiner  le  cas  particulier  où  S  est  une  sphère. 

Il  sera  tenu  compte  des  remarques  et  démonstrations  géométriques. 

{Durée  :  4  /(.) 

Épure. 

2298.  —  Un  tore  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre,  on  en  conserve  la  partie  qui  se  trouve  au-dessus  du 
plan  horizontal  et  en  avant  du  plan  vertical  de  projection.  Ce  quart  de  tore  est  coupé  par  un  paraboloïde  hyper- 
bolique. Celui-ci  a  pour  directrices  une  verticale  et  une  droite  de  bout,  toutes  deux  bilangentes  au  tore  et  ren- 
contrant la  ligne  de  terre  :  la  verticale  à  droite,  la  ligne  de  bout  à  gauche.  Il  a  pour  plan  directeur  le  pian 
bissecteur  du  dièdre  qui  a  pour  faces  le  demi-plan  vertical  situé  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  et  le  demi-plan 
horizontal  situé  en  arrière  de  la  ligne  de  terre  (second  bissecteur). 


i\ 


CONCOIHS    l)K    iiuy 


1.0  solide  foriiii'  |iai  !••  «juail  de  li>r<'  est  coupf  par  le  paraholoîde  eu  deux  j'ailK-s.  Ilepréseiilt-r  ci-iif  de  ces 
parties  qui  est  comprise  entre  le  paraboloide  el  le  plan  horizonlal. 

On  ])rendra  pour  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille.  Le  centre  du  tore  est  au  centre  de  la  feuille.  Le 
rayon  du  cercle  g^ni'-rateur  est  de  7""  et  le  rayon  du  cercle  de  gorge  du  tore  est  de  S'™. 

>•.  |{.  _  Pour  déterminer  des  points  de  la  courbe  commune  au  tore  et  au  paraboloide.  on  pourra  prendre 

des  plans  auxiliaires  de  iirofil  ou  bien  passant  par  la  ligne  de  terre. 

[Durée  :  i  h.) 

Calcul. 


2299.        Dans  un  triangle  on  donne,  en  divisions  centésimales, 


angle  A  =  %'-35'28''; 


angle  |{  =  i5«'39'17' 


pt^rimètre  2p  =  1  ieS"",' 


Calculer  les  trois  rôt<''S  a.  h,  c,  le  rayon  r  du  ci-rcle  inscrit  et  la  surface  S 

Formules  : 

A    .    B 


r==p.lii^.lii^.ig^; 


pr; 


p-a 


.    B    .   C 


{Durée  :  I  h.) 


Physi</ue. 

I  —  Exi»oser  le  principe  et  les  r-'sullats  des  expériences  d'Amacat  sur  la  compressibilité  des  gai  aux  diffé- 
rentes l<-mpt'ratures. 

Uéseaux  d'isothermes  en  coordonnées/)  et  pv.  Discussion. 

II.  —  2300.  I  In  tube  de  verre  T  dont  la  section  est  formée  de  deux  cercles  de  centre  0  a  pour  diamètre 
extérieur    20S' =  4""".     Il  porte  un  repère  P  sur  sa  paroi  intérieure.  Parmi  les  rayons  lumineux  issus  de  P.  on 

considère  ceux  qui,  de  part  el  d  aulie  du  diamètre  POSS',  formtMil  une  lame  plane  per- 
pendiculaire à  l'axe  du  tube  el  il'angle  au  sommet  très  petit.  Ils  donnent  lieu,  pour  un 
observateur  placé  quel(|ue  part  sur  le  prolongement  de  POSS',  à  une  image  P'.  Calculer 

le  rayon  intérieur  .r  du  tube  sachant  que  la  dislance. PP'  a  pour  valeur     PP'  =  -=    et  que 

l'indice  «  du  verre  est  égal  à  3/2. 

On  précisera  les  conventions  adoptées  pour  les  signes  des  segments  dans  la  formule 
des  foyers  conjugués. 

2"  On  introduit  dans  ce  tube  une  goutte  G  d'un  liquide  pesant  •2,'.\"'>'  et  mouillant 
iiarfailement  le  verri;.  Elle  y  occupe,  à  la  lempératurr  ambiant»-,  une  longueur,  /  —  iS""",^:!  comptée  entre  les 
i.lans  tangents  aux  sonunets  des  deux  ménisques  supposés  sphériques.  Calculer  la  densité  p  du  liquide. 

3  Sachant  que,  dans  l'expérience  de  Jurin  effectuée  à  la  même  température,  avec  le  même  liquide  el  le 
même  tube,  le  volume  du  li(|uide  .soulevé  est  égal  à  celui  de  la  goutte  (i,  calculer  en  unités  C.  C.  S.  la  tension 
superfii  ielle  A  du  liquide  h  la  température  de  l'expérience. 

4  '  Exprimer  o  et  A  ilans  le  système  d'unités  admettant  pour  grandeurs  fondamentales  le   millimètre,  le 

iiiilligiamme-rorce  el  la  minute.  -  ^  ..  .  , 

[Durcf  :  .t  h.^ 

Chimie. 

\,  —  L'acide  azotique.  —  Ses  préparations  industrielles,  en  laissant  de  côté  la  description  détaillée  des  appa- 
reils utilisés  dans  la  pratique.  —  Imlication  des  principales  propriétés,  en  insistant  sur  celles  qui  sont  suscep- 
til'les  d'applications.        Héactions  qui  permettent  de  le  caractériser. 

11.  2301.  Étant  donnée  une  solution  très  étendue  de  potasse  qui  a  été  additionnée  dune  certaine  quan- 
tité de  clili)rure  de  potassium,  on  y  dirigea  froid  un  courant  de  chlore  jusqu'à  ce  qu'il  cesse  d'être  absorbé  et 
l'on  admet  qu'à  ce  moment  il  n'y  a  pas  un  excès  de  chlore  libre  dissous  et  que  le  volume  de  la  solution  n'a 
pas  été  modillé. 

Après  avoir  coiislalé  (pie  e  licpiide  ainsi  oblenu  a  des  propriétés  nellement  oxydantes,  on  en  prend  10'™* 
que  l'on  étend  d'eau  de  façon  à  en  faire  1  litre  et  l'on  cherche,  au  moyen  d'une  solution  titrée  il'acide  arsénieux, 
quel  est  le  pouvoir  oxydant  du  liquide  dilué.  On  constate  ainsi  que  10""»  d'une  solution  normale  d'acide  arsé- 
nieux exigent,  pour  leur  oxydation,  44'"'\64  du  liquide  dilué. 

D'autre  pari,  on  prend  SOO""'  de  ce  mém<'  liquiile  dilué;  on  les  évapore  lent-  iiieni  a  Mccité  et  l'on  chauffe 
pro«ressivem<nt  le  ré.sidu  Jusqu'à  la  température  du  rouge.  Le  résidu  de  cette  calcinatiou  est  repris  par  l'eau  et 
la  solution  additionnée  d'azotate  d'argent.  On  obtient  un  précipité  dont  le  poids  est  de  2«,87. 
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Déduire  de  ces  données  les  quantités  de  potasse,  KOH,  et  de  chlorure  de  potassium  contenues  dans  100'"'^  de 
la  solution  initiale. 

On  indiquera  les  réactions  auxquelles  donnent  lieu  les  diverses  opérations  mentionnées  et  l'on  dira  au 
moyen  de  quels  réactifs  on  pourra  vérifier  que  le  liquide  provenant  de  l'action  du  chlore  sur  le  mélange  initial 
est  doué  de  propriétés  oxydantes. 

Poids  atomiques  :     H  =  l;     Cl  =  35,5;     0  =  16;     K=39;     Ag=108. 

On  entend  par  solution  normale  d'acide  arsénieux  une  solution  telle  qu'elle  exige,  pour  son  oxydation,  un 
volume  de  chlore  égal  au  sien,  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène,  calculé  dans  les  conditions  normales,  avec  la  den- 
sité de  ce  gaz  égale  à  1,10:)  et  la  masse  du  litre  d'air  égale  à  16,293. 

{Durée  :  3  h.) 


ÉCOLE  NATIONALE   SUPÉRIELIÎE  DES  MINES 


Cours  préparatoires. 

Mat/iématiqiies. 

2-302.  —  1.  On  considère  deux  ellipses  homothétiques  et  concentriques,  les  deux  points  d'intersection  A 
et  B  avec  l'ellipse  extérieure  E  d'une  tangente  à  l'ellipse  intérieure  E',  et  le  pôle  M  de  cette  droite  par  rapport 
à  l'ellipse  E.  Montrer  que  : 

1°  l'aire  du  triangle  ABM, 

2°  l'aire  de  la  partie  de  ce  triangle  intérieure  à  l'ellipse  E  sont  indépendantes  du  choix  de  la  tangente  AB  à 
l'ellipse  E',  et  les  calculer  en  fonction  des  demi-axes  a  et  6  de  l'ellipse  E'  et  du  rapport  d'homothétie  X  =  coso 
de  l'ellipse  E'  à  l'ellipse  E.  Déterminer  la  limite  du  rapport  des  deux  aires  considérées  lorsque  o  est  infiniment 
petit. 

II.    Traiter   la    même   question    en   remplaçant  les   ellipses   E  et  E'  par  dos  hyperboles  homothétiques  et 

concentriques  H  et  H'.  On  désignera  leur  rapport  d'honnothétle  par     X  ^    '    '^ — '     (on  pourra  commencer  par 

pi  - 1-  p — t  pt p i 

traiter  le  cas  où  l'hyperbole  H  est  l'hyperbole  équilatère    x^ — ^ — ,     ij  = —    et  où  AB  est  parallèle  à 

l'axe  des  y). 

2303.  —  On  considère  une  ligne  brisée  A(,Aj  . .  .  A„  . . .  ayant  tous  ses  sommets  sur  Thyperbole  .17/  =  I, 
Ao   étant  au  sommet    x  =  i,     !j=l     de  cette  hyperbole,  ses  côtés  tangents   à  l'hyperbole     x!j  =  \-     et  telle 

que  les  abscisses  de  ses  sommets  successifs  soient  croissantes.  On  posera  toujours     X  =  -  [t? -f- e-?].     Déter- 
miner les  coordonnées  x,,  et  //„  du  point  A„  et  la  longueur  /„  du  côté  A„_i  A„.  Montrer  que  la  série 


/5\ 
est  convergente.  Trouver  en  fonction  de  À  sa  valeur  principale  pour  À  infini.  Calculer  f  (y)  à  0,0001  près. 

N.  B.  —  L'usage  des  tables  de  logarithmes  est  interdit. 

L'attention  des  candidats  est  attirée  sur  le  fait  que  les  calculs  à  effectuer  sont  extrêmement  simples,  à 
condition  d'utiliser  quelques  remarques  géométriques.  Les  solutions  géométriques,  clairement  exposées, 
seront  préférées  aux  solutions  purement  algébriques. 

{30  avril,  de  S  h.  à  midi.) 

Mf!cii7iiQue. 

2304.  —   Une  ligne  droite  et  une  circonférence  tournent  chacune  d'un  mouvement  uniforme  avec  des 
vitesses  respectives  w  et  w'  autour  d'un  point  fixe  0  commun  aux  deux  lignes. 
1°  Chercher  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  M  des  deux  lignes. 

Le  construire  dans  Thypothèse   où    in=—)  =  —  1.     On  déterminera  le  rayon  de  courbure  aux  points 
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ieinari|uablis,  l'aire  dune  boucle  fermée  de  celle  courbe,  et  le  volume  décrit  par  cette  boucle  tournant  autour 
di;  son  axe  de  symétrie. 

Jloiilrer  (ju  il  existe  deux  droites  qui  interceptent  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  OM  eu  M  une  longueur 
constante. 

2"  Toujours  dans  l'hypothèse  m  =^  —  1,  détorminer  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  du 
point  M  suiv.mt  le  rayon  vertour  et  la  perpendiculaire  à  ce  rayon  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 

Porter  sur  le  verltur  OM  une   longueur  UP  égale  à  la  vitesse  du  point  M;  construire  le  lieu  du  point  P. 

(i  mai,  de  8  h.  à  midi.) 

Calcul. 

2305.  —  Dans  un  triangle,  on  connaît  deux  côtés  : 

a  =  105™, 
h  =  88>», 

et  l'angle  (  ouipris  entre  ces  ^l^tés.  dont  la  valeur  en  grades  est 

C  =  35'^25'00". 

Calculer  le  côté  c,  les  angles  A  et  B,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  H  du  cercle  circonscrit. 
Le»  angles  A  et  H,  après  avoir  été  calculés  en  grades,  seront  transformés  en  degrés. 

{29  avril,  de  :i  h.  à  i  h.  (  i.] 

Physique. 

1.  —  2306.  Avec  un  même  liquide,  on  réalise  les  expériences  suivantes  : 

1  lu  mil  roscope.  dont  Taxe  est  vertical,  est  mis  au  point  sur  l'intersection  J  de  deux  traits  finement  tracés 
sur  ui»  plan  horizontal;  puis,  ayant  déposé  en  J  une  goutte  sphérique  du  liquide,  en  rétablit  la  mise  au  point 
|>ar  un  d.  placement  h  du  microscope  suivant  son  axe. 

2"  Aprt'-s  avoir  provoi|ué  l'accroissement  de  la  goutte  (î  par  l'absorption  _d'une  goutte  voi.^ine  <i',  on  perd  la 
mise  au  jjuint  que  l'on  retrouve  i)ar  un  nouveau  déplacement,  /i',  du  microscope. 

3"  On  enfonce  l'extrémité  d'un  tube  capillaire  en  verre  de  a"""  de  diamètre  dans  un  vase  renfermant  du 
liiiuide  donné,  de  masse  spécifique  p,  et,  après  avoir  aspiré  du  liquide  dans  le  tube  pour  mouiller  le  tube,  on 
constate  que  le  liquide  prend  une  dénivellation  verticale  permanente  il. 

4"  In  miroir  plan  renvoie  verticalement  île  bas  en  haut  la  lumière  provenant  d'un  rollimateur.  Cette 
lumière  tombe  sur  une  lentille  plan  convexe,  L.  faite  avec  un  verre  d'indice  N,  et  obturant  un  tube  dont  Taxe 
est  vertical  ;  la  face  plane  de  la  lentille  est  tournée  du  côté  d'où  vient  la  lumière  et  le  rayon  de  la  face  courbe 
a  pour  mesure  ;•.  Ayant  versé  du  liquiile  étudié  dans  le  tube,  jusqu'à  ce  que  l'image  dv  la  fente  du  collimateur 
so  forme  dans  le  plan  de  la  surl'aie  lil-re  du  liquide,  on  mesure  la  hauteur  il,  de  la  colonne  licjuide  ain.si 
obtenue. 

Déduiie  de  là  : 

(/)  le  rap|>ort  îles  masses  des  gouttes  G  et  G'; 

b)  l'indice  n  du  Iii|uiile  et  les  rayons  de.s  deux  gouttes  ('■  etC; 

Cl  la  tension  superlicielle  \  tlu  liquide. 

Application    numérique  : 

/,  _  omm  J  /, ■  =  (iii.i.i  |-, .  „  —  0"""..')  ;  p=z  \,0'1; 

inlcn>iii'  'I.-  i.i  |..s.iiii^ur  :  ;/  =  <»8l;  l!  =  6'-"'; 

.\  =  |.»i2;  r  =  5'^'",2;  II,  =  37'"'. 

En  supposant  une  erreur  possible  de  '»  nvcrons  sur  les  lonsueurs  mesurées,  évaluer  l'ordre  de  grandeur 
des  erreurs  qui  ei,i  résulteraient  sur  les  résultats  calculés. 

II.        1,1  t.MMpi'ralure.  Sa  détermination  au  moyen  «lu  llni  m 'iii'U<'  normal. 

\i!)  m  ni,  de  S  h.  ti  midi.) 

Chimie. 

I.  —  Transformations  réciproques  des  composés  oxygénés  de  l'azote.  Ilôle  de  ces  transformations  dans  la 
fabrication  de  l'acide  sulfurique  et  de  l'acide  nilriiiue. 

il.       2307.  On  traite,  à  cliaud,  par  un  excès  d'acide  «hlorbyilriijue  concentré,  S^.SC  de  sulfure  d'antimoine. 

L)é'  lii'-  la  ié;i(  linii  et  iiiiliquer  la  naturi-  <t  le  volniue  du  t'a/,  nliteiui. 


ANALYSE 


On  prélève  SO"""^  du  gaz  obtenu,  supposé  pur,  et  on  l'intioduit  dans  une  cloche  courbe  où  l'on  a  placé  un 
morceau  d'étain.  On  chauffe  longuement,  puis  on  laisse  refroidir. 

Indiquer  la  nature  et  le  volume  du  gaz  restant. 

Montrer  comment  cette  dernière  expérience  permet  de  déterminer  la  composition  du  gaz  fourni  par  la 
première  expérience. 

Données  et  renseignements  numériques  : 

Poids  atomiques  :  Sb  =  120  ;  S  =  32. 

Le  volume  de  30'='"^  a  été  mesuré  sec  ù  0°  et  sous  la  pression  de  760'"™.  Les  volumes  demandés  seront  évalués- 
dans  les  mêmes  conditions. 

{3  mai,  de  8  h.  à  midi.) 
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ANALYSE 


2161.  —  En  désignant  par  a  et  b  deux  nombres  réels,  tels  que  a  soit  plus  petit  que  b,  indiquer  la 
valeur  de  l'intégrale  définie 


J>-"')v/^''- 


Le  radical  étant  toujours  réel  dans  l'intervalle  (a,  b),  l'élément  différentiel  est  toujours  bien  défini, 

sauf  pour    x  =  b.     Pour    x  =  b,    l'élément  différentiel  est  infini,   l'ordre  d'infinitude  est    —     (en 

enlevant  le  facteur  dx,  bien  entendu)  ;  donrc  l'intégrale  définie  a  une  valeur  finie  bien  déterminée. 
Cherchons  d'abord  l'intégrale  indéfinie 

Elle  s'écrit  {  <^'  "  '''>'^  "  "'  dr., 

J    \l[x  —  a){b  —  X) 

et  se  décompose  en  quatre  intégrales  J3,  J^,  Ji,  J^,  J„  désignant  l'intégrale 

x^dx 


j  =.  r 

J    ^[x  —  a)[b  —  x) 

_  r  xMx 

in   —     /        .  - 

J    \l — x'^ -{- {a -\- b)x  —  ab 


Dérivons  a."/ — x^  H- (a -t- 6)x — ab  ; 

nous  aurons 

—  2.x  -h  a  -h  ^ 

nx^^~W —  x'^-h(a  -+-  b)x —  ab  h-  x"  ,  ,  .  =^-> 

^  '  y—  x''  -h  {a -h  b)x  —  ab 


puis 


2nx"-'[—  x^  -^[a-^  b)x  —  ab\  —  2x"-^'  -h  {a  -^  b)x" 

' ' — — '    ,  --7— ■,  '  * 

•i\l  —  x'^  -\- {a -\-  b)x  —  ab 

—  2(n  -h  1  )x"+'  +  {'In  -+-  i)(a  -f-  b)x''  —  l'/ja6x"-' 
'i\J—  X-  -h  [a  -f-  b)x  -  ah 


ANALYSE 


Intégrons  alors;  nous  aurons 

2n  -+-  1 
—  (n  -H  1  jJ„^,  ■+- z, "^  -+-  *  J'.  —  wû^'Jn-j  =  x'\'  —  X*  -H(a  -4-  6).r  —  ah. 

Eu  parlant  de     n  =  2.     nous  aurons  .1,  en  fonction  do  J,  et  J,. 

Appelons  maintenant  l„  l'intégrale  définie,  prise  entre  les  linailes  a  ei  b  ;  nous  obtiendrons 

:y(a  -^  h) 


-31, 


U  —  -2a(^\,  =  0, 


puis,  pour     H  =  1, 
enfin,  pour     n  =  U, 


:i 


—  1,  —  —  (a  -h  6)Io  =  0. 


Tout  peut  donc  s'exprimer  en  fonction  de  lo  : 


Or  l'intégral»'  demandée  est 
Elle  a  donc  pour  valeur 


I3  =r  ■^{a-^b)y-{a~r-ù/-—U-—.{a-^b)\,. 


-—  (a  -+-  A)' ab{a  -h  In 

lo  4 


Il  n'y  a  donc  plus  (ju'a  calculer  1„  et  ii  réduire  la  (juantité  entre   crochets.  Olle  dernière  se  réduit 

(rt  —  b'i'ila  -f-  56) 


aisément  à 


IH 


l'our  avoir  lu,  calculons 
<  otle  intégrale  s'écrit 


b)x  —  ab 


I 


dx 


\ 


/{a^h)* 


ah-I^X-^^) 


J 


dx 


/(b  —  ii}^       I  a-^h  \^ 

y—i — {" — —) 


Posons 


a  -h  b  h  —  Il 


=  l- 


<'1lr      li 


»-vit'nl         /  — rr^r-T  =  arcsui  /  ;       •  11     rniirhixi    c^o     r. 


arc  sin 


2x  -  a  — b 


-,  J2 ■    '"'^i^''     X  =  n,     col  an-  est  égal  à -^    tt,  pour  6.  il  est  écal  à      •   —  :    donr 

l„  =  r     p|  l'intégrale  proposée  a  pour  valeur 

-LOa^U){b-a)\ 

In 

Honties  sululions  :  MM  L  Naioli.k.  à  Ln  Châtre;  P.  N  uui.efo.nt,  élève  au  lyrée  de  Montpellier;  A.  Behlanuk.  h  Sainl- 
(loiiii  ;  L.  Simon,  il  rnnrmi(>s;M.  Roi:  K,  Dion,  A  Saint-Cloud  ;  E.  Hoiok.  à  Sainte- Bnrbe  :  A  RoissuAt,  à  Kournrs-en- 
N^cppe»;  A.  Darmon.  à  Bnrdeiir;  M.  Koix.  nu  Creuset. 
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2144.  —  En  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  et  par  a  l'angle  que  fait  la  tangente 
au  point  correspondant  avec  Ox,  trouver  les  courbes  telles  que 

p  cos  a  =  A', 
p  COS^  a  =  k, 
0  cos'  a  =  k, 

=  k> 


cos  a 

k  désignant  à  chaque  fois  une  constante. 

Supposons  qu'on  ait  d'une  manière  générale 

/■(a)  étant  une  fonction  quelconque  de  a.  Si  on  désigne  par  ds  la  difl'érentielle  de  l'arc,  on  a  les  for- 
mules bieo  connues 

ds  dx  dxj 

p  =  —r-j  -, —  =  cos  a,  -  -  =  sm  a. 

aa  as  ds 


On  en  déduit  successivement 


—   =  /"(a),  ds  =  f{cL)d'X, 


doL 
puis  dx  =  cos  xrfs  =  COSa/'(a)rfa,  dy  =  sin  arf*  =  sin  a/"(a)rfa, 

et  enfin,  en  intégrant, 


(1) 


X  —  Xf)  =    j  /(a)cOS  acfa,  y — ?/o  =    I  /"(^)  sin  arfx, 


.lu,  y  g  ,  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Nous  obtenons  ainsi  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  ;  si  nous  pouvons  éliminer    y.   entre 
ces  deux  équations,  nous  aurons  l'équation  cartésienne  de  la  courbe. 

Examinons  maintenant  les  cas  particuliers  de  l'énoncé. 

1.      /(a) 


cos  a 

Les  formules  (1)  deviennent 


X  —  a'(,  =   I  kdoL  =  koL, 

ksimxdaL  ,    rd  cos  a. 


y  —  Vc 


-/- 


—  k  I  =  —  ALcosa. 


cos  a  J      cos  a 

L'élimination  de  a  est  facile  et  donne 

y  —  Vo  =  —  ^^  cos 


La  construction   de  cette  courbe  ne  présente  aucune  difficulté.  On  peut  d'ailleurs   transporter 
l'origine  au  point  (./„,  j/,,).  Cela  revient  à  faire  dans  les  formules  (4)    x^  =  0,     j/o  =  0. 

2.     /•(«)  = 


COS^  oc 

Nous  avons,  en  supposant    x^,  =  0,     j/o  =  ^' 
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COS  a 


On  en  déduit 


et,  en  ajoutant. 


l8(X  +  ï)  =  <'. 


^<"(T^i)  =  ''* 


—  e  *  -4-  e    *  ; 


2                               2  .      -.'y 

le  premier  membre  est  écal  à     •     ou  a ou  encore  a     -j- 


sin(l-^a) 
L'éfjualion  de  la  courbe  est  donc 


k     -         -  — 


c'est  une  chaînette. 

3     A.)=     *■ 


COS^  a 


Nous  avons 

^     COS-  X 

,    r  sin  3<fï  A  A-    . 

•'  J     COS^  a  2  COS»  a  -i  ^  ^ 

Kn  éliminant  Igx  on  obtient 

X»  -1-  A-» 

c'est  l'équation  d'une  paiabole. 

4.      /];«)  =  A  COS  a. 

Les  formules  (i)  nous  donnent  ici 


/A"    r  A 

COS'^  tdi=  -    I   (1  -t-  COS  2a)rfa  :=  —  (2a  -+-  sin  2ai, 

=  A-  /  sin  a  COS  ida  =  —r  I  sin 


iat/a  == COS  2a. 

4 


l'osons     '2i  =  T.    '  u,     u  (îtaiil  un  nouveau  paramètr»'.  K's  formules  deviennent 

k  .      .  A- 

X  =  —  (r  -H  u  —  SID  U).  7  =    —COS  u, 

....  A-r  A- 

ou,  en  transportant  1  orijjmo  au  pomt    x  =  — ;-  •         y  =  — » 

X  =    ,  (u  —  sin  «),  7  =  — -(1— cosu). 

On  reconnaît  les  écpialions  paramétriques  do  la  C}cloïdc. 

Rem  uiQUK.  —  Nous  proposons  à  nos  locloiirs  d'établir  les  résultats  suivants  :  si    /"(a)  =  A-,     la  courbe 
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est  un  cercle  ;     f{a)  =  ke""",    une  spirale  logarithmique  ;     /"(a)  =  kx,    une  développante  de   cercle  ; 

n 

/'(a)  =  k  sin  ma,     une  épicycloïde  ;     /"(a)  —  i- —,    une  conique. 

(l  —  «''COS^a)" 

L.  iNAUCELLE,  à  la  Châtre. 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Dufour,  école  normale  de  Nancy  ;  G.  Lach,  à  Douai;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  L.  THiBrNcrin  ; 
Marcel  Ullmanw,  470  d'artillerie,  à  Héricourt. 


2153.  —  On  considère  une  courbe  (G)  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  dans  laquelle 
l'abscisse  x  de  chaque  point  M  s'exprime  en  fonction  de  l'angle  a  que  forme  la  tangente  avec  Ox,  par  la 
relation 

(1)  X  =  a{\  —  ces  a). 

Démontrer  que  l'ordonnée  y  vérifie  l'équation  différentielle 

(^)  EL  =   ^^'"'^  . 

rfa  COSa 

Déduire  de  l'équation  {t)  l'expression  explicite  de  y  en  fonction  de  a  et  déterminer  la  constante 
d'intégration  de  façon  que  y  s'annule  pour    a  =  0. 

La  courbe  (Gj  étant  ainsi  définie,  on  demande  d'en  étudier  la  forme,  d'en  construire  l'asymptote,  d'en 

calculer  le  rayon  de  courbure,  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  et  la  longueur  d'arc  comptée  à  partir 

de  l'origine. 

(Certi/ical  de  niulhémaliques  générales.  Rennes,  juin  1912.) 

dv  " 

On  a      —-  =  Ig  a,      ou      dy  =  igadx;      comme    x  est  égal  à      a(l  — cos  a),      dx   est  égal  à 

(jLJL 

asinarfa,  et,  par  suite, 


dy  =  a  tgasin  ^(/a, 


ou 


dy 
dct 


sin^  a 


cos  a 


On  en  tire 


et,  en  intégrant,  on  a 


dy           1  —  cos^  a 
-/-  =  a 

aa  cos a 


a 


—  a  cos  a. 


y  =aL 


tg 


/  ir  a 


cos  a 

—  asina-i-G. 


Pour  que  y  s'annule  pour    a  =  0,     il  faut  prendre    G  =  0.     Les  équations  paramétriques  delà 
courbe  (G)  sont  donc 

a;  =  a(l  —  cos  a), 


tg 


TZ 


X  y  =  a^ 

ou  encore,  en  transportant  l'origine  au  point    x  =  a,     j/  =  0, 

1/  =  aL 


—  a  sm  OL, 


X  =  —  a  cos  a, 


Ti  a 


a  sm  a. 


On  obtiendra  toute  la  courbe  en  faisant  varier  a  dans  un  intervalle  quelconque  d'étetidue  égale  à  2r 

1 

se  change  en 


,   TT  a 

Si  nous  changeons  a  en    u-t-a,     tg(  — ^-  — 


tg(--^^ 


le  logarithme 


11  a 

T 

de  la  valeur  absolue  change  de  signe  ;  par  suite,  x  ci  y  changent  de  signe,  et  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  l'origine.  De  plus,  si  nous  changeons  «  en  —  a,  a;  ne  change  pas  et  y  change  de  signe, 
donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
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Il  sulfira  donc  de  faire  varier  a  de  0  à   — .    do  construire  la  branche  de  courbe  correspondanle,  et 

fl'achever  par  sym'trie  par  rapport  aux  deux  axes. 

Ouand  1   croil   de  0   à — '    x    croit  de      — a     k    U,   et    y  croit  de  0  à      -f-x.      On  obtient  la 

2 

branche  de  courbe  AB,  ta(ii;enle  en  A  à  Ox,  et  asymptote  à  Oy;  on  en  déduit 

aisément  la  courbe  tout  entière. 

Calculons  d'abord  la  longueur  de  l'arc  AM;  nous  avons 


dx  =  a  siu  3(/i. 


d,,= 


asm*  ï 


cos  1 


>h. 


et  ds*  =  de*  -H  dij-  =  «*  Ig»  af/ï», 

ou.  en  supposant  que  <  varie  dans  le  même  sens  que  a, 

rfi  =  n  tg  arfa, 
puis  s  =  —  nLcos  a, 

puisque  s  s'annule  pour     a  =  U. 

>  *■  .  dx 

Le  rayon  de  courbure  au  pomt  M  a  pour  valeur   -— .  on  (/Iga. 

lintin  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

ds         /  -  \  a 

X,  =  j,  H 'Cos    —  -h  s     =  —  «  cos  a  —  a  tgasini  = 

da  \z  /  cos  a 

ds     .     /  r.  \  .l/-^  a\ 

y.  =  y-^-sm(^-.-Haj  =  aL|tg(^--^-^). 

IU:M\aQUES.  —  Cherchons  le  lieu  de  ce  centre  de  courbure  ;  nou<  avons 


^'(t-^Î)  =  '"'' 


puis 


tg 


iT-7)  =  '^ 


en  f-joulnnl,  il  vient 


v 


'.+''"  ='=(T-ï)+'«(î-i)  =  ^ 


ou 


V     I 

e  " 


2x^ 
a 


Ce  lieu  est  une  chaînette.  On  en  conclut  que  la  courbe  (C)  est  une  tractricc. 

C'e«l  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  directement,  en  calculant  les  coordonnées  du  point  1'  où  la 

tangente  en  M  renconlro  Oy  ;  on  trouve  aisément  <iue     MP  =  n. 

L.  NAUCtLLE,  à  la  Châtre. 

Hoiincs  soliiliDiis  |Mr  MM.  BKrnKZK-CiTi.i,  lyc-ie  de  Toulouse;  l'ierre  Dklm  r.»K,  collèg*'  llollin  ;  Emile  Dion,  i-c>*\>'  normale 
supérieure  d«  S.ilnt  Cloud  ;  H.  UuKoon.  école  normale  de  Nancy;  i.ouig  GioriaoT.  conducteur  des  ponts  et  cliauMres,  à 
l'tioiine;  Henri  JAiiiBr,  collègf  Chantai;  ('..  Lach.  i  Douni  ;  H.  Mai.»is«.  à  Denaln  ;  K.  Koiob;  A.  Hoissbao;  L.  Sinon: 
•  inslon  St>oiK«,  n  Armentières  ;  Marcel  Illmaiin,  47*  d'artillerie,."»  Héricourt. 
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ECOLE   CENTRALE 


Géométrie  analytique. 

2308.  —  On  considère  la  cubique,  y^[m-i- iY —m{m-^  i)'^y-x  —  rn-im-^- l)-ax'^-\-2a' {m-h  i)y  ==a^,  rap- 
portée à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy;  a  désigne  une  longueur  positive  donnée  et  m  un  paramètre 
variable. 

On  demande  : 

1°  de  former  l'équation  de  l'asymptote  rectiligne  de  cette  cubique; 

2'^  de  trouver,  reconnaître  et  construire  l'enveloppe  de  cette  asymptote,  lorsque  m  varie; 

3  "  de  trouver,  reconnaître  et  construire  le  lieu  du  point  oîi  la  cubique  est  coupée  par  cette  asymptote. 

Mécanique. 

2309.  —  On  considère  une  tige  rectiligne  OD,  fixe,  non  déformable,  d'épaisseur  négligeable,  faisant  un 

angle  donné  a  avec  l'horizon  OH,  et  en  dessous;  et  une  plaque  ABC  de  poids 
donné  P,  homogène,  non  déformable,  d'épaisseur  négligeable  et  ayant  la  forme 
d'un  triangle  équilatéral  de  côté  donné  a.  Au  sommet  A  est  attaché  un  fil  flexible, 
OA,  de  poids  négligeable,  de  longueur  invariable  égale  au  côté  à,  et  dont  l'extrémité 
0  est  fixe.  Un  autre  sommet,  B,  de  la  plaque  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  la  tige  OD,  dont  la  longueur  est  supérieure  à  2a. 

On  demande  de  calculer  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  AOB,  ou  0. 
cori'espondant  à  la  position  d'équilibre  de  la  plaque  ABC,  et  de  reconnaître  si  cet 
équilibre  est  stable.  Calculer  la  réaction  de  la  tige  et  la  tension  du  fil  poUr  celle 
position  d'équilibre. 

{Durée  :  i  h.). 

Trigonométrie. 

Dans  un  triangle  isocèle  ABC  où  AC  =  BC,  on  désigne  par  2x  la  valeur  commune  des  angles 
A  et  B,  et  par  D  le  point  de  rencontre  de  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A  avec  le  côté 
opposé.  On  donne  la  longueur  /  de  la  bissectrice  AD  et  la  longueur  m  de  la  moyenne 

géométrique   entre   les  segments  BD  et  DC  que  cette  bissectrice  détermine  sur  le  côté       

opposé:  _  .____  .   a  C  ~   ■('^ -t  u^"^       g  fC  h^i 

~     V  11 


2310. 


AD  =  /,     BD.  DC  =  m-^.  ^^ 

Calculer  cos  x  en  fonction  des  données,  et  trouver  la  condition  qui  doit  exister  entre 
ces  données  pour  que  le  problème  soit  possible. 

Application  numérique  :  /  =  3"'  et  m=4"'.  Calculer  dans  ce  cas,  à  un  centimètre 
près,  les  rayons  du  cercle  circonscrit,  du  cercle  inscrit,  et  des  cercles  exinscrils  au 
triangle  ABC. 


considérations  géométriques  seront  favorablement  appréciées. 


[Durée  :  '2  h. 


Calcul. 

2311.  —  Calculer,  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  les  plus  petits  angles  positifs  a.  b,  c,  A  et  B,  vérifiant 
les  équations 


tga: 


\/\ 


35  43:) 
58  244  • 


.    ,  742  382 


cosc  =  cos  a.  cos//, 


tgA: 


tgrt 

sin^' 


tgB: 


tg6 


sina 


(Durée  :   t  h.) 
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Épure  de  Géométrie  descriptive. 

2312.  —  Ni  cadre,  ni  litres,  ni  flèches. 

.Nom  et  sifinaturo  au  bas  et  h  droite,  à  moins  de  5'"'  du  coin  de  la  feuille. 

xy  est  le  pftil  axe  de  la  feuille,  w  est  son  centre. 

MO' =  '»">">,     to6'  =  140™n,     oja  =  oc  =  o'c' =  45""" ;     ac  et  oV  sont  parallèles  à  xy. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  a  pour  axe  le  segment  vertical  [nb,  a'b'],  et  il  est 
langent  au  plan  vertical  de  projection. 

In  cylindre,  dont  la  trace  sur  le  plan  horizontal  t-st  un  cercle,  passe  par  les  drux 
sommets  de  l'rllipsoïde  (a,  a)  et  (6,  b'j:  une  de  ses  génératrices  a  pour  projection  hori- 
zontale Mc  et  pour  projection  verticale  b'c'. 

On  cherchera  linlersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cylindre,  et  on  représentera,  panses 
diMix  projections,  la  portion  de  l'ellipsoïde,  supposé  solide  et  opaque,  extérieure  au 
cylindre. 

Sota.  —  Le  résultat  seul  sera  dessiné  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en  traits  pleins, 
lignes  cachées  en  points  ronds.  Tout  le  reste  en  traiLs  rouges  pleins. 

On  fera  les  constructions  nécessaires  jtour  la  détermination  d'un  point  de  lu  courl.e 
d'intersection  et  de  la  tangente  en  ce  point,  des  points  et  tangentes  remarquables. 

Les  tangentes  trouvées  seront  tracées  à  l'encre  rouge,  et  très  légèrement  nnforcée.s 
aux  environs  des  points  de  contact. 

Les  traits  noirs  et  les  traits  rouges  devront  être  assez  fins. 

(Durée  .   4  h.) 

Phi/sique. 

l.  —  Split'romàlre  :  Principe,  description,  perfectionnements,  usages  et  sensibilité  (avec  figures). 

IL  —  2313.  Deux  points,  A  et  B,  dans  le  vide,  sont  séparés  par  une  lame  de  verre  à  faces  parallèles, 

d'épaisseur  e;  leurs  distances  aux  faces  sont  respectivement  AP  =  a  el 
|JQ=:6;  la  distance  PQ,  des  pieds  des  perpendiculaires  AP  et  IKI,  est  égale 
à  d. 

Écrire  l'équation  qui  fait  connaître  la  distance  PI  =  t  à  laquelle  un 
rayon  de  lumière  monochromatique,  pour  lequel  l'indice  du  verre  est  N,  el  qui 
passe  par  les  deux  points  donnés  .\  et  B,  coupe,  en  parlant  du  point  A,  la 
première  face  de  la  lame. 

fc^crire  celle  équation  dans  le  cas  où  le  point  B  vient  sur  la  sccondi-  face 
de  la  lame,  el,  sachant  que  la  lumière  passe  de  .\  à  B  dans  le  temps  minimum, 
déterminer  la  relation  qui  existe  enlre  les  vitesses  V  et  V  de  la  lumière  dans 
le  vide  et  dans  le  verre,  d'une  part,  el  les  angles  a  et  ^,  d'incidence  et  de 
réfraction  nu  jioint  I,  d'autre  part. 

Chimie. 
\.  —  .Anhydride  el  acide  boriques. 

IL  —  2314.  /■■'  oiiri-'itiiin  :  Vn  litre  d'oxyde  azotique  >e  combine  à  un  voluinc  V,  d'oxygèn»-  pour  lorunr  de 
l'anliydriilf  azoteux  qu»-  l'acide  sulfuri(jue  en  excès  absorbi'  <ji«<uil»'  «'u  iiinduis.inl  'lu  -nlfate  acide  dr  nitinsylo. 

Formuler  les  réactions,  et  calculer  V,. 

2"  opération  :  Un  litre  d'oxyde  azotique  se  combine  à  un  volume  V,  d'oxygène  pour  former  du  peroxyde 
d  azotf  que  l'acide  sulfurique  en  excès  absorbe  ensuite  en  produisant  du  sulfate  acide  de  nitrosyle  el  de  l'acide 
azoti(|u<'. 

Koi  luuler  les  réactions,  cl  calculer  V_,. 

.'/"  opération  :  Le  liquide  ol»tenu  dans  la  première  opération  décolore  une  solutitm  de  permanganate  de 
potassium  dont  le  pouvoir  oxydant  équivaudrait  à  un  demi-lilre  d'oxygène. 

Formuler  la  réaction,  et  explii|uei'  le  résultai  numérique. 

i'  Ofirrntion  :  l>e  lii|Miil«'  olitcnu  dan-  l.i  (!>  uvirnu'  (i|><'iMf  inn.  Irail«'  |>;n  iln  iiui.iiii'  "i  fi-oid.  di'ence  un 
litre  d'oxydi'  azotique. 

Formuler  les  réactions,  el  expliquer  le  résultat  numérique. 


r.ouldiDiiiiers.  —  Inip.  I'ai x  niWiDAItD. 


Le  Hédacteur-Gerant  :  IL  VIIBEUT. 


30e  Année.  Novembre  1919.  N^  2. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


SUR    LA    SOMME    DES    PUISSANCES    SEMBLABLES 
DES   n   PREMIERS  NOMBRES   ENTIERS  {Suite) 

par  M.  R.  Dontot,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  jeunes  filles  de  Grenoble. 


II.  —  La  méthode  développée  dans  le  paragraphe  précédent  n'est  véritablement  propre  qu'à  calculer 
rapidement  une  somme  de  rang  donné  Sp  sans  passer  par  les  intermédiaires  Sp_,,  S^.j,  ...S,.  S'il 
s'agit  de  calculer  les  sommes  Sp  de  proche  en  proche,  il  est  préférable  d'employer  un  procédé  auto- 
matique et  rapide,  qui  n'utilise  que  des  calculs  d'une  très  grande  simplicité. 

Proposons-nous  de  démontrer  qu'il  existe  et  de  former  un  polynôme  ^p+i{x),  de  degré  (p-t-11, 
en  X,  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  : 

1°  II  vérifie  l'identité 

(5)  .  cpp+,(a?)  — cpp+,(a;  — l)z=a;P; 

2°  On  a 

cp,+.(0)  =  0. 

Cette  dernière  égalité  est  équivalente  à 

Pour  le  voir,  il  suffit,  dans  l'identité  (5),  de  donner  à  a?  la  valeur  1. 

Supposons  qu'un  tel  polynôme  existe;  nous  nous  proposons  de  former  un  polynôme  o^+i(a:')  tel 
que  l'on  ait 

'fp+4(a?)  —  cpp+î(a?  —  1)  =  a?P+', 

<pp+2(0)  =  0,  ou  ?p+i(l)  =  l. 

Désignons  par  F  (a?)  le  polynôme 

la  différence 


dont  la  dérivée 


F(x)-F(ar-1), 


par  hypothèse,  est  égale  à  .  -t-a,     a  étant  une  constante  : 
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Donnons  à  x  la  valeur  1  : 


K(l)-F(0)  =  ^-^-h«,  F(0)=£). 

«  =  F(1)-.    ^ 


p-hl 

En  définitive,  on  a  donc 

F(.)-F(.-t)=^+(F(l)-^-^). 

H  devint  évident,  dès  lors,  que  le  polynôme 

(6)  ?,.+t(^)  =  (/î-M)F(ar)  +  [l-(p-hl)F(l)jx 

répond  à  la  (juestion. 
On  a,  en  effet, 

?P+i(j^)— ?;-4-»(*-*)  =  a'-+-i)[F(-')-F(ar-l)]4-[l-(p-f-l)F(i)]  =  x''^', 
et 

o„+,(0)  =  0. 

L'existence  d'un  polynôme  fp+,  entraine  donc  celle  du  polynôme  ^^+j  :  or,  de  toute  évidence, 
donc  îp,,  <p,,  . . .  «Pp  existent,  et  même  la  formule  (6)  permet  de  les  former  de  proche  en  proche. 


On  aura  ainsi 


X-       X 

?«  — -2+2' 


De  même, 


x'   ,   X*       /  •        l        1  \  x'       X*       X 


X*         X^         X* 


?*  — T"^¥"^T' 


x"        X*        X^         X 

^«-"5  "^"2  "^3":^' 
X*      x^      Sx*       X* 

x'        X*        X*        X*  X 

X*      x'       7x'       7t*       X* 
<î'8  =  -y -f- 2^-»-  j^         2T~^Ï2* 

Propriétés  des  polynômes  ^p. 

Dans  l'identité  (5),  donnons  h  x  les  valeurs  m,  h  —  1,  h  —  2,  ...  2,  1  :  nous  obtenons 


'pM.(2)-?;.^..(^)  =  2^ 
Hn  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient 
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t°  Les  polynômes  9p(a?)  sont  divisibles  par    x-\-i. 
Dans  l'identité  (5),  donnons  à  as  la  valeur  0;  il  vient 

cp,+.(0)---p,+.(-l)  =  0, 
c'est-à-dire 

?;-+•(— 1)  =  0. 

C.  Q.  F.  D. 

3°  Les  polynômes     ^p+i{x)  —  -^     ne  contiennent  que  des  termes  de  même  parité. 

Posons  '  ^ 

x^ 

On  a,  évidemment, 

(7)  /-...  (x)  -  U.(x  - 1)  =  "^'  +  ^^  ~  ^^'  ■ 

l 

Par  hypothèse,     cp,,+,(l)  =  l,     donc    /■^+,(l)  =  â;     de  même     cpp+i(0)  =  0,    donc    /";,+,(0)  =  0. 

Donnons,  dans  l'identité  (7)  à  a?  les  valeurs  0,     nn-l     et    — n;     on  obtient  : 
pour    x  =  (i,  /•^^.,(_1)  =  (_1).+.|; 

pour     xz=n-hi,  fj,+i{n-hi)  —  fp+i{n)  = ^^ '^ 

pour    x=:  — n,  /•^^,(_«)_/'^^j(_„_l)  — (_1)P v_ L. 

De  ces  formules,  on  tire 

/■p+.(i)=(-ir '/•.+.(-!) 

et 

/,+.(n  +  l)-/',^^(n)  =  (-ir»[/',+.(-n-l)-/',+.(-n)J. 

Si,  dans  cette  dernière  identité,  nous  remplaçons  n  par  1,  2,  3,  . . .,  nous  obtenons  successivement 

/•,^.(3)  =  (-ir' /•,+.(- 3), 
L'équation 

/;+,(a.)=(-ir'/'.+.(-^), 

admettant  les  racines  0,  1,  2,  ...  n,  est  vérifiée  identiquement  :  on  a  donc,  quel  que  soit  x, 

r,.,(.)  =  (-ir7,„(-.),  ^  ^  ^  ^ 

4"  Les  polynômes  cp2p^.i(a?)  sont  divisibles  par    2x-+-l  (P^*)- 

Dans  l'identité  précédente,  donnons  à  a;  la  valeur  ^i  on  a 


et  comme 


En  définitive, 


A/'+i  (  2  )  —  —  ^*^+'  (      2 

A„+i  (a?)  —  ,S+,  (a?  —  1)  = ^2 ' 

/  î/'+i  (  2  )       Ai'+i  (  —  2  )  ^^  2^  ' 

/  4;'+i  (  2/  ^^^  —  f'^i>+^  (  —  2/  ^^  2*/^'  * 
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Par  suite, 

{^\         1    _      .       /"     n  .  J_-    A 
^ip+i\^)  ~2ÇTï —      rv+iy^     2/2*''^'  —  2*?-'  ' 

et  enfin 


'?*''+' (2) —2^'  ?*/■+<(— 2)—^- 


5'  Les  pohjnomes  5,;,(x)  sont  divisibles  par     (x -+-!)-  (p'^'i). 

En  efT^'t,  dérivons  les  deux  membres  de  l'égalité 

par  rapport  à  x,  nous  obtenoas  la  nouvelle  identité 

<p;(^)-?„(^-i)=(2/^-i;^''^*, 

et,  pour    T=:0, 

Or,  par  hypotht'se,  z,t,,{0)  =  (i\  le  polynôme  est  donc  divisible  par  x  et  par  suite  (il  est  pair) 
par  X*.  Donc  ^j^(0)  =  0.  Il  s'ensuit  que  çi^X — 1)=0  et,  par  conséquent,  le  polynôme  ifi^(x), 
déjà  divisible  par     (x-hl),     l'est  encore  par     (xH-1)-. 

En  résumé,  les  polynômes     tj.*^,  (p^2)     sont  divisibles  par    x*(xH-l)';     ils  n'ont  d'autre  terme 

de  degré  impair  que     —y—- 

Les  polynômes  cpi,,,,(p^lj  sont  divisibles  par  x(x-4- 1)  (2x-+- 1);  ils  n'ont  d'autre  trrme 
de  degré  pair  que       a- 

»î(n-hl)  , 

?2=-^-2 — -  et  ?,  =  "■ 

Ces  propriétés  des  polynômes  »p,  auxquelles  il  faut  ajouter  5^(1)^  1,  donnent  immédiatement 
les  expressions  de  S,,  Sj  : 

c  .    .       n(» -ht)  (2»  4-1) 

S,  =  ?»(")  = —^-^4 — ^• 

REMAHOt'E.  —  Pour  le  calcul  des  polynômes  tpp,  on  remarquera  que  le  polynôme  ^p  est  égal  à 
(2p  —  1)     fois  l'intégrale  terme  à  terme  du  polynôme  ift,,-i. 

On  pourra  donc  se  dispenser,  si  l'on  veut,  de  calculer  les  polynômes  ©j^  :  le  lecteur  trouvera 
facilement  la  formule  qui  permet  de  passer  de  9j,,_i  ii  »vm-  En  désignant  par  i,.  le  polynôme 


•^ 


=  rF(x)rfx,  !•=  f\p{x)dx, 

Ja  Ju 


on  a 


t.,H(^)=2/)(2;)-l).K,.,(x)-4-[l-2;,(2;)-l)f,p_,(l)]x  ;>>3. 
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ÉCOLE   DES   PONTS   ET   CHAUSSÉES 
(Cours  spéciaux  et  places  réservées  aux  sous-ingénieurs  et  conducteurs.) 


Concours  de  1913. 


Algèbre    et    Analyse. 

2191. l/n  tore  circulaire  circonscrit  à  une  sphère  de  rayon  R  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

le  plan  du  parallèle  inférieur  passe  par  le  centre  de  la  sphère;   le  diamètre  y  du  méridien  est  inférieur 

ou  égal  à  R;  le  volume  du  tore  est  égal  an  fois  le  volume  du 
segment  de  la  sphère  compris  entre  les  plans  des  parallèles 
extrêmes. 

i"  Former  l'équation  qui  donne  la  distance  x  du  centre  du 
méridien  du  tore  à  l'axe; 

2°  Discuter  le  problème  sur  cette  équation; 
3°  Prenant  R  égala    l'unité  et  faisant     n=^kT:,     quelles 
sont  les  valeurs  commensurables  de  y  qui  rendent  x  et  k  commensurables?  Choisir  un  exemple. 

4°  Parmi  ces  valeurs  commensurables  de  y,  il  en  est  une 

on 

pour  laquelle  k  prend  la  valeur  ^  ;  écrire  l'équation  en  x 

correspondante  {avec  R=l);  calculer  x,  en  déduire  y  et 
constater  que  la  valeur  ainsi  déterminée  pour  y  rentre  bien 
parmi  les  valeurs  de  y  obtenues  au  3". 

1.   D'après  le  théorème  de  Guldin,  le  volume  du  tore 

- — ^-     celui  du  segment  sphérique  envisagé 


.y 


est  égal  à  TT  CA" .  27rCi,     ou  à     t:^.  2:: a^,  ou  encore  à        ^ 
est    -^(3R^  —  y^).     On  a  donc  la  première  équation 

|%y2  =  n^(3R2-y^ 


ou 


(1)  37ra?j/  =  2n(3R2— 1/2). 

D'autre  pari,  la  droite  CO  qui  joint  les  centres  des  deux  cercles  passe  par  le  point  de  contact  M,  et 
le  triangle  rectangle  AOC  nous  donne    ÔC^  =: OÂ^ H- XC^     ou     f|-hR|  =a7'*H-'^,     ou  encore 

(2)  a?-^  =  Rt/  +  R2. 

Les  équations  (1)  et  (2)  permettent  de  calculer  x  et  y;  les  valeurs  obtenues  seront  solutions  du  pro- 
blème si  elles  sont  réelles,  positives  et  si  l'on  a  y  <  R. 
De  l'équation  (2)  nous  tirons 

(3)  î/  =  ^'' 

et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (1)  nous  avons 

(4)  f{x)  =  2na?*  +  37r  Rx^  —  4nR2a^2  _  3^  j^Sj,  _  4„ri  _  q. 

Le  système  (3),  (4)  est  équivalent  au  système  (i),  (2). 
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2.  L'équation  (4)  présente  une  variation  ;  donc,  elle  admet  une  seule  racine  positive,  x^.  A  celte 

j-i  {{t 

valeur  correspond  une  valeur  de  y,  y,  =  -î-j^ — ,  et  pour  que  »/,  soit  positif  et  inférieur  à  R,  il  faut 
qu'on  ait     j-,  >  R     et     r,  <  R  ^2. 

Donc,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  la  racine  positive  de  (4)  soit 
comprise  entre  R  et     R  ^  -J,     et  pour  cela  que  /"(Rj  et    /(R  s  î)     soient  de  signes  contraires. 

Nous  avons    /•(R)  =  _6/jR\     résultat  négatif  ;     /"(Il  v2)=  UMS::  yS  —  4n).     Pour  que  le  problème 

soit  possible,  il  faut  qu'on  ait  Szv'â  — 4;j>0,  ou  »  < -"4^  •  Si  celte  condition  est  remplie,  le 
problème  admet  une  seule  solution. 

3.  Pour    Rz=l     et     n  =  kn,     le  système  (3),  (4)  devient 

(6)  2A-a7*  -h  3x»  —  Akx'  —  3x  —  Ak  =  0, 
et  de  celle-ci  on  tire 

/"jv  , 3j(1  — 3^)      3j7 

^  '  ''  —  2  (X*  —  2x»  —  2)  —  2  (3  —  y*)  * 

On  en  conclut  que  si  x  et  y  sont  commensurables,  k  est  aussi  commensurable. 
Par  suite,  les  valeurs  de  y  qui  rendent  x  et  A-  commensurables  sont  données  par  la  formule 

y=x'—  1, 
où  Z'o»  donne  à  x  une  valeur  comnienaurahle  arbitraire  roinprise  entre  1  et  yj^. 

Par  exemple,  prenons     i  =  "^\     nous  en  lirons    t/  =  L  — 1  =  ^,     puis,  par  la  formule  (7), 

5     0^ 
^^_gg!^    _  4'16       _90 

229* 


^'^-^■)-.[3-(«or' 


4.  Si  dans  l'équation  (d)  nous  remplaçons  /.  par   '*_ ,  cette  é<iuation  devient 

42ar*  -f-  97a:'  —  H4a-  —  97j:  —  84  =  0 ; 
elle  doit  admetlre  une  racine  positive  commensurable.   Kn  appli(iiiant  la  méthode  habituelle  pour 

calculer  les  racines  commensurables,  on  trouvera  que  l'équation  admet  la  racine    j-=  .*.     et  la  valeur 

n 
de  y  correspondante  est  „. 

G.  LACIl,  à  Douai,  cl  A.  ROUSSEAU  à  Kourues-en-Weppes. 
Bonne  solution  par  M.  BKAirruÈRK.  ron.lucleur  des  ponts  et  chaussées,  à  Montdoublean  (Loir-et-Clicf). 


2192.  —  Soient  t> 


uis  axes  nxtntiguldircs  Ux,  Ui/,  ();  et  le  point  A  de  U;  qui  n  pour  cote  -r-  1.  ^^'wr 
0.\  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  (C)  dans  le  plan  j/0:.  Soit 
d'autre  part  D  In  premii^re  bissectrice  de  Vamjle  ;0x. 

1°  On  prend  un  point  P  sur  (C)  tel  que  l'angle  de  OP  avec  Oy  soit 
f'gal  à  9.  On  le  joint  au  point  Q  de  D  i/ui  a  même  cote.  On  obtient  une 
droite  A  dont  on  demande  les  (équations.  Trouver  l'équation  de  la  sur- 
face (S)  qu'elle  engendre  quand  P  décrit  (C). 

2°  On  oriente  A  de  P  vers  Q.  Désignant  par  M  un  point  quelconque 
de  A,  on  pose  PSr=p.  Calculer  les  coordonnées  du  point  M  en  fonc- 
tion de  p  et  f. 
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3°  Ligne  de  striction  de  (S)  et  paramèire  de  distribution  relatif  à  A. 

3 

4°  Construire  la  section  de  {S)  par  le  plan     x=z^. 

5"  Le  point  M,  supposé  de  masse  1,  est  attiré  par  0  suivant  une  force  égale  à  OM.  On  l'abandonne 

de  P  sans  vitesse  initiale.  Calculer  p  en  fonction  du  temps.  Calculer  la  réaction. 

Trouver  les  positions  d'équilibre  et  Véquation  polaire  du  lieu  de  leurs  projections  sur  le  plan  xOy. 

Construire  ce  lieu. 

{Certificat  de  Mathématiques  générales,  Clermont,  juillet  1912.) 

4.  Nous  appellerons  œ  la  rotation  qui  amène  Oy  sur  OP  évaluée  positivement  dans  le  sens  habi- 
tuel («/,  z).  Nous  aurons  les  coordonnées  du  point  P  en  projetant  le  vecteur  OP  sur  les  trois  axes  de  coor- 
données et  nous  aurons  ainsi 

a;p  =  0,  t/p  =  sin©  coscp,  Zp=:sin-cù. 

Pour  avoir  celles  du  point  Q,  nous  prendrons  sur  la  droite  D,  dont  les  équations  sont  y  =  0, 
z  =  a?,     le  point  de  cote  sin^  cp  ;  nous  aurons 

a?Q  =  sin^9,  1/^  =  0,  ZQ  =  sin^9. 

Il  est  alors  facile  de  trouver  les  équations  de  la  droite  A  ;  elle  joint  les  points  P  et  Q  et,  par  suite, 

a  pour  équations 

X  —  0     y  —  sincp  cos^ z — sin^cp 

sin^ç  —  0      0  —  sincp  coscp       sin-cp  —  sin^ç' 
ou 

a?  cos cp -h  y  sin cp  —  sin^cp  coscp  =  0, 


^^^  '  Z— sin^cp^O. 

Pour  avoir  Téquation  de  la  surface  engendrée  par  A,  il  suffit  d'éliminer  cp  entre  ces  deux  équations. 

Remplaçons  d'abord  sin^cp  par  z  dans  la  première  équation,  nous  aurons  une  équation  homogène 

en  sin  q»  et  cos  ç,  qui  donne 

sincp coscp 1 . 

z  —  X         y         \j{z  —  x)--hy^ 
il  suffit  de  remplacer  sin^cp  par  sa  valeur  dans  la  deuxième  équation  pour  avoir  Téquation  de  la  surface  : 

z[{z  —  x)^-hr/]  —  {z  —  xY  =  0 

ou 

(z  — a;)2(z  — l)-hî/2-_o. 

Cette  équation  représente  une  surface  cubique  qui  admet  comme  droite  double  la  droite  D, 

y=.0,  z  —  37  =  0, 

et  qui  admet  pour  directions  asymptotiques  trois  plans  : 

le  plan  des  xy,     z  =  0,  . 

et  les  plans  imaginaires,     y-  -t-  (z  —  a?)*  =  0. 

Les  principaux  de  ces  résultats  sont  évidents  a  priori  : 

La  surface  est  en  effet  un  conoide  qui  admet  comme  axe  la  droite  D,  et  comme  courbe  directrice 
le  cercle  C,  le  plan  directeur  étant  le  plan  des  xy.  On  sait  qu'en  général  une  pareille  surface  est  du 
4«  ordre.  Mais,  quand  la  droite  D  rencontre  la  conique,  ce  qui  est  le  cas  actuel,  le  degré  s'abaisse  d'une 
unité,  parce  que  parmi  toutes  les  droites  A  il  y  a  toutes  les  droites  du  plan  xOy  passant  au  point  0,  et 
alors  dans  l'équation  générale  un  plan  se  met  en  facteur. 

2.  Nous  allons  maintenant  chercher  les  coordonnées  du  point  M  en  projetant  le  contour  OPM;  à  cet 

effet,  nous  allons  chercher  les  cosinus  directeurs  de  PQ;  les  paramètres  directeurs  sont,  comme  nous 

l'avons  vu, 

sin*cp,  — sincpcoso,  0. 
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Eu  enlevant  le  facteur  sin;p,  nous  avons  les  cosinus  directeurs 

sinç.,  — coSv.  0; 

les  coordonnées  du  point  M  sobtiennent  en  projetant  OPM;  ce  sont  les  coordonnées  de  F,  augmentées 
des  projections  du  vecteur  c;  on  trouve  ainsi 

(   x=:  ;  sins, 
M  I  i/^sinv  cosî.  —  icos^, 
(  ;=:sin'^. 
Ce  sont  là  les  équations  paramétriques  de  la  surface  en  fonction  des  deux  paramètres  ;  et  9. 

3.  Four  trouver  le  plan  central,  la  ligne  de  striction, ...  il  est  nécessaire  d'avoir  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  de  la  droite  A.  Un  pareil  plan  contient  A,  donc  fait  partie  du  faisceau 

j  cos^-h  t/sin^  —  sin's-  cos=.-i-À(:  —  sin^s)  ^0, 

J'aurai  À  en  écrivant  que  ce  plan  contient  en  outre  une  autre  tangente  à  la  surface,  c'est-à-dire  la 
direction  d'une  autre  tangente.  Je  prends  la  courbe  p  =  C",  parmi  celles  qui  passent  au  point  M. 
Lf's  paramètres  directeurs  de  la  tangente  sont 

D^  D*  ?i 

c'est-à-dire 

pcos^,  cos23.-t- ;  sini,  sin2î,. 

Exprimons  que  le  plan  parallèle  à  l'origine  contient  ce  point;  nous  aurons 

c  cos*«  -f-  p  sin*{p  H-  sin  ^  cos2^  -h  X  sin  2i  =  0; 

d'où  on  tire  a;  le  plan  a  donc  pour  équation 

sin2^(xcos9  -f-y  sins>  —  sin'^çcoscp)  —  (c-4-sin3>cos2^)  (:  —  sin-v,  =  0. 

Quand  :  varie  de     — x  à  -f-  x,     ce  plan  tf)urne  autour  de  la  droite  A. 

Le  plan  asymptote  est  le  plan  tangent  au  point  à  l'infini,  celui  qui  correspond  à  c  infini;  il  a  pour 

équation 

:  —  sin*  5^0; 

c'est  le  plan  parallèle  au  plan  des  xy. 

Ceci  était  évident  a  priori  y  parce  que,  quand  le  point  M  est  à  l'infini,  le  plan  tangent  en  ce  point 
doit  contenir  la  génératrice  à  l'infini  de  la  surface  et  nous  savons  que  c'est  la  droite  à  l'infini  du  plan 
des  xy. 

Le  plan  central  est  perpendiculaire  au  plan  asymptote;  nous  l'obtiendrons  donc  en  annulant  le 

coefficient  de  :,  ce  qui  nous  donnera 

c  =  —  sinscosS^; 

ce  point,  c'est  le  point  central,  le  lieu  de  ce  point  est  la  ligne  de  striction. 

f  x  =  —  sin'^cosSs, 
/  iy  =2sini^  cos*5, 
'  5  =sin*i. 
Cette  courbe  est  du  4' ordre,  car  en  divisant  T  et  7  par     (sin»^ -h  cos'9)«=  i,     et  en  divisant  :  par 
(sin*^-l-cos»^)=  1,     X,  y,  :  s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  de  la  tangente  et  on  aura 

—  fM  — M) 

2/ 
_    t* 
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Ce  sont  bien  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  unicursale  du  4^  ordre;  nous  allons  montrer 
qu'elle  est  située  sur  une  quadrique,  et  que,  par  suite,  c'est  une  quartique  de  Steiner,  c'est-à-dire 
l'intersection  de  la  surface  cubique  par  une  quadrique  qui  a  encore  avec  elles  deux  génératrices  com- 
munes. 

En  effet,  en  portant     sin---û  =  2     dansa;,  on  a 

xz=  —  s (1  —  2  sin^ç), 
puis, 

a;-hz(l  — 22)  =  0, 

qui  représente  bien  un  cylindre  parabolique.  Ce  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  à  l'axe  des  y;  il 
contient  en  particulier  l'axe  des  y  lui-même,  qui  est  une  génératrice  de  la  surface.  Il  a  donc  en  commun 
arec  la  surface  cette  première  droite;  mais  il  en  a  visiblement  une  autre  à  l'infini  dans  le  plan  des  .ty, 
par  conséquent,  nous  avons  établi  ce  qui  était  annoncé.  Quand  on  compte  sur  la  génératrice  les  rayons 
vecteurs  à  partir  du  point  central  I,  qu'on  oriente  les  rotations  décrites  autour  de  cette  génératrice,  et 
qu'on  appelle  V  l'angle  que  fait  le  plan  tangent  au  point  M  avec  le  point  central,  on  a 

^  étant  un  nombre  positif  de  dimension  1  et  qu'on  appelle  le  paramètre  de  distribution.  Nous  allons 
chercher  l'angle  V,  c'est-à-dira  l'angle  des  deux  plans;  le  plan  central  a  pour  équation 

X  cos  cp  -h  y  sin  -.p  —  sin^  cp  cos  cp  =  0  ; 
le  plan  tangent  a  pour  équation 

sin2cp  (arcoscp  -h  y  sincp  —  sin^cp  cos-^)  —  (?  +  sincp  cos2cp)  (z  —  sin-cp)  =  0, 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  premier  plan  sont 

cos^,  sincp,  0; 

ceux  de  la  normale  au  deuxième  plan  sont  proportionnels  à 

sin29COS9,  sin2cpsin9,  — (p-hsinç  COS29); 


par  suite, 


de  même, 


enfin, 


cosV  = 


sin  2© 


v'sin^  2cp  4-  (p  -h  sin  9  cos  2cpf 


sinV  = 


sin  3)  cos2tp 


v'sin^cp-+-(p-f-sincp  cos2cp)^ 

.   A7       p-|-sincpcos2<p 
°  sin  23) 


Or,    sincp  cos2.p  c'est  —PI,    g  c'est  PM;  le  numérateur   est  donc    IM  =  PM  — PI,    et  on  a 

IM 

sin2ci' 


lgV  =  -J^;  donc  /r  =  |sin2o|. 


3  3 

4.  Coupons  la  surface  par  le  plan    a7  =  g,    c'est-à-dire  remplaçons  x  par    g    dans  l'équation  de  la 

surface;  nous  aurons 
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c'est  la  projection,  sur  le  plan  des  j/:,  de  la  section;  c'est  la  courbe  elle-même  en  vraie  {grandeur.  Nous 

voyons  de  suite  que  c'est  une  cubique  circulaire  à  point  double,  dont  la 
direction  asymptolique  réelle  est    :  =  0    et  dont  le  point  double  est  le 

point    a/2  =  ^,    j/  =  0|. 

Si  nous  coupons  par     :  =  0     nous  n'avons  que  des  points  à  l'infini, 
donc     z^i)    est  lasymplote:  si  nous  coupons  par     z  =  l,     nous  avons 
deux  valeurs  confondues  et  nulles  de  y  :  c'est  le  sommet  de  la  courbe. 
^    Kn  nous  rappelant  la  forme  des  slrophoides  nous  pouvons  tracer  immé- 
diatement la  courbe. 

Tftules  les  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  y:  sont  des  cubiques  circu- 
laires à  point  double.  Toutes  sont  symétriques  par  rapporta  0:,  toutes  ont  leur  sommet  au  point  de 
cote     z=l     et  ont  pour  asymptote  la  droite  Oj/. 

Ceci  était  évident  géométriquement  en  vertu  des  remarques  faites  antérieurement. 
La  surface  est  une  cubique,  donc  toute  section  plane  est  aussi  une  cubique;  la  droite  D  est  une 
droite  double,  le  point  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  la  droite  D  sera  un  point  double;  enfin  les 
directions  asymptotiques  .sont  les  intersections  des  trois  plans  asymplolicfues  avec  le  plan  parallèle  au 
plan  sécant  mené  par  l'origine.  Ici  le  plan  sécant  est  .r  =  0  en  direction;  il  y  a  donc  deux  directions 
asym|»totiques  imaginaires  directions  isotropes;  quant  à  la  troisième  c'est  0»/;  donc  les  sections  par 
des  plans  parallèles  i  j/0:  sont  des  cubiques  circulaires  ii  point  double.  On  pourrait  d'ailleurs  donner 
une  démonstration  élémentaire  de  ce  fait  par  la  géométrie. 

5.  Le  point  M,  de  masse  égale  à  1,  est  astreint  à  glisser  sur  la  droite  A,  sous  l'action  d'une  force 
agissante  attractive  représentée  par  le  vecteur  MU;  les  composantes  de  cette  force  sont 

—  X,  —y,  —  z; 

Si  j'appelle  F  la  projection  de  cette  force  sur  la  droite  PQ,  évaluée  en  grandeur  et  en  signe,  les  compo- 
santes de  cette  force  sont 

Fsin^,  — Fcos^,  0. 

Enfin  les  composantes  de  la  réaction  de  la  droite  sont 

\  Y  / 

cl  elles  vérifient  la  condition  d'orthogonalité  avec  la  droite  A; 

X  si  n  5  —  Y  cos  ;.  ^  0. 

On  en  déduit 

i  X  =  À  cos^, 

l  Y=X8in5. 

Alor.'^,  en  n. i     .it  que  la  force  MO  est  la    résultante  de  ces  deux  dernières,  nous  avons  les  trois 

équations 

—  X  =       F  si  n  ^  -H  X  cos  :j., 

—  y  =  —  F  cosîp  -h  X  sin  ^, 

—  :=      Z. 

La  dernière  donne  Z,  elle  n'intervient  pas  autrement.  Les  deux  premières  donnent  F  : 

F^  7  cos 5  — xsins  ^  —  p  -4-  sin 9  cos* 9. 


Or  F  est  le  produit  de  la  masse  par  l'accélération 
I  équatinn  dilTérenliellc 


donc  nous  aurons  :  en  résolvant 
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La  solution  de  l'équation  sans  second  membre  est  classique,  c'est  p=Acosf -f- B  sin^;  d'autre 
part,     p=:  sincp  cos^cp     est  évidemment  solution  de  l'équation  complète;  la  solution  générale  est  donc 

p  =  A  cos f  H- B  sin  i  H- sin cp  cos^ç. 

Il  reste  à  tenir  compte  des  circonstances  initiales  du  mouvement,  c'est-à-dire  de  ce  qu'à  l'origine 
des  temps  le  point  M  est  en  P  et  que  la  vitesse  initiale  est  nulle. 

La  première  condition  donne     A=  —  sintpcos^cp;     la  deuxième  donne    B  =  0. 

Par  suite,  p  =  sincp  cos*cp(l  —  cos^). 

Telle  est  la  loi  du  mouvement. 

Pour  avoir  la  réaction,  il  faut  calculer  X  et  Z. 

Or  X   est  donné  par   les  deux  premières  équations,  il  sufiit   de  les  multiplier  par  cos-j»,  sincp,  et 

ajouter;  on  trouve  ainsi 

X  =  —  o-coscp  —  ysin(i>  =  —  sin^cpcoscp. 

Nous  voyons  donc  que  les  composantes  de  la  réaction  sont 

—  sin-cp  cos^cp, 

—  sin^cp  coscp, 

—  sin-^. 

Elles  sont  indépendantes  de  la  position  du  point  mobile  sur  la  droite,  elles  sont  indépendantes  du 
temps. 

Pour  avoir  la  position  d'équilibre,  il  suffit  de  trouver  le  point  pour  lequel  la  force  de  traction  F 

est  nulle. 

Ce  point  est  celui  dont  le  p  est  sincp  cos^cp,  donc  ses  coordonnées  sont 

a;  =  sin^cp  cos^cp, 
7/  =  sin^cp  coscp, 
z  =sin-c&. 

Cette  courbe  est  encore  une  quartique  de  Sleiner,  elle  est  à  l'intersection  du  cylindre  parabolique 

x  =  z{i  —  z) 
avec  la  surface  cubique 

y^  =  xz^. 

Nous  avons  à  trouver  l'équation  polaire  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy,  puis  à 
construire  cette  courbe.  Nous  remarquons  que  les  deux  valeurs  de  a?  et  de  y  peuvent  s'écrire 

a;  =  coscp.  sin^cp  coscp, 

y  =  sin  cp .  sin^  cp  cos  cp, 
et,  en  posant  p  =  sin^cp  coscp, 

puis  o  =  oi, 

l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  courbe  est  immédiate  :     p  =  sin-  w  cos  w. 

On  fera  varier  w  dans  un  intervalle  d'étendue  Su.  Or  si  on  change  o>  en — w,  p  ne  change  pas, 
donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire  et,  en  prenant  comme 
intervalle  total  (—  tt,  -f-  t:),  on  peut  supprimer  la  première  moitié  et  faire  varier  oj 
de  0  à  TT. 

Le  changement  de  to  en    7:  — w,     change  p  en     —  p;     on  retrouve  donc  la 

symétrie  par  rapport  à  l'axe  polaire,  et  on  fera  varier  w  seulement  de  0  à  ^' 
Pour    o)=0,  p=0;     il  devient  positif  et  croit  d'abord;  pour    «  =  2,     il  rede- 
vient nul,  p  passe  donc  par  un  maximum  qu'on  obtiendra  immédiatement  en  prenant  la  dérivée.  Nous 
aurons  pour  la  courbe  la  forme  ci-contre. 
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Remarque  I.  —  Il  serait  intéressant  de  trouver  le  maximum  de  x,  cest-à-dire  la  tangente  double. 

l'our  cela  on  forme     scoS(.>  =  sin2(.>cos*oj  =  ^!iL:^,  et  on  voil  que  le  maximum  de.r  a  lieu  pour    ^  =  \' 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  de  l'équilibre,  l'angle  UMP  est  droit;  il  a  un  de  ses  côtés  parallèle  au 
plan  xOij;  par  conséquent  il  se  projette  sur  ce  plan  suivant  un  angle  droit.  Donc  la  rourbe  cherchée 
est  lapodaire  de  l'origine  par  rapport  à  l'enveloppe  des  projections  horizontales  de  la  droite  A.  Mais 
l'enveloppe  des  projections  horizontales  de  la  droite  A.  c'est  le  conteur  apparent  horizontal  de  la  sur- 
face; il  est  donc  l'antipodairede  la  courbe  actuelle.  D'autre  part,  le  plan  central  est  le  plan  qui  projette 
verticalement  la  droite  A;  donc  le  contour  apparent  horizontal  coïncide  avec  la  projection  horizontale 
de  la  ligne  de  striction  de  la  surface,  que  nous  avons  déjà  trouvée. 
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ÉCOLE  I»0LYTECHN10UE  (suile). 


9933.  —  Déterminer  p  de  fai.on  que  l'expression 

(,+cos>JL+eos^|;;+...4-cos«(«-„-;)l 
ail  une  limite  finie  pour  n  infini. 

9934.  -  Limite  de    AL[(.i  -  a)»  +  p2]  +  A'L[(t- a')» -}- pî] -f  A'L[(j  -  a')»  +  p"i]    pour  x  infini. 

9935.  —  Limite  de     ,-■ r—^ r Ld  +  tgj)    pour    .r  =  -. 

9936.  Limite  (le     V2.i-  —  r^  —  y/r  ^_j 

log.lg(^  +  -n 

9937.  —  Limite  (Ir     ^1 ii     pour     r  =  0. 

9938.  —  Limite  de     — pour    r=z\,    de     — i-4._i—     pour    j-=-. 

z 

9939.  —  Trouver  la  limite  du  produit 

qimtul  m  croit  indi  linimenl  par  valeurs  cnlièrcâ  et  positives. 

9940.  —  Trouver  la  limite  de    .iL [ -  "^    j      pour    j  —  0    cl  pour  x  infini. 

9941.  —  Trouver  la  limite  de 

i (l»  slnî^  2«  sin  ^J' +...(„_„,, in  (JLIZJLL") 


<i -I 


I  I 


(|nnnd  ;i  augmente  indéfiniment. 

9942.  -  Montrer  que  le  produit    (l  -fi)'  Ji  4.!)*  ...  (l  +  1)"     a  une  limue  unie  l'oiir  u  inlini 

9943.  -  Limite  <l«'     (1  —  sin.i)e'Ki^     pour    •»•  =  ■;■ 
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9944.  —  Trouver  la  limite  de 


+  ...+     ' 


,       b  —  a 
ou  n.=  — - — ) 


y^s  4-1       Vn^  +  2  \n^  +  2n 

quand  n  grandit  indéfiniment. 

9945.  -  Limite  de     ^^e^^x  sinbx  -  e'^^  sina.z)     P°"'    ^-^• 

9946.  —  Déterminer  p  de  faron  que  l'expression 

Ll-\-L2-\-L3+  ...  +Ln 
nPLn 
ait  une  limite  pour  n  infini. 

9947.  —  Montrer  que 

n     r^ 

f(a)  +  f(a  +  h)+...+  f[a  +  (n  -  \)h]  —^zTa  j„  Z'^^)'^^' 
a  pour  limite    —  ^[f'{b)  —  f{a)]    pour  n  infini. 

1/'  _L  2^'  4-  3''  4-  . . .  +  n''  .    ^    . 

9948.  —  Trouver  la  limite  de         ^      ^  ^,^ — —     pour  n  infini. 

9949  —  L'exoression     (■^' —  ?y) <^^-^- +  (■^  +  yXv     est-elle  une  différentielle  totale?  Transformer  en  polaires.  Donner 
"  ,r2  -|-  y^ 

la  fonction  qui  admet  celle  expression  pour  difi'érentielle  totale.  Revenir  aux  rectilignes. 

9950.  —  L'expression    [x -\-y —  ~  +  ~^dx-\-(x  ^y —  ^--^  ^dy    est-elle  une  difTérentielle  totale  exacte?  Con- 
struire la  courbe  intégrale.  Points  doubles. 

9951.  —  Discuter  les  racines  des  équations 

l+f  +  |!  +  |!+...+^  =  0,  >^x{x-i)  +  yjx{x-^i)  =  a,  x3-(l  +  a)a:2  +  (2a-l)x+l-a  =  0, 

a;  — a=  V-ï*  — 4ax3,  2x2 -f  ax  —  SxLxS  —  4  =  0,  sin  3a; -f  a  sin  a,- +  1  =  0, 

^4  4-  2px^  -f  2a;  -f  p  =  0,  ct^  +  6^  =  c^. 

9952.  —  Calculer  les  racines  réelles  de  l'équation    (x  -f  Ip  —  o-^"  —  2j-  —  i  =  0. 

9953.  —  Résoudre  le  système    a-3  =:  Ix  -f  3y,  î/3  =  7y  -f  Sx. 

9954.  —  Si   une    équation   algébrique  et  entière    1\x)  =  0    a  toutes  ses   racines  réelles  et  distinctes,  l'équation 
f{x)  —  af\x)  =  0    a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes,  quel  que  soit  a. 

9955.  —  Discuter  les  racines  de  l'équation 

sin3^  -\-  X  sin^-j-y  =  0 
suivant  la  position  du  point  (x,  y)  dans  le  plan. 

9956.  —  Conditions  pour  qu'une   équation  du  quatrième  degré  ait  ses  racines  en  progression  arithmétique.  Ces 
conditions  étant  remplies,  résoudre  l'équation. 

9957.  —  Conditions  pour  qu'une  équation  complète  du  quatrième  degré  ait  une  racine  triple. 

9958.  —  Conditions  pour  que  l'équation    x^  +  aa;^  +  6a;*  +  c  =  0    ait  une  racine  triple. 

9959.  —  Déterminer  X,  p.,  v  de  façon  que  l'équation    a-s  +  ix'*  +  l.v^  +  ix.r2  _j_  gj.  +  ,,  =  o    ait  une  racine  double  cl 
une  racine  triple. 

9960.  —  On  suppose  que  les  deux  équations    Aq^»  +  A^xn-i  -f  . . .  +  A„  =  0    et   [{.<■)  =  0  ont  leurs  racines  réelles 
et  distinctes.  Démontrer  que  l'équation    Aof{x)  +  A,/"(.r)  +  . . .  -f  A„A'0(a;)  =  0    a  aussi  ses  racines  réelles  et  distinctes. 

9961 .  —  Pour  quelle  valeur  de  >,  l'équalion    3j;*  —  8^-3  —  6x2  4.  24x  +  /,  =  0    a-t-elle  quatre  racines  réelles? 

9962.  —  Condition  pour  que  l'équation    a;3  —  ixt/l  +  a.-^  =  0    ait  une  seule  racine  comprise  entre    —  1  et  +  i. 

9963.  —  Déterminer  l  de  façon  que  l'équation    a;*  -f  a;'  +  a;*  —  a;  +  X  =  0    ait  une  racine  imaginaire  de  module  2. 

9964.  —  Déterminer  X  de  façon  que  l'équation    x^  —  2x*  +  Ix  +  1=0    ait  une  racine  double. 

9965.  —  Calculer  les  intégrales  : 

/•       dx  /'+»  dx  p{x-\-l)dx  r ^f ^ 

J(T2  +  a2)2'  J_x    x*+j;2-f  1'  JT^â^Ds''  J  (i4-.r)  v'i  —  ..— .1-2' 

r  dx  1^'  dx  /'V'r=^2^^.^  /-»  dx 

J  1  +  a-2  +  y/l  —  x2 '  J  0  1  _  x2  +  a  sli  —  x"-'  J   l+a'S       '  J- 


»     V^(a;2  +  2x -f  2)3 
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Ifxv/l+xS  J  l^x*  +  \l+j:  +  xi 


f  "^'^      — .  r  dx  ç  dx  r  dx 

J_,   x  +  Vl-x+NTTi  J       ni  +  O         •  Ja    S(z-a)(6-.,)  <''<*^"  Jv"^ 


rfx 


A-r*  —  1  -H  ^y^  /^  1  +  cos.r  ^^  r  __sinj_cos£jU  /H     çosq,  sin»h)      . 

Jvx*-!  — 1  Jo    l  +  co8«x      '  ./  I'>in3.'  +co8*j-)'  .^'o    C08-a.  +  sin5w    '^' 

fcosxcos2j-co»ixJj,  r        d.'  ç  dx  Çt-      dx 

/ 1"^    —  .  Tar»  cos'  X  dx.  f dx 

J  cosxNco8»T  +  2sin»x  J  .'  cosx  \cos*x  -  3  cos  r  sin.r  +  2  sin«x 

J  V'cosx+c08  2x'  j  .-T^^ÏTfpf^^'  j  ^"^  se^  +  t^+Ulx. 

9966    -  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a  et  b  pour  (pi..  linltKrale      y"i:!lZZ£li£ZL*i jj-    soit  ralionnelle? 

9967.  ~  Montrer  que 

r*.  1  +  AsinO     ^/O  .    , 

/     ^  ï 1   i^i  •  ~7.  =  ":  arc  sin  A. 

9968.  -  On  pose     1'^  =    Ain"./  sin/irrfx.     Ilelatinn  entre   I^    et   i;;_,. 

9969.  —  On  considère  l'intégrale    \(p,  q)=    \    xP(1  —x)tdx,    p  ei  q  étant  des  nombres  pasitifs.  Établir  la  formule 

J  0 
l'Hf>—Kq)  =  ql(p,'{  —  l).    Appliquer  au  calrul  de  1(2,  g). 

9970.  —  On  donne  une  ellipse  et  on  considère  l'un  des  foyers  F;  on  joint  le  point  F  à  un  point  quelconque  de  la 

courbe.  Calculer:  1"  la  valeur  moyenne  de     -i-     en  prenant  pour  variable  l'angle  de  FM  avec  le  grand  axe;  2*  la  valeur 

FM 
moyenne  de   FM  en  prenant  pour  variable  l'abscisse  du  point  M. 

®®  '  *•  ~  Moment  d'inertie  d'un  disque  elliptitjut'  par  rapport  a  l'un  de  ses  axes,  ou  à  l'une  des  tangentes  au  sommet 

9972.  —  On  considi-re  l'aire  limitée  par  la  court)e    j/  =  3inx,    l'axe  des  x  entre  les  points  d'abscisses  léro  et  ;:. 
Trouver  le  moment  d'inertie  de  cette  aire  par  rapport  à  Ox. 

9973.  —  .Moment  d'inertie  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  un  diamètre  de  la  section  moyenne. 

^^"i^^-  —  On  donne  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre     ^^(a*  +  b*).    trouver  le  moment 
d'inertie  du  volume    jjj  -f  '^^  +  ^,  j'^t,^  =  1     par  rapport  k  0:. 

9976.        Moment  d'inertie  de  la  lemniscate  par  rapport  au  point  double. 

9976.  —  Trouver  le  moment  d'inertie  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  un  diamètre  de  sa  base. 

9977.  —  Moment  d'inertie  d'un  paralléii-pipèilc  par  rapport  à  une  arête. 

9978.  —  .Moment  d'inertie  d'un  bâton  par  ran>ort  à  un  jwint. 

9979.  —  Moment  d'inertie  d'une  plaque  circulaire  homogène  par  rapport  à  un  diamètre. 

9980.  —  Calculer  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  par  rapport  a  une  droite  passant  par  un  sommet  et  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  courbe. 

9981.  —  Moment  d'inertie  d'un  cAni- de  révolution  par  rapport  À  son  axe. 

9982.  .Moment  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe. 

11.  —  Trigonométrie. 

9983.  —  .Montrer  que  les  deux  fonrllons  lg3x  et 

tgx-f  lg(x-f  J)  +  lg(x4-y)• 
sollt  nulles  et  infinies  en  mi^me  temps.  Chacune  d'elles  se  représente  par  une  fraction  rationnelle  en  Igx.  Qu'en  résulte- 
t-il  pour  ces  deux  fractions  î 
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9984.  —  Résoudre  l'équalion     s\nx  -]-  m  cosx  =:2m.    Discuter. 

9985.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

.a       b        c  ,     .    b        c        a   ,     .    c        a        b  ,     .    a    .    h    .    c       , 
sin^^  cos.jCOSn  +  sirig  cos^  cos^-\-  sin^  cos^cos^  4"  ^^"2  ^'"ô  ^'"ô  —  *> 

•en  supposant    a-\-b-\- c  =  -n. 

9986.  —  On   donne  une  équation  du    troisième   degré  dont  les  racines   sont  les  trois  côtés  d'un  triangle.  Former 
l'équation  qui  admet  comme  racines    cosA,  cosB,  cosC. 

9987.  —  On  donne  dans  un  triangle  la  relation 

sin  A  sinR  sin  G 1 

(sinB  +  sinCj  (sinC  -{-  sinA)  (sinA  +  sinB)      8* 

Trouver  la  forme  nécessaire  de  ce  triangle. 

III.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

9988.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  suivantes  en  coordonnées  rectilignes  : 

y*  — j;*  =  a2(4y2_,jxî),  a;3y3  4- a,2(/ +  i  =  0,  x3  +  ?/3_3^y-)_a  =  0.  aji  +  î/^^ax^f/S  (aire), 

xy  {x  —  2)  (y  —  2j  =  1,  a;*  —  a;2y  _  yi  =  0,  x^  —  xy2  -f  «2^  —  q^  j-7  _|_  x^y^  —  6»/  =  0, 

3a;2_(_3y2  =  i2-|-aa;3,  y^  =  a^Lx^  —  x2,  (x^ -\- y^-)^  =  a^^x^- +  bhj^  (giire),  2.Z-5  —  5a;y2  +  j/S  =  0, 

"■   3  _         3  _  [ 

xiy2 —xy{x -{- y) -\- x^ —  y  "^z^O,  '\jx—\Jy  =  i,  sin.r  +  4  cos^y  —  4  cosy  +  l  =  0,  6>/2  =  6x2  — -— Sar^, 

(      _     <- 
207(2/ -3)2  =  32/ (X- 1)2,  {x  +  yr-ix-y)-2x{x  +  y)  +  y  =  0,  )  ^  +  * 

9989.  —  Construire  la  courbe    y  =  a;2  —  2x  —  1.    En  déduire  la  forme  de  la  courbe    y  =  {x^ —  dr  —  {)^. 

9990.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  en  coordonnées  polaires  : 

0          2       ,         ^                          ,,                      o    X                    cosw  +  siuM                        sin(o  +  2coS(o 
-= hcos2a),  p  =  a(2cosw  —  cos2w),  P=rrr ^-  — ,  p  =  a —ttô ' 

a         COSW     '  '  r  ^  /i  r         COSW  —  SIU  O)  "^  C0S2(O 

„  V'6  sin^w  ,      .  (  a  (a 

p  =  2cosw ,  p= (arc),  \   p  =  — — -75  >   P  =  rTT7' 

"^  M  '^       cosco   ^       "  ^   '^       cost  ^   ^       cos< 

^°®2  {  <x>  =  lgt  —  t,  (  u>  =  cost  —  t. 

9991.  —  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  0,  et  on  considère  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  OBC,  OCA,j 
OAB;  soient  a,  p,  y  les  centres  de  ces  cercles.  Démontrer  que  les  droites  Aa,  Bp,  Cy  sont  concourantes,  çi^ 

9992.  —  Lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  isocèle  dont  l'un  des  côtés  égaux  est  donné  en 
grandeur  et  en  position. 

9993.  —  Construire  la  courbe    y  =  '-J±l     sachant  que    f{x)  =  x(x  —  {)'^{x  —  2Y.    Calculer  l'aire  comprise  entre 

la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  ordonnées     ,c  =  3     et     a.  =  4.     Calculer  le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
autour  de  Ox. 

9994.  —  On  suppose  que  l'équation  ax^  +  ^V"  +  2hxy  +  2qx  -\-  2fy  -|-  c  =  0  représente  deux  droites,  et  on  demande 
de  trouver  l'équation  du  cercle  passant  par  l'origine  et  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les 
deux  droites. 

9995.  —  Calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe    («2  _j- x2)y2  —  4aV  +  a.*  =  8a*-. 

9996.  —  Conditions  pour  que  la  droite     mx -|- i^y  +  w  =  0     passe  par  le  centre  de  la  conique 


it^''TCVc^.'^;"'"+^+^'    '-"^'+^ 
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Concours  spécial  de  1919. 

Mathématiques,  P^  composition. 


2315.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  de  longueurs  2a,  26,  et  les  tangentes  aux  quatre 
sommets.  Sur  cette  ellipse,  on  prend  un  point  M,  de  coordonnées  x^acoso,  y^=bs\n'-f,  et  l'on  mène  la 
tangente  en  ce  point.  On  trace  le  cercle  G  qui  a  pour  diamètre  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les 


Y 
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tangentes  aux  soinrnels  du  gramJ  axe  et  li;  cercle  C  i^ui  a  pour  diamètre  la  partie  de  la  même  tangente  qui  est 
comprise  entre  les  tangentes  aux  sommets  du  petit  axe. 

i"^  Former,  en  fonction  du  paramètre  9,  les  équations  des  cercles  C  et  C.  Quelles  remarques  peut-on  faire 
au  sujet  des  deux  familles  de  cercles  C  et  C  et  de  leur  axe  radical? 

2'  Calculer,  en  fonction  de  z,,  les  coordonnées  des  points  d'intersection  D  et  D'  des  deux  cercles  C  et  C. 

3"*  Trouver,  lorsque  M  d<'-crit  l'ellipse,  le  lieu  du  point  I'  qui  divise  le  segment  DU'  dans  un  rapport  donné  m. 

i"  Enveloppe  des  courbes  ainsi  trouvées  pour  les  diverses  valeurs  de  m.  Discuter  la  réalilé  des  points  de 

contact  de  ces  courbes  avec  leur  enveloppe;  distinguer  les  divers  cas  de  ligure. 

[Durée  :  4  h.) 

Mathémntitjucs,  i"  composition. 

2316.  —  On  donne  l'équation  en  l 

;E)  (fc  _aO(H-fî)-l=0. 

1°  Déterminer  les  coefficients  a  et  t  de  manière  que  cette  équation  admette  une  racine  double  donnée  6. 

2"  Considérant  les  expressions  ainsi  trouvées  pour  a  et  6  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  M, 
construire  le  lieu  (C)  des  positions  que  prend  le  point  M  quand  on  fait  varier  la  racine  double  donnée  0. 

l.es  coefficients  a  et  6  étant  supposés  quelconciues,  quelle  est  la  signification  géométrique  de  l'équation  (E) 
r.îlalivement  à  la  courbe  (C)  et  au  point  P  de  coordonnées  a  et  6? 

.3°  Dans  l'équation  (Ej,  on  donne  kb\a.  valeur  [.  et  on  laisse  a  quelconque;  discuter,  suivant  la  valeur  de  a, 

o 

la  réalité  des  racines  île  l'équation  (E). 

Contrôler  les  résultats  de  la  discussion  algébri<|ue  en  utilisant  la  signification  géométrique  de  l'équation  (E). 

4°  La  tangente  à  la  courbe  (C;,  de  coefficient  angulaire  m  =  tgi,  rencontre  cette  cotU'be  en  deux  points 
M,  et  M.^  autres  que  le  point  de  contact  M„.  Calculer,  en  fonction  de  1,  la  longueur  de  J'aie  M,M(,M.  compris,  sur 

la  courbe  C,  entre  les  points  M,  et  M^.  On  supposera  —  0  ^  '  ^  7* 

[Durée  :  i  h.) 
Épure. 

2317.  —  Par  un  point  0,  situé  à  3""  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection  et  à  9»""  en  avant  du  plan 
vertical,  passe  une  droite  de  front  A,  qui  fait  un  aiiule  de  45°  avec  la  verticale  el  va  en  descendant  de  gauclke  i 
droite.  L'ne  droite  de  front  V  fait  un  angle  de  3U"  avec  A.  I.a  perpendiculaire  commune  aux  droites  1'  et  A  passe 
|)ar  le  point  0  et  a  pour  longueur  H""'".  I.a  droite  r,  en  tournant  autour  de  A,  engendre  un  byperboloide  U. 

Par  le  point  0,  on  élève  h  A,  dans  le  plan  de  front,  une  perpendiculaire  OS  de  longueur  égale  à  3"",  au- 
dessous  de  0. 

Une  droite  passant  par  S  et  faisant  un  angle  de  30"  avec  SO  engendre  un  ciine  C  en  tournant  autour  de  SO. 

On  limite  riiyperboloïde  H  par  le  plan  horizontal  de  projection  et  par  un  plan  de  profil  situé  à  3'"'"  à  gaucho 
<lu  point  0.  Heprésenter  ce  qui  reste  de  ce  solide  lorstju'nn  enlève  la  |)artie  intérieure  au  cône  C. 

Ligne  de  terre  sur  le  petit  axe  de  la  feuille.  Ligne  de  rappel  du  point  0  à  6""  à  gauche  du  grand  axe. 

(Durée  :  4  A.) 

Physique. 

I.  —  Quantité  de  chaleur;  calorie.  —  Mesure  des  quantités  de  chaleur  par  le  calorimètre  à  glace  de  Bunsen. 

II.  —  2318.  La  lunelte  d'un  goniomètre  ayant  été  pointée  sur  son  collimateur  K,  on  la  déplace,  dans  le 
sens  positif,  d'un  angle  <-gal  à  l'angle  A  d'un  prisme  donné  .\RC:  la  lunette  est  ainsi  amenée  dans  la  position  L. 

Le  prisme  est  alors  |)lacé  .sur  la  plate-forme  dans  une  position  AHC  telle  que  le  rayon 
VA'Vt  entre  par  la  face  AU,  se  réilécliisse  sur  \\C.  et  sorte  par  la  face  CA;  puis  on  tourne 
la  plate-forme  An  prisme  jusqu'à  ce  que  l'image  de  la  fent»'  du  collimateur,  éclairée  par 
une  lumière  monochromati(]ue.  se  fiisse  sur  le  réticule. 

i"  Comment  déterminer  expérimentalement  l'angle  d'incidence  i  du  rayon  sur  la 
face  Air? 

2"    l^lant    donnés    le.>^   angles    B   -  74",    C  —  32".    i  =^  35",     calculer   l'indice   de 
réfraction  n  du  jirisme  pour  la  radiation  achromali<jue  envisagée. 

3"  Quel  serait  l'aspect  du  pliénomène  si  l'on  remplaçait  la  lumière  monochroma- 
tique par  de  la  lumière  blanch**? 
4"  CoiiiiiHiil  ^f  déplace  limage  monochromatique  de  la  fente  quand  on  touriir  la  plate-forme  du  pri.sme  à 
partir  de  la  position  actuelle,  daus  ic  sens  posiLil".  puis  Jaus  le  S4>qs  négatif.' 
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5''  Entre  quelles  limites  de  l'indice  a  l'expérience  peut-elle  utiliser  la  forme  du  prisme  donné,  avec  les  valeurs 
données  des  angles?  Quelle  influence  exerce  une  diminution  de  B  —  G  sur  ces  limites  et  sur  la  précision  des 
mesures?  Que  devient  l'expérience  quand    B  —  G    devient  nulle? 

{Durée  :  3  h.) 


Concours  de  1916. 

Mathématiques,  i'"^  composition. 
2319.  —  \°  Intégrer  l'équation  différentielle 
(E)  2x{x-i)y'-^{2x-i)y  +  l=0,  (î/'  =  ^)- 

Une  intégrale  étant  déterminée  par  la  valeur  qu'elle  prend  pour  une  valeur  particulière  de  x,  dans  quel 
intervalle  de  variation  de  x  cette  intégrale  demeure-t-elle  définie?  Que  devient  lintégrale  aux  limites  de  cet 
intervalle? 

2°  Faire  dans  l'équation  (E)  le  changement  de  variables 

1  H-  m)2  2iiv    . 


^=    /.,.    >        y 


déduire  du  résultat  de  ce  calcul  une  représentation  paramétrique  des  intégrales  de  l'équation  (E).  Gette  repré- 
sentation est-elle  valable  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  a?  La  comparer  au  résultat  de  l'intégration  directe 
de  l'équation  (E). 

30  On  propose  de  satisfaire  à  l'équation  (E)  par  un  développement  de  la  forme 

où  9  (x)  et  J/(a?)  sont  deux  séries  entières  en  a;  et  où  |  a;  |  désigne  la  valeur  absolue  de  x.  Trouver  les  séries  ^{x)  et 
■^x).  Dans  quel  intervalle  le  nouveau  mode  de  représentation  des  intégrales  ainsi  obtenu  est-il  valable?  Le 
comparer  au  résultat  de  l'intégration  directe. 

4°  Forme  de  la  courbe  ,  y:^(f[x).     Forme  des  diverses  courbes  intégrales. 

[Durée  :  i  h.) 

Mathématiques,  2^  composition. 

2320.  —  Un  plan  vertical  est  rapporté  à  deux  axes  Ox,  Oy;  l'axe  Ox  est  horizontal  ;  Oy  est  vertical  et  dirigé 
vers  le  haut.  Dans  ce  plan  se  trouve  la  trajectoire  d'un  point  de  masse  unité,  libre,  pesant  et  subissant  de  la 
part  de  l'air  une  résistance  R  tangente  à  la  trajectoire.  Les  unités  choisies  étant  la  seconde  de  temps  et  le  mètre, 
la  trajectoire  a  pour  équation 

(1)  y^ax  —  Sx^  —  x^  (a>0). 

Le  projectile  part  de  l'origine  0  sur  l'arc  OFM  situé  dans  l'angle  des  coordonnées  positives;  il  monte  au 
point  le  plus  haut  F  et  retombe  ensuite  sur  Ox  en  son  point  de  chute  M. 

1'^  Galculer,  en  fonction  de  a,  le  coefficient  angulaire  m  de  la  trajectoire  au  point  de  chute  M  et  la  flèche  f, 
ordonnée  du  point  F. 

2°  Exprimer,  en  fonction  du  temps  t,  l'abscisse  x  du  mobile  et  calculer  le  temps  T  qu'il  met  à  parcourir 
lare  OFM.  Déterminer,  en  fonction  de  x,  la  composante  X  suivant  0*'  de  la  résistance  R. 

'.\'>  Évaluer  le  travail  des  forces  agissant  sur  le  mobile  pendant  le  trajet  OFM.  Trouver  la  grandeur  Vm  de  la 
vitesse  au  point  de  chute. 

40  Calculer  Taire  balayée  par  le  vecteur  vitesse  durant  le  même  trajet. 

5°  Divers  mobiles  identiques  partent  simultanément  de  l'origine  sur  les  cubiques  qui  correspondent  aux 
différentes  valeurs  de  a.  Trouver,  à  un  instant  ultérieur  quelconque,  le  lieu  de  leurs  positions,  l'enveloppe  de 
leurs  vitesses  et  l'enveloppe  des  normales  à  leurs  trajectoires. 

Nota  :  Ce  problème  se  rattache  au  tir  du  canon  de  campagne  de  75, 

{Durée  :  4  h.) 


42 


SUJETS   DE  CONCOURS 


Épure. 

2321.  —  Un  hypeiboloïde  de  révolution  a  pour  axe  la  verticale  (0,  X'',  pour  généra- 
liice  la  droite  de  front  iD,  D'  .  On  considère  le  solide  S  limité  par  l'hyperboloïde  et  les 
deux  plans  horizontaux  P',  el  I'^- 

Un  cylindre  de  rt-volution  a  pour  axe  la  droite  (D,  D')  et  pour  génératrice  celle  des 
génératrices  de  l'hyperbolcude  qui  est  parallèle  à  (D,  D'). 

On  représentera  ce  qui  reste  du  solide  S  supposé  opaque,  quand  on  en  supprime  la 
partie  située  à  l'intéiit^ur  du  cylindre. 

On  se  conformera,  pour  la  mis».-  en  place,  aux  données  du  croquis.  Le  point  0  sera  pris 
sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  120™'"  au-dessus  du  bord  inférieur  de  celle-ci. 
■  [Durée  :  4  h.) 

Calcul. 

L'échelle  des  abscisses  horizontales  étant  1"™  pour  oOD*",  l'échelle  des  ordonnées  verticales,  l*""»  pour  O^.SO. 
si  l'on  prend  pour  unité  le  centimètre  du  dessin,  la  trajectoire  du  projectile  de  75"""  est  représentée  approxima- 
tivement par  la  formule 

1  )  y  =  ojc  —  8x*  —  a-'. 

l'origine  0  étant  au  point  de  (ié()art  du  |)rojeclile.  Au  deuxième  point  M  d'intersection  avec  Ox,  le  Koefllcienl 
angulaire  m  de  la  tangente  à  la  courbe   1)  est 

(2)  ».  =  8  v'ôTlÔ  —  2a  —  32. 

La  durée  en  secondes  du  trajet  jusqu'au  point  de  chute  M  est,  dans  le  même  système  d'unités,  donnée  par 
la  formule 

(3) 


T^ 


1 


OvV 


^  î  (ôv/a-Hltt 


3 

8)* 


—  64^, 


où  Y  est  l'accélération  de  la  pesanteur  dont  la  grandeur  est  98!  C.  G.  S. 

La  lettre  a  désignant  l'angle  de  la  trajectoire  vraie  avec  le  plan  horizontal  au  départ,  on  fait  variera  par 
degrés  de  0"  à  10'*.  Calculer,  pour  chacun  des  points  de  chute  correspondants  M,  les  éléments  suivants  : 

I"  En  mètres,  la  portée  réelle  O.M; 

2"  En  secondes,  la  duiée  T  du  trajet; 

.'<"  En  deupés.  l'angle  jji  que  fait  la  trajectoire  réelle  avec  le  plan  horizontal  en  M. 

(Durée  :  t  h.) 

Physique. 

I.  —  Exposer  la  règle  des  phases  et  les  lois  du  déplacement  de  l'équilibre  sur  l'exemple  des  changements 
d'état  de  l'eau  pure. 

IL  —  2322.  Un  rayon  de  lumière  monochromatique  SI  est  normal  à  l'axe  d'un  cjlindre  droit  en  verre 
dont  la  base  est  le  cercle  0.  Il  pénètre  dans  ce  cercle  en  I  el,  après  y  avoir  subi  deux  réflexions 
intérieures,  émerge  suivant  JS'. 

Soit  i  l'angle  d'incidence,  r  l'angle  de  réfraction,  n  l'indice  de  réfraction  du  verre. 
1"  Calculer  la  déviation  totale  D  du  rayon  lumineux. 

2    Hélerminer  la  valeur  i,„  de  i  pour  laquelle  D  prend  sa  valeur  minimum  D,„.  —  .Vpplication 
il    n  =:  1,5. 

(il).,. 


3"  Calculer 


dn 


(Juel  est  le  plus  dévié  des  rayons  rouge  et  violet? 


4"  On  suppose  que  le  rayon  soit  au  minimum  de  déviation  et  qu'il  émane  d'une  flamme  de 
sodium.  Il  est  constitué,  comme  on  sait,  de  deux  radiations  voisines.  On  donne  les  indices  de 
réfraction  n,  =  l,4'.iK85,  «^-^1,49889  de  ces  deux  radiations  pour  le  verre  considéré.  Quel 
est,  en  secondes  d'arc,  l'écarlement  angulaire  des  deux  rayons  émergents  correspondants? 

[Durée  :  3  h.) 
Chimie. 

l,  —  Oxyde  de  carbone;  préparation,  |>ropriété9,  composition. 

IL  —  2323.  On  sait  qu'en  attaquant  le  cuivre  par  l'acide  a/.otique  on  peut  obtenir,  suivant  les  conditions 
(le  température  et  suivant  le  degré  de  concentration  de  l'aride,  soit  de  l'oxyde  azotique  pur,  soit  un  mélange  de 
<  e  composé  avec  d'autres  gaz  renfermant  tous  l'azote  au  nombre  de  leurs  éléments. 
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Indiquer  un  ou  plusieurs  essais  auxquels  on  pourra  soumettre  l'oxyde  azotique  ainsi  préparé  pour  recon- 
naître sa  pureté. 

En  supposant  que  l'un  de  ces  essais  ait  permis  de  conclure  que  l'oxyde  azotique  est  mêlé  à  d'autres  gaz, 
on  demande  de  trouver  la  composition  qualitative  et  quantitative  du  mélange  au  moyen  des  constatations 
suivantes  : 

1"  Un  volume  de  ce  mélange  égal  à  100<^™^  est  introduit  dans  une  cloche  courbe  et  chaufTé  dans  cet  appareil 
avec  un  fragment  de  sulfure  de  baryum;  ce  composé  se  transforme  en  sulfate  et  le  mélange  gazeux  subit  une 
diminution  de  volume  de  25'='»3. 

2"  Un  autre  échantillon,  du  volume  initial  de  100'-™^  également,  est  agité  avec  une  solution  concentrée  de 
sulfate  ferreux  jusqu'à  ce  qu'on  n'observe  plus  de  variation  de  volume.  Le  gaz  restant  après  cette  opération  est 
introduit  dans  un  eudiomètre  avec  un  volume  d'hydrogène  égal  à  50'^">^  Le  passage  d'une  étincelle  électrique 
dans  ce  mélange  laisse  un  résidu  gazeux  constitué  par  un  mélange  de  SO'^'"^  d'azote  et  20'=™3  d'hydrogène. 

La  composition  en  volume  du  mélange  gazeux  donné  ayant  été  ainsi  déterminée,  en  déduire  la  composition 
en  poids,  sachant  que  le  poids  atomique  de  l'azote  est  14  et  celui  de  l'oxygène  16. 

Durée  :  3  h.) 


DEUXIEME   PARTIE 


ALGEBRE 


2152.  —  La  condition  pour  que  l'équation 

x* -h  Ax' -f- Bx2  H- Car -+- D  =  0 
ait,  entre  ses  quatre  racines  Xi,  Xj,  Xj,  a:^,  la  relation     Xj  -f-  X2  =  arg  -h  Xi,     est 

8G  =  4AB-A^ 
La  même  condition  exprime  que  l'équation 

x^  +  Aa?»  4-  Bx  -I-  G  =  0 
a  entre  ses  racines  la  relation    x,  -+-  Xj  =  X3. 

Ecrivons  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  : 

Xi  -)- X2  -t-  Xj  H-  X4  =  —  A, 
X1X2  -H  XjXt  H-  (xj  H-  X2)(x3  H-  X*)  =  B, 

XlX2(X3  -+■  X^)  -+■  X3X4(X,  H-  X2)   =   —  C, 

et  joignons-y  la  relation  Xi  -t-  Xa  =  X3  -+-  x^  ; 

nous  allons  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ce  système  ait  des  solutions. 
Ce  système  est  équivalent  au  suivant  : 

A 

X, -4-X2  =  X3-I-X4  = —  1 

A* 
x,Xî4-a:3X4-|-— =  B, 

â"  (af  i^Tj  -+■  0:3X4)  =  —  C, 

X|X2X3X.^   =    U 
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En  éliminant    ariX^-hx^T;     entre  la  deuxiémo  et  la  troisième  équations  de  ce  nouveau  système, 

A*         iC 

nous  obtenons  B —  = .  ou  8C  =  lAB  —  A': 

4  A 

c'est  la  condition  cherchée. 

Celte  condition  est  bien  suffisante,  car  si  elle  est  remplie,  le  système  précédent  admet  des  solutions  ; 

ona  d'abord    x,  -har2=  ^s-H^i  = —'     puis  XiX.,  et  jTjXj  sont  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 

u*-  _»-hU  =  0. 
A 

Dans  ce  calcul  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  valeur  du  terme  constant  D  ;  si  nous  le 
supposons  nul,  l'équation  devient 

X*  H-  Ax^  -f-  Bx»  -f-  Cx  =  0  ; 

elle  admet  la  racine     x^  =  0,     puis  trois  autres  racines  x,,  x,,  x,  ;  la  condition  trouvée  précédemment 
exprime  qu'entre  ces  trois  nombres  on  a  la  relation 

On  peut  d'ailleurs  obtenir  ce  résultat  directement. 

La    condition    x, -f-Xa  =  X3     peut    s'écrire    x, -h  x, -h  Xj  =  2x3,     ou     2x,  =  —  A,     ou    encore 

A  A  ,,         . 

•^1  =   — —■     Tout  revient  donc  à  écrire  que —   est  racine  de  l'équation 

x^  H-  Ax«  -+-  Bx  -+-  C  =  0, 
ce  qui  donne  bien  8C  =  4AB  —  A^ 

K.  IIKME,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Baina. 

Bonnes  solutions  par  MM.  André  DAitimN,  à  Barfleur  ;  Emile  Dion,  école  normale  supérieure  de  Saint-Cloud  ;  Jacque> 
DoLLÉ,  lycée  Saint-Louis  ;  R.  Duroun,  école  normaiaUe  Nancy  ;  \\.  nofHKSMB,  lycée  Cliarlemagne  ;  Paul  Gaurigoc  ;  Henri 
Jaciiet,  collège  Chaptal  ;  G.  Lacii.  à  Douai  ;  U.  Mai.aihe,  à  Denain  ;  K  Koor.K  :  A.  Hocrseau  ;  M.  Uoix,  au  Creusot  ;  L.  8ihon  ; 
Gaston  SiNGiEH,  à  Armentiéres  ;  Topi.n,  coniiucteur  dt-s  ponts  et  chau>Mes,  à  Grandvilliers  (Oise  ;  Marcel  Lluha*!), 
41»  d'artillerie,  k  Héricourt. 
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2154.  —  On  C(>nsid(}re  une  parabole  {V)  et  un  point  fixe  A  sur  la  courbe. 

h'un  point  quelconque  M  de  la  normale  en  A  oh  abaisse  les  deux  autres  normales    MB,  MC   sur  (P). 
Soil  A'B'C  le  triangle  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  C. 
1"  Le  milieu  de  B'C  est  fixe. 

2"  Le  lieu  des  milieux  de  A'B',  A'C  est  une  parabole  (Q). 
3"  Les  médiatrices  du  triangle  A'B'C  sont  normales  à  une  parabole  fixe  (R). 
V'  Lieu  du  rentre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.    A'B'C. 
5°  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AHC. 
6°  Lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  ABC. 
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1.    Soit     y^  = 'ipx     l'équation  de  la  parabole    donnée  et   a    et    6   les  coordonnées  du  point 


Désignons  par  a  et  p  celles  de  M.  Les  pieds  des  normales 
issues  de  M  sont  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  avec 
l'hyperbole  d'Apollonius  du  point  M.  Son  équation  est 

xy-h{p  -  ci)y  —  pf^  =0. 

L'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  est 


ou     (1)  y^-{-^p{p—oi)y  —  2p^<^  =  0. 

Remarquons  que  b  doit  être  une  racine  de  cette  équation; 
désignons  les  deux  autres  par  y'  et  y".   Les  relations  entre  les 
coefûcients    et    les   racines    nous    donnent 

b  +  y'  +  y"  =0  et 

d'où 


y'  -\-y'>   =  —  b  et 

Les  tangentes  en  B  et  G  ont  pour  équations 


by'y"  =  2p»?, 
2p2p 


y'y"  = 


y -y'  =  -7(^  —  ^0 


et 
et 


y-y"=-^{^-^") 

^px  —  2x/y-hy"^  =  0. 


ou,  après  réduction,       2^0?  —  2y'ij  -\- y'^  =  0 

Quant  à  la  tangente  en  A,  son  équation  est     2px  —  2è?/-f-  h^  =  0. 

Les  coordonnées  des  points  A',  B',  G'  s'obtiendront  on  résolvant  les  systèmes  d'équations  obtenus 
en  groupant  deux  à  deux  les  équations  précédentes.  On  obtient  ainsi 


y  = 


ïïL, 
y'  +  y" 


B' 


X  = 


î/  = 


by" 
6  +  ?/' 


r  = 


y  = 


2p  ' 

b-hy' 


(^       '  [if  2       '  l   *'  '^ 

Soient  A'  le  milieu  de  B'G',  x  et  y  ses  coordonnées  ;  nous  pouvons  écrire 


2x  = 


2;j 


il' 
2p 


et 


2t/  = 


y'  4_  y"  -+-  26 


d'où 
d'où 


X  = 


4p 


y=T 


2         2 

Nous  voyons  donc  que  A"  est  bien  un  point  fixe. 

2.  Désignons  par  x  et  y  les  coordonnées  du  milieu  B"  de  A'l.'.  Nous  avons  immédiatement 


2x  = 


y'y"    _    by 


et 


2y  = 


b  -^  y' 


"û 


2p         2p 

On  en  tire     y'  =  iy^     puis     y"  =  —  b  —  4y 

_   4y(-/>-4y)  _^  j%   ^  _  _%J 
2p  2/3  p 


b        6  -h  v' 

1 '■^— 

<4  ^ 


et 

et,  finalement, 


2x  = 


y'-  =  —  Lx. 
^  4 
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Il  est  facile  de  constater  que  le  milieu  de  A'B'  décrit  la  même  courbe.  C'est  une  parabole  (Q) 
ayant  m«^me  axe  et  même  sommet  que  la  parabole  (P).  Elle  tourne  sa  concavité  en  sens  contraire  ;  son 
paramt.lre  est  le  huitième  de  celui  de  (P;.  On  voit  aussi  qu'elle  passe  par  le  point  A",  milieu  de  B'C. 

y'(h  _^_  y")  y'ï  y' 

3.  Nous  avons  vu  que  les  coordonnées  de  B'   sont     x  = ; — ■ =   -  - —      et     t/  = La 

V'  '/'  /  '/'*  \ 

médiatrice  du  triangle  A'B'C  qui  pa<se  par  B    a  pour  cquation     y  —  ^  =  —  — /x-Hf— j. 

v'  v'*       v' 

ou  —x-^y-^-f-^-4-=Q. 

p  *p  t 

Nous  allons   montrer   qu'elle    est    normale  à  une   parabole    dont    l'équation    est   de    la    forme 

jy'  =  2mjr-4-  n. 

Soient,  en  effet,  x  et  •;  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  parabole  ;  elles  sont  liées  par  la  relation 

Y*  =  2mi-f-n,      qui  donne      a  —  "^ ^^   normale  en  ce  point  à  la  parabole  a  pour  équation 


_Y=r 1-( X — )'    équation  qui  peut  s'écriro 

m  \  tm     / 


y-'i 


Y  yh*  —  «) 


Identifions  cette  équation  avec  celle  de  la  médiatrice  en  B";  nous  avons  ainsi 

1-=^       et        ^Tr-"^'    ■■=  y"     y' 

m  p  2m»  '        4p'         4 


my' 
La  premii're  équation  donne  y  =  — ' — 

Portons  dans  la  seconde;  nous  obtenons 

n»/'  mi/  '         m]/'    _     y'^  y' 

^mp  ip*  p      "    \p     ~  A 

Après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  y',  cette  équation  devient 


fi  m         i  ,./   n» 


-^-^T  =  •'/■ 


—y 


tmp        p         4        •'    \  2p' 
m  et  n  doivent  évidemment  «Hre  indépendants  de  y'.  Nous  les  obtiendrons  à  l'aide  des  équations 


n  m         \  ml 

1  —  =  0  et  ^=— r -+--Î— r  =  0- 


"imp        p        4  2/;'         i/)' 

n  3»» 

La  seconde  donne     m  =  —  -i-      et  la  première     n  =  — — . 

z  ^ 

'Ap* 
Les  m'^diatriccs  du  triangle  A'B'C  sont  donc  normales  à  la  parabole  (R)     y*  =  —  pr  -\ —.    Elle 

3p.  A.         •  P 

est  facile  à  construire  ;  son  sommet,  situ('  sur  Ox,  a  pour  abscisse  -^  »  son  paramètre  esl  —  • 

4.  Nous  avons  vu  que  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  A'C  a  pour  é(i"iation 
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De  même,  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  A'ii'  est 

p  ^        4/>*         4 

Retranchons  membre  à  membre  ces  équations: 


,/  .  // 


Nous  en  tirons 

En  additionnant  membre  à  membre,  on  obtient 


X 

p                     ïp^                 4 

p 

4                   Ap-                   4                4p2 

6o2  +  2?»2  —  />3 

y'^y"       c        v"  +  î/"'      V+v" 


p  4/) 

puis,  successivement, 

'^  4p^  4p2  P- 

Nous  aurons  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C  en  éliminant  ^  enlre  l'équa- 
tion précédente  et  (1).  Le  résultat  est  immédiat  :     kbpx  =  —  4/?^i/  -+■  b[p-  —  b^),     ou 

p  b'^  —  p"^ 

0  4p 

C'est  la  perpendiculaire  au  milieu  de  B'C.  Ce  résultat  était  évident  a  priori  puisque  nous  avions  vu 
que  le  milieu  de  B'C  était  un  point  fixe. 

I.    T         •!•        j     *Ti  j         '  a  H- a;'         b^ -h  y''^  b-i-y' 

5.  Le  milieu  de  AB  a  pour  coordonnées    x  =    — = —    et    y  = —  •     La  perpen- 

b  -h  y'  /  6*  -h  v'*  \ 

diculaire  à  AB  en  son  milieu  est  donc    y -r-^  =  m{  x ^  )  .         • 

2  V  4/î      y 

6  -h  y' 

Or    m  = L  équation  précédente  devient  alors 

2p 

b-\-y'         b  -hy'  /         b^ -h  y'' \ 
De  même,  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AG  est 

Retranchons  membre  à  membre  ces  équations;  nous  obtenons,  après  réduction, 

_    b^  —  2p^^-^-ip  h 
^"~  ijb 

De  même,  en  additionnant  et  en  remplaçant  x  par  la  valeur  trouvée,     y  =    -  • 
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Nousauronslelieuducentreducerclecirconscritenéliminant  3  entre  ces  équations.  La  seconde  donne 
p  =  iy.     l'orlons  dans  la  première;   nous  obtenons    x  = .    ,    . — ,     ou 


4p6 


C'est  donc  une  droite. 


'ip 


b*  -h  4p' 


=  0. 


6.  Nous  venons  de   voir   qu'une  perpendiculaire  quelconque  à    AB   a  pour  coetlicient   angulaire 


m  = 


■>l> 


La  hauteur  du  li  iangle  AHC  issue  de  G  a  donc  pour  équation 


y  —  v= -r-^  I  X 


^ip 


De  môme,  celle  qui  est  issue  de  B  a  pour  équation 

f>-^y'  ,      !/'(*-+- î/") 

^  '>p  -^  \}r 

Kelranchons  membre  à  membre  ces  deux  équations  ;  nous  obtenons,  après  réduction, 

X  = '- — 

i>ph 

En  les  additionnant  et  en  remplaçant  x  par  la  valeur  que  no\is  venon:»  de  trouver,  on  obtient 
2y -f- ^  =  0,     d'où     p  =  — 2t/.     Remplaçons  maintenant  ?>  par     — '2ij;     nous  avons 

Ap'--b- 


"ipbx  =  6'  4-  \piy  —  ip^b  =  0,  ou 

Le  liou  do  l'ortliuconlre  est  donc  encore  une  droite. 


'ip 


^'P 


=  0. 


L.  SIMUN,  il  Fouruiies. 


Très  bonne  solution  analyti(|ue  et  géométrique  :  M.  !..   Naicellb,  à  la  Cliàtre. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Toi-in.  il  Grandvilliers  ;  R.  Malaisb,  à  Denain  ;  M.  Ullmanm. 


Solution  géométrique.—  Les  diUcrentes  parties  de  la  question  ont  »'té  énoncées  et  démontrées  très 
simplement  par  M.  Plane  dans  son  article  :  «  Mcclier.dics  géométriques  sur  les  normales  à  une  parabole  issues 
d'un  mémo  point  »,  paru  dans  les  «  Nouvelles  Annales  de  Mathi'inntiques  »  (Juin  ilHl). 

Soient  a  ^,  y  ;  «i,  ?,,  Yi  les  points  où  les  côtés  du  triangle  A'H'C  coupent   l'axe  et  la  tangente  au  sommet. 

Losperpendicidairesélcvécs  de  a,  3.  y  «»>*  r«^tés  WC,  C.'\',  AT»' sont 
les  symétriques  de  .MA,  MB,  .MC  par  rapport  au  foyer  F  de  (P).  Les 
ptM'pendicuIairesse  coupent  en  .M'  .symétrique  do  M  par  rapporta  F. 
M'  est  donc  sur  le  cercle  circonscrit  à  A'H'C,  la  droite  de  .*^imson 
^„  correspondante  étant  l'axe  de  (P).  Le  foyer  F  est  aussi  sur  ce 
cercle,  la  droite  de  .^imson  correspondante  étant  la  tangente  au 
sommet.  Les  deux  droites  deSimson  étant  rcclan^julairos,  F  et  M' 
sont  diamétralement  opposés  sur  le  cercle  circonscrit  à  A'B'C.  Si 
0  est  le  centre  de  ce  cercle,  on  a 

FO   __  j^ 
FM   ~       2 

Si  dune  on  pnijolle  O  sur  le  milieu  I  de  B'C,  ce  point  I  est  tel 
(pie 

g|l     _  _J_ 
«lA    ~       2  ' 

Donc  si  A  e«l  fixe,  I  l'est  aussi,  ce  qui  dénnntre  le  1".  lest  le  milieu  de  ai.. 


J^ 

a-, 

^-<^^       \ 

V 

J< 

\ 

t 

/  V 

-  \ 

..-''  /           / 
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2.  Si  les  coordonnées  de  A  sont  (a;,  y),  celles  de  I  seront     (  —  —  ,     — |     et.de    y^  =  2px,    on  ti 


re 


y'^  =  --t-  »'. 


2p 

8 


équation  qui  montre  que  le  lieu  des  milieux  de  A'B',  A'C  est  une  parabole  (Q)  déduite  de  (P)  par  homothétie  par 

1 
rapport  au  sommet  S,  le  rapport  d'homothétie  étant    —  — • 

o 

3.  Les  médiatrices   du   triangle   A'B'G'    passent  par  le  point  0  homothétique  du   point  M  par  rapport  au 

1 
foyer  F,  le  rapport  d'homothétie  étant    —  — .       Dans   celte  homothétie   les  médiatrices  correspondent  aux 

normales  MA,  MB,  MC  à  la  parabole  (P).  Elles  restent  donc,  quand  le  point  M  varie,  normales  à  une  parabole 

fixe  (R)  homothétique  de  la  parabole  (P),  le  centre  d'homothétie  étant  F  et  le  rapport  d'homothétie    —  -r- 

4.  Le  lieu  du  centre  0  est  immédiat.  Le  point  I  étant  fixe  sur  AB'C,  le  point  0  décrit  la  perpendiculaire 
élevée  en  I  sur  cette  droite. 

5.  Les  points  A,  B,  C  sont  sur  le  cercle  de  Joachimstal  relatif  au  point  M.  Ce  cercle  passe,  comme  on  sait, 
par  le  points  sommet  de  la  parabole  et  les  droites  SA  et  BC  sont  également  inclinées  sur  l'axe  de  la  parabole. 
Les  points  S  et  A  étant  fixes,  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  décrit  la  droite  perpendiculaire  à  SA  en  son 
milieu. 

6.  La  droite  BG  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  quand  M  décrit  la  normale  en  A  à  la  parabole  (P), 
Elle  est  en  effet  constamment  symétrique  en  direction  de  SA  par  rapport  à  l'axe  de  la  parabole.  L'orthocentre 
du  triangle  ABC  décrit  donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  cette  direction  fixe. 

Rem.\rque.    —    Voici  une  solution  simple  du  3o  :  Le  problème  revient  à  chercher   le   lieu  du  milieu  v  du 

segment  ji^i  déterminé   par  l'axe   et  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  sur  une 
tangente   à  la  parabole.   Menons  sv,  qui  coupe  la  parabole  en  [x,  et  déterminons  le 

rapport  -^.  On  a,  sans  tenir  compte  des  signes  et  en  remarquant  que  Bô  et  [is  sont 

symétriques  par  rapport  à  l'axe, 

jjid  =  2B6,  bs  =  4^, 

-5^  =  4. 

v3 

D'ailleurs 

S|JL    _   iJirf  _   2B6   _  _8vS^ 


d'où 


4V 


.8 


vo 


Vu 


=  8, 


ou,  en  tenant  compte  des  signes, 


ifi=-8. 


sv 


Le  lieu  du  point  v  est  donc  la  parabole  (Q)  homothétique  de  la  parabole  (P),  le  centre  d'homothétie  étant  le 


point  set  le  rapport  d'homothétie    — —• 

0 


E.  RÈME,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Batna. 
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9762.  —  Démontrer  que 

9763.  —  Étudier  les  systèmes 


Algèbre    (M.    GÉRARD). 


(  ax  - 
\  dx 


V  V^  = 

Ly-k 
-b'y 


6 


V2; 


J'  +  t 


a       IL       - ,  _ 

Îax  -h  ùy  -+-  cz  +  d  z=  0, 
a'.r  -+■  h'y  ■+■  c'z  -+-  d'  —  0, 
ax  4-  b"y  ■+■  c"z  -f-  d"  =  0, 
a"'x  ■+■  lj"'y  +  c"'z  -h  (/  "  =  0. 
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9764.  -  Uésoudre  el  discuter  les  systèmes  suivants  : 


6"X" 


9765.  -  Calculer  >..  V,  /'  tels  que    >.  +  Z  4-  V  ^  0,    sachant  que  

TT : TTT *1 

X-hA    +A 

Condition  de  possibilité;  interprétation  géométrique. 
9766.  —  Étudier  les  séries  suivantes  : 


Un  = 


8rH-l 
3n  +  5' 

n 

""="•14)  • 

n" 

cosn  a 
Un—      3„      . 

«n  —  3*n  _  1  • 


1  -t'-r» 
""  =  — Si"" 


n» 


Un 


u»  = 


n» 


9707.  _  Étudier  les  séries 


1 


Un  = 


«-4-1 


""^âïT+Ti'         ""-"*-^i' 


«"  —  „»' 


Un  = 


i 

/i(n-+-3)' 


1 


iin=- 


\  3n»  -+-  1 


Un=  y 


J 

V3n«-hl 


""— n«-+-l' 
t 


""  =  ''"n(n-Hr)' 


\n»-+- 
\nLn 


9768.  —  Kludier  les  séries 


Un  = 


,7-n  -f.  4" 


nx" 


.  =  xV-   (x>0), 


x"->-  n 


"n  =  2n-f.5«'  ""  — x*n-+-2''' 

9759.  _  Kludier  les  séries 

_1.3.5...(2n— l) 
""—       2X6,..  2n      ' 


(n-Ox*  Un=X>^    (X>0),  Mn  = 

"  —  — r  .       î  ' 


,nVl 


""-~LL(n-H  IM 


Un 


e"  -he" 


|-sn<Ln 


Un  = 


9770.  —  Étudier  les  séries 


Ln  _      Ln 


Ln 
«»  =  — 


Ln 


Uii  = 


L(n  +  V'n*-t-t)^ 
V'n»  -+- 1 


L(n-HV^n*-4-l) 


Mn  = 


arc  Ign 

""^LTïïr^»)' 


L2n 

Un  =  -5- 


Ln 

Un  =  — J-  • 

n» 


_  Ljn  4- nJ^^JJ 


u,  =  Lcos^^.  ""  — "ÏH"' 


9771.  —  Étudier  les  .séries 

.    (2n-t-  l)7t  »„  =  cotg-.  "^  7 

Un  =  8lnî .  "n  —  ^"^»  2n -+- l 


ÎTtn 


Un  —  i?  4„  ^  1  n 


Un 


=  (,  + !)"_«,  «„  =  arcco»„x4r2' 


n*±±  „„  =  nrctg(n-Hl)-arctgn,  u„ -arc  lg„,  _^  ,. 


Un  = 


cos  ni: 


sin(2«  +  «)  2 


tg(2«-»)î 


cos 


2n7c 


9in  na 


«11  = 


n 
■in  nx 


VnM^ 


U(l  = 


_  tinnx 


Un  = 


Uh  = 


Un  = 


COS  NX 

u„  =  — ^, 


Un  = 


cosna 


Un  = 


sinn 


n" 


Un  — 


n» 
ssnns 


ïb  n 


«11  = 


I 
L  chn' 


""^cHïl.'  ""-n-Hl' 


«,  =  (-n"^"- 
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9772.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

y  =  ecotg2a:^            y  =  2"csm^_            y  =  e^~.cos|,             y  =  tg  o; .  2cotg  2x ,             y  =  Ltg|,  »/  =  Ltg(^  +  2)' 

arc  sin    .  ..        «_  1  "i    ■''^  ,. „„„„„„  /o„9         i  %  .. _„  »„  ^ 


y^^arcsm    __^  y  =  arc  tg  r-^ ,  î/ =  arc  cos(2.r2  —  1),  y  =  arctg  — 

X 

Vl  H-  a;2 


VI— a,- 


•2' 


o:                                     .        2a: 
y  :=  arc  sin  -  ,  y  =  arc  tg  -. ^  • 


/        // 
Vx- 


9773.  —  Sachant  que    x  =  f{l),  y  =  q{t),     calculer  y^.,  y^ 

9774.  —  Appliquer  la  formule  des  accroissements  finis  aux  expressions  suivantes  : 

3,n —  3/.- 

L(l  +  a;)  — Ll,  L(n-H)  — L/i,  L  51  —  L  49,  arc  tgS  —  arc  tg3,  S^^"^^  — 3^". 

1,1 

9775.  —  Fonction  primitive  de     —. —  >    ae    —. — —  . 

*^  sinx  sin  4a: 

9776.  —  Dérivées  partielles  par  rapport  à  x  et  à  y  de  la  fonction 

2  3 

z  —  x^+y''. 
9T71.  —  Calculer  les  dérivées  de 

l  1 

y  —  i^i^xY,  y  =  a:sinx,  ?/  =  j;«g^,  y  =  x'^ ,  y=x^retinx^  y  —  {sin  x)^'<^  ^?  ^ ,  T/ =  (tgx)»™  sinx^ 

y  =  (cosa:)Lx; 
limites  pour    a;  =  0    des  fonctions  et  de  leurs  dérivées. 

9^78.  —  Dérivée  d'une  fonction  implicite.  —  Dérivée  par  rapport  à  x  de  la  fonction  y  définie  par  l'équation 

e-2y  _  a;2  —  1  =  0. 

Résoudre  ensuite  par  rapport  à  y  et  comparer.  —  Même  question  pour 

e'J  —  e-y  _ 
ev  -f  e-y  ~  ^' 

9779.  —  On  donne  les  deux  équations 

sh  V  sh  3 

X  — —  X  —  • 

chy'  en  3 

Calculer  y'  et  z'  et  expliquer  pourquoi    y'  =  z'. 

9780.  —  Dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  a;  et  y,  sachant  que 

2 
2  =  X3  +  y3s, 

9781.  —  Maximum  ou  minimum  de 

y  =  sin2x.  sin2x,  y  =  sinx+ v3  cosa;. 

9782.  —  Variations  des  fonctions  suivantes  : 

ox  1  /1\  1  ,x  — 11 

y  =  (l+a:)'"-l-mx,  2/  =  ^;  ^  ^  ^(^ +W  "FTl  '  2/=L-^  +  -' 

y  =  achx  +  6shx,  y  =  ([+x)~,  j/ =  lgx.2'='"«*^. 

9783.  —  Discuter  les  équations  suivantes  : 
1,1  I  «  x  2  —  3x2 


1  +x 


9784.  —  Formule  de  Taylor.  —  Appliquer  la  formule  de  Mac-Laurin  à  la  fonction    y  =  chx. 

9785.  —  Développer  en  séries  les  fonctions     sinx,  sin^x,  sin^x,  sin*x,  cos^x,  cos^x,  a',  ch-x,  L(3  — x),  L  '  2_  ~. ' 

9786.  —  Calculer    L7  — Li    à  i^  près;  calculer    L2,     L  tga?- 


IQ     f'^")     v,v*.v.ii»i-i  jj^,         u    Ig-g 


3, 


9787.  —  Développement  en  série  de    y  =  {l -{- x)"' ;    calculer     vlOOO— 1,     vlOOl'     v^^o— !• 

9788.  —  Développer  en  séries  les  fonctions  suivantes   : 

_       A  1  _  1  _        1  1 

^~(x— 2)2'  ^~x24-3x  +  2'  ^  ~  x»  —  3x  +  2  '  ^"(x^— 1)*'  V  —  (x  —  2)2  (x -f- 3.)  ' 

y  =  (x2-5xH-6)^'  y  =  L(x2-ox  +  6),  y  =  L(l+x  +  x2),  y  =  L(x2  -  6x -f  8)ï=i . 

9789.  —  Développer  en  séries  les  fonctions 


arc  sinx  ,         .      .,  argshx  L(x+vl-l-xi)  .         ,     , 

y  =  arcsinx,  y=  r,  y  =  (arc  sinx)*,  y=   /  ?/=    ^    7—^== — '.  y  =  (argslix) 

Vl  —  j:'^  Vl  -+-  2;2  VI  ■+■  X' 
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9790.  —  Développer  en  série  la  fonction    j/  =  L(l-hM— x)    (on  calcule  la  dérivée     y' =  - ^ — ^^^    et  on  la 

développe  en  série). 

9791.  —  Limites  des  expressions  suivantes  : 

xrosx  —  sinx     Lcospx  „  \x  —  \e  Lx — La 

y-ex-e-x_2xP""'^^=<>'         y  =  Lr^P''"''  =  »-         y=--\^^pourx  =  e,         y  = -^-^——^  pour  x  =  a. 

9792.  —  Limite  de    —    pour  n  infini;  limite  de       ^   "    pour    ;j  =  0    et  pour  n  infini. 

9793   —  Limites  pour    x  =  0    des  expressions  suivantes  : 
xLj^,         x'Lx.         \x.Lx,         Vx.Lx,         Igx.Lx,         Lcosx.Lx.         Lsini.Lcosx,         Ltgx.Lchx,         M -*--,)«'";• 

9794.  —  Limite  (le    y  =  tgx.2'''''*'    pour    x  =  j- 

9795.  —  Limite  de    y  =  (*-h  t)L  A  +  i)    pour    x  =  — I. 

9796.  —  Limites  pour  n  infini  des  expressions  suivantes  : 

[(1-+-^)" -«]><"•  ^"•L^--  L^.L[n(n-4-l)]. 

9797.  —  Limites  pour  n  infini  de»  expressions -suivantes  : 

N  H»  -H  n  H-  1  —  \'n«  -+-  in  -+■  4,  ch  \  n  -t-  1  —  ch  \  n.  [L{« -+- 1)]*  —  (Ln)». 

9798.  —  Limite  pour    i  =  0    de    y  =  (sinx)'*'. 

9799.  —  Limites  pour  n  infini  de     y^"*-»-!.     \chn,    n^n^i,     n  n-n,     n   n+\. 

9800.  —  Limite  de    y  =  H  -4-    j        :  i°  quand  x  tend  vers  —  1  ;  2'  quand  x  tend  vers  l'infini. 

9801.  —  Limites  pour    xr=  0    des  expressions  suivantes  : 

(cosx)U.  (Ç21î^?lii?)'-.  /flx  +  6.4.cx^i^  [L«+x)-|t^. 

9802.  —   Limites  des  expressions  suivantes  : 

{2  —  x)'i      pour    x=l,         (sinx)««'    pour    x  =  Z<  (Igx)»»»'    pour    af  =  T.  (cosx  —  cos2x)<»'    pour    x  =  5- 

9803.  -  Limites  pour  «  infini  de    (•in^ff^)'''    ('•*'"rir'    (sh^)'"* 

,     1^  2  |L«i  I  I  I 

9804.  —  Limite  pour  tn    infini  de     (2»i-h3»i'      :    de    xîLx,    de    (sinx)Lj     et  de     (8inx)r;irx     pour    x  =  0:    de 
<8inx)'ti^""'    pour    x  =  ^. 

(A  suivre.) 
♦ 
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(iéométrie  analijtiqut. 

2324.  —  .Soiont  O.r  pi  Ot/  deux  axes  Ac  roordonn<^os  rcrtangtilaires;  on  considère  les  coni(|ues(C'  qui  touchent 
Ox  au  point  0  ol  ont  une  directrice  fixe  l)i  dont  r«Mjualion  est  j  1  1/  —  a  ~  0.  a  désignant  une  longueur  posi- 
tive donnée.  Cette  droite  (D)  coupe  Ox  au  point  A. 

1  '  Démontrer  que  le  lieu  du  foyer  F  de  (C)  qui  correspond  à  la  directrice  (D)  est  la  circonférence  (A)  du 
cercle  décrit  sur  DA  comme  diamètre.  v 

2"  Discuter  le  genre  de  (C)  lorstjue  F  décrit  (AV 

3"  Trouver  et  construire  le  lieu  du  second  foyer  F  de  (C). 
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Mécanique. 

2325.  —  Soient  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  O2  dont  l'un  Oz  est  vertical  et  dirigé  posi- 
tivement dans  le  sens  contraire  à  celui  de  la  pesanteur.  On  considère  le  plan  incliné  yOA  dont  la  trace  montante 

OA,  sur  le  plan  xOz,  fait  un  angle  de  30^  avec  la  direction  positive  Ox.  Ce  plan  incliné 
est  supposé  indéformable;  on  en  enlève  toute  la  partie  située  au-dessus  de  son  hori- 
zontale AB  de  cote  donnée  h  positive. 

Du  point  0,  on  lance  dans  ce  plan  incliné,  avec  une  vitesse  initiale  dont  les  com- 
posantes sont  données,  a  dans  le  sens  OA,  6  dans  le  sens  positif  Oy,  un  point  matériel 
pesant.  On  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de  frottement  du  point  matériel  sur  le  pian  incliné 
et  que  l'intensité  g  de  la  pesanteur  est  connue.  On  demande  : 

1°  A  quelle  condition  doit  satisfaire  la  composante  a  de  la  vitesse  initiale  pour 
que  le  point  matériel  dépasse  l'horizontale  AB; 

2°  Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  de  calculer  en  fonction  des  données 
le  temps  T  que  met  le  mobile  partant  de  0  pour  atteindre  le  plan  horizontal  xOy  et  les  coordonnées  du  point 
de  chute  dans  ce  plan. 

Application  numérique.  —  Dans  le  système  C.G.S.,  on  donne 

A  =  1744,  Ê^=981,  6  =  20,  eta^oy^gTÂ. 

Calculer  T  à  un  dixième  de  seconde  près  et  les  coordonnées  du  point  de  chute  à  un  centimètre  près. 


Trigonométrie. 

2326.  —  On  donne  un  angle  yOz  égal  à  2ui  et  un  point  A  sur  la  bissectrice  de  cet  angle.  On  désigne  par  a  la 
distance  OA. 

On  mène  par  A  une  sécante  variable  DAD',  qui  rencontre  les  côtés  de  l'angle  ou  leurs 
prolongements  en  B  et  en  C;  on  désigne  par  x  l'angle  OAD  que  fait  la  sécante  avec  AO. 
1°  Étudier  la  variation  de  AB^-hÂC^  quand  on  fait  varier  x  de  0  à  n. 
2°  Déterminer  l'angle  x  de  façon  que 

l  1    _  1 

en  désignant  par  k  une  longueur  donnée. 

Discuter,  puis  calculer  l'aire  du  triangle  OBG  et  le  côté  BC  en  fonction  des  données  œ, 
a  et  k. 

Calcul. 

Calculer,  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  les  angles  A,  B,  C  d'un  triangle,  connaissant  les  trois  côtés 
a  =  22538,     b  =  -^4352,    c  =  28432,    au  moyen  des  formules 


-  ,  /(p  —  a){p  —  b)  [p  —  c) 


tg^:  =  — 

^2       p 


2~p  —  b' 


.«i= 


2~p  —  c' 


Epure. 

2327.  —  >'i  cadre,  ni  titres,  ni  flèches. 

xy  petit  axe  de  la.  feuille,  a'  et  b  centre  de  la  feuille    aa'  =  8'^™,    66'  =  6'=™. 

Dans  le  plan  de  bout  P'  se  trouve  un  cercle  de  rayon  4'^°>,  tangent  en  {a,a')  au 
plan  horizontal  de  projection  et  situé  au-dessus  de  ce  plan  ;  il  est  la  section  droite  d'un 
cylindre. 

Dans  le  plan  vertical  Q  se  trouve  un  cercle  de  rayon  ^'"°  tangent  en  (6,6')  au  plan 
vertical  de  projection  et  situé  en  avant  de  ce  plan  ;  il  est  la  section  droite  d'un  cylindre. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  commun  à  ces  deux 
cylindres. 

Mise  à  Vencre.  —  On  fera  les  constructions  nécessaires  pour  la  détermination  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  surfaces  cylindriques  et  de  la  tangente  en 
ce  point,  des  points  et  tangentes  remarquables. 

Le  solide  demandé  sera  seul  dessiné  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en  trait  plein,  lignes  cachées  en  points 


b' 
b 

X            cU 

a.     \. 
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ronds.  Toutes  les  autres  lignes  seront  à  l'encre  rouge  (trait  plutôt  lin),  y  compris  les  tangentes  qui  seront  légè- 
rement renforcées  aux  environs  des  points  de  contact  et  les  lignes  de  points  doubles  aussi  légèrement 
renforcées. 

Sota.  —  So  conformer  scrupuleusement  à  toutt-s  ces  indications. 


Physique. 

I.  —  Définition  du  point  critique  par  les  coarbe»  d'Andrews. 

II.  —  2328.  Une  source  monocliromatique  fixe  AU  plact'e  dans  leau  d'indice  n^  envoie  des  rayons  sur  la 

première  face  d'une  l»Mitille  mince  0  d'indice  n,  dont  l'autre  face  est  dans  I  aii 
d'indice  n^.  Un  écran  fixe  CD  recevra  l'image  réelle  et  nette  de  AB,  dont  il  est 
séparé  par  une  disliinre  invariable  L.  f»our  deux  positions  de  la  lentille  0.  que 
l'on  peut  déplacer  dans  un  tube  à  coulisse.  Cette  lentille  est  biconvexe  et 
à  rayons  de  courbure  égaux  r. 

On  demande  de  calculer  la  distance  x  des  deux  positions  de  la  ientilie 
pour  lesquelles  l'image  est  nelle  sur  l'écran. 
Après  avoir  établi  la  formule  définitive,  on  fera  l'application  numérique  au  cas  suivant  : 


n,  =  ^, 


"  =  .T' 


n.  =  l. 


L  =  200'», 


r  =  3«««. 


Cliimie. 

I.  —  Préparations  du  phosphore  blanc  et  du  phosphore  rouge. 

II.  —  2329.  /"  opt'ration.  —  On  fait  passer  un  cnnrant  de  gar  sulfureux  sur  de  Ihydrurc  de  sodium.  Tout 
riiydrogt'iic  de  l'hydrurc  est  chassé,  et  il  se  fait  de  l'hydrosulfite  de  sodium. 

2"^  opération.  —  I/hydrogène  dégagé  dans  la  première  opération  est  mis  en  présence  d'indigo  bleu  addi- 
tionné de  soude.  Sous  l'inlluence  d'un  catalyseur  convenable,  l'indigo  bleu  se  trouve,  dans  ces  conditions, 
ramoné  à  l'état  d'indigo  blanc. 

li"  opération.  —  L'hydrosulfite  formé  dans  la  première  opération  est  mis  en  présence  d'indigo  bleu  addi- 
tionné de  soude.  I/indigo  bleu  se  trouve,  dans  ces  conditions,  ramené  à  l'état  d'indigo  blanc. 

On  demande  d'cxidiquer  et  de  formuler  les  réactions  produites  dans  ces  trois  opérations.  On  prendi-a  pour 
formule  (b-  l'indigo  bleu  C"''H"'Az'0»  et  pour  formule  de  l'indigo  blanc  C"H'«A7«0«?ïaî. 

On  demande  de  calculer  le  rapport  des  poids  d'indigo  bleu  transformés  en  indigo  blanc  dans  la  deuxième  et 
dans  la  troisième  opération. 

(On  n'a  pas  donné  avec  ce  texte,  le  tableau  des  poids  atomiques.) 


Concours  de  1916. 


liiométrie   analytique  et  cim'matique. 

2330.  Dans  le  |)lan  i\xe:  V  pris  pour  plan  de  la  figure,  soit  donné  l'axe  Ox  et  le  pùle  G  d'un  système  de 
coordonnées  pol. lires  où  p  désigne  le  rayon  vecteur  et  (■>  l'angle  polaire  d'un  point  quelconque  de  P.  On  consi- 
dère la  droite  iDi  du  plan  P  dont  l'éqaalioa,  dans  ce  système,  est 

'^      Scos  <i)  —  4sin  «o  * 

DU  a  représente  une  longueur  positive  donnée. 

A  tout  points  de  (D)  de  coordonnées  polaires  p,  et  w,  i(»^«o,^  r,  rapport  d'une  circonférence  de  cercle 
à  .son  diamètre)  correspond,  dans  le  plan  P,  un  point  M  dont  les  coordonnées  polaires,  dans  le  même  système, 
sont     p^pi     et    «i)=2to,. 

1"  Construire  le  lieu  de  M  lorsque  S  dérrit  (D'  tout  entière. 

2»  Sachant  que  S  dérril  iD).  dans  le  sens  des  m  croissants,  aver  une  vitesse  constante  a,  démontrer  .que  la 
vitesse  aréolaire  M  par  rapport  au  pAlo  G  est  constante  et  en  donner  la  valeur,  puis  calculer  l'accélération  «le  M 
'Il  fonction  de  son  rayon  vecteur  p. 
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Mécanique. 

2331.  —  On  considère,  dans  un  plan  vertical,  un  cerceau  circulaire  de  centre  0  et  de  rayon  a  formé  d'un 
fil  métallique  d'épaisseur  négligeable  et  supposé  non  déformable.  Un  anneau  M,  de  poids  donné  P,    que  l'on 

traitera  comme  un  point  matériel,  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  le  cerceau. 
Dans  chacune  de  ses  positions,  il  est  sollicité  par  son  poids  P  et  par  une  force  con- 

p 
stante  Q  =  p-  dirigée  suivant  la  corde  MA;  le  point  A  est  sur  le  cerceau  à  une  extrémité 

de  son  diamètre  horizontal. 

L'anneau  se  meut  sur  le  cerceau  en  partant  de  A  sans  vitesse  initiale  et,  en  chaque 
point  de  sa  course,  il  subit  de  la  part  du  cerceau  une  réaction  R. 

On  demande  :  d'exprimer  R  en  fonction  de  l'angle  au  centre  AOM,  de  construire 
la  position  de  M  pour  laquelle  R  atteint  son  maximum  et  de  calculer  ce  maximum,  à 
un  décigramme  près,  sachant  que  P  =  320ë. 


Trigonométrie. 

2332.  —  Étant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC  circonscrit  à  un  cercle 
de  centre  0  et  de  rayon  R,  on  considère  un  point  P,  variable  sur  ce  cercle  et 
on  désigne  par  x  l'angle  AOP. 

1°  Évaluer  en  fonction  de  R  et  de  x  la  distance  PA  et  la  distance  PD  du 
point  P  à  la  droite  BG;  puis  étudier  les  variations  de  la  somme  et  du  pi'oduit 
de  ces  deux  distances  PA  et  PD  quand  on  fait  varier  l'angle  x. 

2°  Déterminera;  de  façon  que  le  produit  des  deux  distances  PB  et  PC  soit 
égal  à  une  quantité  donnée  m^.  Discuter. 


Calcul. 


Dans  un  triangle  ABC,  on  donne  a  =  v/48632,  b  —  v/22443,  sin  A  =  0,8. 

Calculer  les  trois  angles  A,  B,  C  et  les  trois  côtés  a,  6,  c,  au  moyen  des  formules 

abc 


sin  A      siuB      sioC 


A  +  B  +  C  =  180°. 


Géométrie  descriptive. 


2333.  —  Cadre  27"™  sur  45""',  aucun  titre. 

La  ligne  de  terre  xy  (en  rouge)  est  le  petit  axe  du  cadre; 


xw  =  wy,     uio'=6'"",     wo  =  t3<' 


)3=  12"™. 


Une  surface  gauche  de  révolution  qui  a  son  axe  vertical  a  pour  centre  le 
point  (o,  o');  les  génératrices  rectilignes  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
de  45°  et  le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  de  4"™. 

Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  le  plus  à  gauche  du  cercle 
de  gorge  ;  son  axe  est  parallèle  à  xy  et  les  génératrices  rectilignes  font  avec  l'axe 
un  angle  de  45°. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  commun 
au  cône  et  à  l'hyperboloïde,  limité  au  plan  horizontal  de  projection  et  au  plan 
de  bout  P'. 

On  demande  aussi  une  seconde  projection  verticale  de  ce  solide  en  prenant 
a^iaj/j  pour  nouvelle  ligne  de  terre.     toa=7"'",     tge  =  2,15. 

On  fera  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer  un  point  de  chaque 
courbe  et  la  tangente  en  ce  point,  les  points  et  les  tangentes  remarquables. 

Nota.  —  Les  projections  du  solide  demandé  seront  seules  tracées  à  l'encre 
noire  :  lignes  vues  en  traits  pleins,  lignes  cachées  en  points  ronds.  Tout  le  reste 
en  rouge  (trait  plutôt  fin),  y  compris  les  tangentes  trouvées,  qui  seront  légèrement  accentuées  aux  environs 
des  points  de  contact. 
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Physique. 

I.  —  D«;montrer  le  théorème  suivant  dû  à  Coulomb  : 

f/intensit."  11  du  champ  électrostatique,  en  un  point  P  infiniment  voisin  d'an  conducteur  C  en  équilibre  el 
dans  le  vide,  est  égale  à  la  densité  électrique  tr.  sur  la  surface,  dans  le  voisinage  du  point,  multipliée  par  le 
facteur  4r  :     II  =  ira. 

II.  —  2334.  On  propose  de  déterminer,  d'une  manière  grossièrement  approchée,  l'intensité  g  du  champ  de 
la  i)esanteur  t/'rrestrf,  en  utilisant  l»s  oscillations  d'un  pendule  simple;  celui-ci  est  constitué  par  une  sphère 
très  den.se,  de  diamètre  16""",  attachée  à  la  partie  inférieure  d'un  fil  inextensible  de  masse  négligeable;  la  lon- 
gueur de  ce  fil,  mesurée  de  l'axe  jusqu'à  la  surface  de  la  sphère,  est  de  81"". 

La  durée  d'une  oscillation  complète  de  ce  pendule  est  trouvée  égale  à  1»'%82,  l'amplitude  des  oscillations 
étant  très  petite. 

1°  Quelle  valeur  déduirait-on  de  cette  mesure  pour  l'intensité  ij  du  champ  ? 

2"  Quelle  est  la   valeur  maximum  de  l'erreur  absolue   possible  sur  ce  résultat,  si  la  longueur  du  fil  de 
suspension  a  été  déterminée  avec  une  erreur  possible  de  1""°  et  si  la  durée  de  l'oscillation,  donnée  plus  haut, 
„  résulte  de  la  mesure  totale  de  70  oscillations  complètes,  à  l'aide  d'un  compteur  à  poin- 

tage dont  l'usage  compoite  une  erreur  absolue  possible  de  :-  de  seconde  en  plus  ou  en 

moins  à  chaque  pointage?  On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  résistance  de  l'air.  On  prendra 

71  =.1,1 4. 

3"  Dans  les  calculs  précédents,  on  prendra  comme  longueur  du  pendule  simple  la 

dislance  de  l'axe  d'oscillation  au  centre  de  la  sphère;  montrer  que  Terreur  absolue  que 
l'on  commet  ainsi  sur  la  longueur  du  pendule  est  négligeable  vis-à-vis  de  celle  indi«juée,  ci-dessus,  comme 
admise. 

Chimie. 

I.  —  Propriétés  physiques  et  chimiques  du  chlore. 

II.  —  2335.  L'n  mélange  gazeux,  à  la  pression  d'une  atmosphère,  est  formé,  pour  le  quart  de  son  volume 
d'azote,  et  pour  le  reste  d'hydrogène.  Il  a  pour  volume     V  =  7  x  22',4. 

■^température  est  0";  elle  conservera  toujours  cette  même  valeur  dans  la  suite. 

1<»  On  combine  les  .=  du  mélange  en  formant  du  gaz  ammoniac.  Le  volume  ayant  gardé  la  valeur  V,  quelle 

est  la  pression  du  mélange  d'azote,  hydrogène,  ammoniac  ainsi  obtenu? 

2"  On  introduit  143»',5  do  chlorure  d'argent  dans  le  mélange  gazeux.  Quelle  sera  la  pression  d'équilibre,  le 
volume  n'ayant  pas  changé? 

3°  On  diminue  le  volume  depuis  V  jusqu'à  ^^  .  Quelle  sera  la  nouvelle  valeur  de  la  pression  d'équilibre? 

4"  On  construira  le  graphique 

x=v,         y  =  pv, 

V  étant  le  volume  variable,  et  p  la  pression  variable  pendant  la  transformation  décrite  dans  la  troisième  partie. 

Données.  —  AgCl  et  .VzH»  se  combinent  pour  former  2.\gCI.:îA7HJ,  puis  .\gCI,3ArH\  Ces  corps  se  dissocient 
suivant  les  formules 

2.\gCL;iAzlP  îi±  2AgCI  ~r  3A/.IP, 

pression  de  dissociation  à  0"  :  t^  atmosphère; 

2[AgCl,3AzH»J  ^  2.\gCl,3AzlP  i-  .lAzII», 
pression  de  dissociation  à  0"  :  j^^  atmosphère. 

La  pression  de  dissociation  n'est  pas  modifiée  par  la  présence  tl'un  uaz  merle,  c  esl-a-dire  que  la  pression 
du  gaz  inerte  s'ajoute  à  la  pression  de  dissociation. 

Nota.  —  Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  donnant  les  masses  atomiques  des  corps  simples,  elle  volume 
de  la  molécule-gramme  des  gaz  parfaits. 

Le  Hé iacteur-ddraiil  :  il.  VIIHKMT. 


Couloinmier».  —  iinpriiiierie  Pail  HKODAKO. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


iVof«?  de  la  Rédaction.  —  Nos  lecteurs  ont  certainement  remarqué  le  grand  retard  apporté  à  la  publication 
des  solutions  des  questions  proposées  dans  la  Revue. 

Pour  remédier  à  cet  inconvénient  et  supprimer.une  bonne  partie  de  ce  retard  dans  l'année  en  cours,  nous 
avons  décidé  de  ne  pas  publier  la  solution  des  questions  peu  intéressantes  et  de  celles  qui  ne  correspondent 
plus  au  programme  réduit  actuel. 

Nous  annonçons  déjà  la  suppression  des  questions  2193,  2197,  2206,  2208,  2209,  2210,  2213,  2228,  2244, 
2299,  2305,  2311.  Après  un  examen  attentif,  d'autres  suppressions  suivront;  nous  en  avertirons  nos  lecteurs, 
quand  le  moment  sera  venu. 

Nous  donnons  aussi  quelques  questions  proposées  marquées  d'un  astérisque  et  dont  les  solutions  ne  seront 
pas  publiées. 


PREMIERE    PARTIE 


SECTIONS  PLANES  ET  SPHERIQUES  DU  TORE 

par  M.  A.   Sainte-Laguë,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 


Générai.!  I  ES. 


1.  Lorsqu'un  cercle  tourne  autour  d'une  droite  de  son  plan,  il  engendre  une  surface  du  quatrième 
degré  appelée  tore,  qui  admet  le  cercle  de  l'infini  comme  ligne  double.  Cette  surface  a  deux  points 
coniques  réels  ou  imaginaires  qui  sont  les  points  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  cercle  générateur,  ou 
cercle  méridien.  Les  deux  points  coniques  ne  sont  réels  que  si  l'axe  coupe  le  cercle  en  des  points  réels. 
Us  sont  confondus  si  le  cercle  tourne  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

Si  l'axe  de  révolution  passe  parle  centre  du  cercle  générateur,  on  a  une  sphère;  si  l'axe  s'éloigne 
indéfiniment,  le  tore  tend  à  la  limite  vers  un  cylindre  droit  à  base  circulaire.  Nous  supposerons  dans  tout 
ce  qui  suit  que  l'on  a  un  véritable  tore  et  non  une  sphère  ou  un  cylindre. 

11  résulte  de  la  génération  du  tore  qu'il  y  a  sur  sa  surface  deux  familles  de  cercles  :  les  méridiens, 
cercles  de  même  rayon  passant  par  deux  points  fixes,  et  les  parallèles  dont  l'axe  est  fixe.  Ils  forment 
sur  la  surface  des  familles  de  courbes  orthogonales. 

2.  Un  tore  est  une  surface  anallagmatique,  c'est-à-dire  qu'il  peut  se  transformer  en  lui-même  par 
une  inversion  ayant  comme  centre  un  point  quelconque  de  l'axe  autre  que  les  points  coniques  et  ayant 
comme  puissance  la  puissance  de  ce  point  par  rapport  à  un  cercle  méridien.  Ils  est  alors  orthogonal  à 
la  sphère  d'inversion  correspondante. 

Dans  le  cas  où  les  points  coniques  sont  réels,  si  l'on  transforme  le  tore  par  rapport  à  l'un  de  ces 
points,  onobtientcomme  surface  inverse  un  cône  de  révolution  ou  un  cylindre  de  révolution.  Inversement, 
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l'inverse  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  de  révolution  par  rapport  à  un  point  de  son  a\e  est  un  tore.  Les 
deux  nappes  du  cône  correspondent  aux  deux  nappes  du  tore  limitées  aux  points  coniques. 

Happelons  pour  mémoire  que  la  transformée  par  inversion  d'un  tore  par  rapport  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  s'appelle  unecyclide  de  Uupin. 

Si  le  centre  d'inversion  s'éloigne  indéfiniment  dans  le  plan  équalorial  ou  sur  l'axe  de  révolution,  on 
retrouve  le  tore  à  cause  de  ses  diverses  symétries. 

3.  Les  sections  d'un  tore  par  une  surface  de  degré  m  sont  des  courbes  de  degré  4»m.  Si  la  surface 
considérée  passe  par  le  cercle  de  l'infini  p  fois,  on  a  une  courbe  de  degré  \m  —Ap.  C'est  ainsi  que 
les  sections  d'un  tore  par  un  plan,  une  sphère  ou  un  tore  sont  respectivement  de  degrés  4,  i  et  8,  Nous 
nous  bornerons  dans  ce  qui  suit  à  étudier  les  courbes  planes  ou  spliériques  de  degré  i,  ou  de  degré 
moindre,  que  l'on  peut  tracer  sur  un  tore. 

Les  seuls  cas  de  décomposition  que  nous  trouverons  sont  les  cas  de  deux  coniques,  car  on  ne  peut 
pas  trouver  de  droites  sur  un  tore.  Nous  verrons  d'ailleurs  que  ces  coniques  sont  toujours  des 
cercles.  ^ 

Sections  pla.nks. 

4.  La  section  plane  d'un  tore  est  une  quartifjue  ayant  deux  points  doubles  sur  le  cercle  de  l'infini, 
donc  une  quartique  bicirculairc.  Elle  a  un  axe  de  symétrie,  qui  est  la  projection  de  l'axe  de  révolution 
sur  le  plan  sécant. 

Si  ce  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  l'axe  du  lore,  la  section  est  formée  de  deux  parallèles  qui 
sont  confondus  dans  le  ras  du  parallèle  supérieur  ou  du  parallèle  inférieur. 

Si  ce  plan  est  parallèle  à  l'axe,  on  a  deux  axes  de  symétrie  pour  la  section.  Si  le  plan  est  tangent  au 
tore,  on  a  une  quartique  ayant  trois  points  doul)les,  donc  unirursale.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'il  y  a 
deux  catégories  de  plans  tangents  parallèles  à  l'axe  :  les  premiers  donnent  une  quartique  réduite  à  un 
point  double  isolé,  les  autres  donnent  une  (|uarli(jue  ayant  un  point  double  qui  n'est  isolé  que  si  les 
[ioints  conifjues  sont  réels. 

Dans  le  cas  d'une  (|uartique  à  point  double  non  isolé,  l'angle  des  tangentes  au  point  double  est  celui 
des  asymptotes  de  l'indiratrice  au  point  considéré.  Cet  angle  est  droit  si  le  rayon  du  parallèle  de  ce 
point  est  égal  au  rayon  du  méridien.  On  a  alors  comme  section  plane  une  lemniscale.  11  est  facile  de  voir 
que  par  sa  rolalion  autour  de  l'axe  une  telle  lemniscate  engendre  toute  la  surface  du  tore  et  non  pas 
seulement  une  nappe  de  celte  surface. 

Lcrsque  le  plan  sécant  constamment  parallèle  à  l'axe  se  rapproche  do  plus  en  plus  de  cet  axe,  il 
est  facile  de  voir  (|uelles  sont  les  formes  successives  de  la  seciion  plane  depuis  un  point  double  isolé 
jus(|u'aux  deux  cercles  de  seciion  par  un  plan  méridien.  Si  les  points  coniques  sont  imaginaires,  on 
trouve  d'ailleurs  des  formes  analogues  à  celles  des  ovales  de  Cassini.  Pour  chacune  de  ces  courbes,  la 
recherche  des  points  sur  les  axes  de  .«symétrie  et  des  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  ces  axes  ne 
présente  aucune  diriieulté. 

5.  Supposons  maintenant  que  le  plan  sécant  coupe  l'axe  de  révolution  en  un  point  I  saiîs  lui  être 
perpendiculaire.  Avec  une  puissance  d'inversion  convenable,  I  étant  centre  d'inversion,  on  voit  (jue  le 
tore  et  le  plan  se  Iransfornicnt  en  eux-mêmes.  La  (juartique  d'intersection  admet  donc  I  comme  centre 
d'anallagmatie.  On  retrouve  la  génération  de  telles  quartitjues  comme  enveloppe  de  cercles  en  remar- 
quant (|ue  le  tore  est  l'enveloppe  des  sphères  admettant  comme  grand  cercle  un  cercle  méridien,  sphères 
que  nous  ap|)ellerons  méridiennes.  Les  traces  de  ces  sphères  sur  le  plan  sécant  ont  comme  enveloppe 
la  quarti(|ue  étudiée.  On  voit  que  ces  cercles  sont  orthogonaux,  comme  les  sphères  méridiennes,  à  la 
sphère  d'inversion  de  cenire  I,  et  par  suite  au  cercle  suivant  le(|uel  celle  sphère  d'inversion  est  coupée 
par  le  plan  sécant.  Les  cenlres  de  ces  cercles  décrivent  la  projection  sur  le  plan  sécant  du  lieu  des 
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centres  des  sphères  méridiennes.  Ce  lieu  est  un  cercle  ;  donc  les  cercles  bilan^^enls  ont  leur  centre  sur 
une  ellipse  qui  est  la  déférente.  Ici,  à  cause  de  la  symétrie  de  la  figure,  le  cercle  orthogonal  aux  cercles 
bitangents,  ou  cercle  directeur,  a  son  centre  sur  le  petit  axe  de  l'ellipse  déférente. 

6.  Si  le  plan  sécant  est  tangent  au  tore,  la  quartique  d'intersection  a  un  point  double  et  est  unicur- 
sale.  Le  cercle  directeur  est  alors  tangent  à  la  déférente  au  point  double.  Dans  le  cas  où  les  tangentes 
au  point  double  sont  réelles,  on  les  obtient  en  construisant  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  Il  résulte  de 
cette  construction,  que  nous  préciserons  un  peu  plus  loin,  que  ces  tangentes  sont  rectangulaires  si  le 
point  de  contact  est  le  milieu  de  la  portion  de  normale  au  tore  limitée  à  l'axe  et  au  plan  équatorial. 
Quand  le  rayon  du  parallèle  supérieur  du  tore  est  inférieur  au  diamètre  du  cercle  méridien,  il  y  a  deux 
parallèles  du  tore,  qui  sont  les  lieux  de  tels  points  de  contact.  Leur  construction  est  immédiate. 

Si  le  plan  est  bitangent,  l'intersection  est  une  quartique  à  quatre  points  doubles  (y  compris  les 
points  cycliques).  Elle  se  décompose  en  deux  coniques,  non  dégénérées  en  droites  ;  ce  sont  donc  des 
cercles.  Les  points  de  contact  de  ce  plan  sont  dans  le  plan  de  symétrie  de  la  figure  ;  la  trace  du  plan 
sécant  dans  ce  plan  de  symétrie  est  tangente  commune  aux  deux  cercles  méridiens  de  ce  plan.  Le  cas 
où  elle  est  parallèle  à  la  ligne  des  centres  donne  le  parallèle  supérieur.  Le  cas  où  ellepasse  par  le  centre 
du  tore  donne  le  cas  classique  du  théorème  d'Yvon  Villarceau,  sur  lequel  nous  n'insisterons  pas  davantage. 
Rappelons  seulement  que,  en  projection  sur  le  plan  équatorial,  les  deux  cercles  d'Yvon  Villarceau 
donnent  des  ellipses  ayant  pour  foyer  le  centre  du  tore. 

7.  Nous  avons  supposé  implicitement  que  le  point  de  rencontre  de  l'axe  avec  le  plan  sécant  n'était 
as  un  des  points  coniques  du  tore.  S'il  en  est  autrement,  ce  point  est  un  point  double  de  la  quartique 

d'intersection  qui  est  unicursale.  La  transformation  par  inversion  de  centre  I  ramène  la  courbe  à  être 
une  section  plane  de  cône,  donc  une  conique.  La  quartique  est  alors  une  inverse  de  conique.  Les 
tangentes  au  point  double  sont  les  génératrices  du  cône  tangent  en  I  au  tore  situées  dans  le  plan  sécant. 
Elles  peuvent  être  rectangulaires. 

Si  le  plan  sécant  est  tangent  au  tore  en  I,  on  a  un  point  de  rebroussemeut  pour  la  quartique  de 
section,  quartique  qui  est  l'inverse  d'une  parabole. 

On  voit  que  l'intersection  d'un  tore  par  un  plan  ne  se  décompose  que  si  elle  est  formée  de  deux  cercles, 
ce  que  l'on  peut  traduire  encore  en  disant  que  les  seules  coniques  tracées  sur  un  tore  sont  des  cercles. 
Ils  peuvent  appartenir  à  l'une  des  trois  familles  :  méridiens,  parallèles,  cercles  d'Yvon  Villarceau. 

8.  Nous  avons  vu  que  chacune  de  ces  quartiques  peut  être  considérée  comme  enveloppe  de  cercles 

bitangents.  On  pourrait  en  déduire  la  construction  du  rnyon  de  courbure  en  un 
point,  mais  nous  allons  déduire  cette  construction  de  la  recherche  de  l'indica- 
trice en  un  point  du  tore.  En  un  point  A  du  tore,  point  que  nous  prendrons 
dans  le  plan  de  figure,  l'un  des  axes  de  l'indicatrice  est  par  raison  de  symétrie 
la  tangente  AT  au  méridien  r.  Le  rayon  de  courbure  correspondant  est  par 
suite  le  rayon  AG  de  ce  cercle.  L'autre  axe  de  l'indicatrice  est  la  normale  au 
plan  de  figure  en  A.  Parmi  les  plans  passant  par  cette  droite,  il  y  en  a  un,  le 
plan  du  parallèle  de  A,  qui  donne  une  courbe  de  rayon  de  courbure  connu  AM. 
Le  théorème   de  Meunier  permet  d'en  conclure  que  le  point  N  où  AC  coupe 

l'axe  est  le  second  centre  de  courbure  principal.  Ces  raisonnements  sont  classiques  et  s'appliquent  à 
n'importe  quelle  surface  de  révolution.  On  peut  donc  construire  sans  peine  l'indicatrice.  On  voit  en 
particulier  que  c'est  une  hyperbole  équilatère  quand  AC  =  AN,  propriété  que  nous  avons  utilisée 
ci-dessus. 

La  connaissance  de  l'indicatrice  donne  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  toute  section 
plane,  puisque  l'on  peut  construire  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  de  l'indicatrice,  c'est-à-dire 
la  tangente  à  la  courbe,  et  en  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  passant  par  celte 
tangente.  Le  théorème  de  Meunier  donnera  ensuite  le  rayon  de  courbure  de  la  section  considérée. 
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Sif^nalons  encore  la  mélhode  qui  consiste  à  substituer  au  tore  la  surface  engendrée  par  la  rotation 
autour  de  M.N  d'une  conique  d'axe  M.N  ayant  le  cercle  r  comme  cercle  o<culateur  en  A,  On  obtient 
ainsi  une  quadrique  dont  la  section  par  le  plan  sécant  donné  est  une  conique  de  même  cercle  de 
courbure  en  A  que  la  section  du  tore.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  les  conslruclions. 

{A  suivre.) 
♦ 
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2142.  —  La  perpendiculaire  élevée  au  milieu  du  rayon  de  courbure  d'une  parabole  enveloppe  une- 
courbe  du  quatrième  degré.  La  construire. 

Soient     7'  —  ^2px  =  0    l'équation  de  la  parabole  rapportée  à  ses  axes  ordinaires,  et    j,  ?  les  coor- 
données du  pied  de  la  normale  sur  laquelle  so  trouve  le  rayon  de  courbure.  L'équation  de  cette  normale 


est  i^  =  y^ 


-V 


Soit  p  la  valeur  commune  des  rapports;  on  sait  que  le  rayon  de  courbure  est  le  double  de   la 
portion  de  normale  comprise  entre  la  directrice  et  la  parabole;  par  suite,  le  p  du  milieu  est  égal  au  p 


p 
changé  désigne  du  point  de  rencontre  avec  la  directrice;  pour     x  =  — — ,     celui-ci  est 

donc  les  coordonnées  du  point  cherché  sont  données  par 

P 

3-H  — 
X  —  1  y  —  ^  :2 


•4 


-p        'f  p   ' 


- —     nous  aurons     .t  =  — ,     1/  =  —    • — ;^ 

'ip  p       ^        p\     ^p 

La  droite  menée  par  ce  point  perpendiculairomenl  i\  la  normale  a  donc  pour  é(iualion 


Portons  les  axes  au  fover  et  rempla(;ons  a  par    — — '■     nous  aurons    .t  =  — ,     y  =  — { 


^  ^    y  P(  r\ 


0"  y  =  -—     -»     s,„, 


P^_  ? ^ 


L'enveloppe  de  celle  droite  s'obtient  en  dérivant  son  équation  par  rapport  à  ^,  et  calculant  x  et  ;/ 


,     r    r.     .   ,                  px        i         3i' 
en  fonction  de  3.  Ceci  donne     —  -, ;^ =  0,     ou 


ip     .  "ip 
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En  posant     [i  =  pt,     les  équalions  paramétriques  de  reuveloppe  sont  donc 

Ce  sont  les  équations  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  aisée  à  construire. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  d'abord  que  le  cliangement  de  t  en 
—  t  laisse  x  invariable  et  change  y  en  —  y.  La  courbe  est  donc 
symétrique  par  rapport  à  Ox,   et,  pour  en  obtenir  la  moitié,  il  suffit  de 

X 


faire  varier  i  de  0  à    -+-00.     Pour     <  =  0,    x  el  y  sont  nuls, 


est 


y 


infini  ;  pour     /  =  oc  ,     x  ei  y  sont  égaux  à     —  »,     —     est  nul  ;  x'  et  y' 


X 


y 

sont  toujours  négatifs,    -^    toujours  positif  : 


■L 

x' 


G/^ 


1 


6/^  -H  t 
La  courbe  a  donc  la  forme  ci-dessus;  elle  a  l'aspect  d'une  parabole. 


M.  ROUX,  LeCreusot. 
Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai  ;  L.  Naccflle,  à  la  Châtre  ;  M.  Ullmann,  à  Héricourt  ;  Roy  Gaston  ;  L.  TniniNGEn. 


2214.  —   La  normale  en  M  à  une  courbe  C  rencontre  Vaxe  Ox  en  un  point  N,  et  sur  la  tangente  en  M 
on  porte    MP  =  MN.     Déterminer  la  courbe  C  de  façon  que  le  lieu  de  P  soit  une  droite  donnée  A.  Examiner 

le  cas  où  V angle  de  A  avec  Ox  est  égal  à  45°. 

Soient  x  ei  y  les  coordonnées  du  point  M.  On  sait  que  la  normale  en 
ce  point  a  pour  équation 

(X_x)x'  +  (Y-?/)y'=:0, 

x'  et  xf  étant  les  dérivées  de  x  et  de  y  par  rapport  au  paramètre  dont  k* 
lieu  dépend.  L'abscisse  de  N  est  donc  fournie  par  la  relation 


x-x=n- 


X 


et  la    longueur  MN  est  donnée  par 


^}\'  —  y- 


yy 


X 


TTi 


r  ^  . 

En  portant  celle  longueur  sur  la  tangente  à  pnrlir  du  point  M,  on  obtient,  pour  les  coordonnées 
du  point  P, 

X  =  a:H- MN  cosa,  Y  =  y -h  MN  sina. 

0^ 


cosa  = 


X 


sjx'^^y'^ 


et  les  coordonnées  du  point  P  sont 


X  =  a7H-y, 


sm  a  =:  ''  , 

slx''-^y'^ 


]iy_ 

x' 
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En  tenanl  compte  du  double  signe  du  radical,  on  pourrait  aussi  i>ien  prendre  les  expressions 

Adoptons  les  premières,  et  ex()rimons  quf  le  point  P  est  sur  une  droite  donnée  A.  Comme  nous 
pouvons  supposer  que  celte  droite  passe  au  point  0,  elle  aura  pour  équation  y  =  mx,  et  nous  aurons 
la  relation 

Prenons  alors  j-  comme  variable  indépendante,  y  sera  solution  de  l'équation  différontielle 

y-^?/?/'  =  "»(^-+-y)- 

C'est  une  équation  homogène  que  nous  résoudrons  en  posant  y=.lx.  Alors  y'z=.l-\-xt\  et 
l'équation  devient 

*/-+-/(f-l-x/')  =  m(l-hO, 
//'jr  =  (i-|-/)(m— Oi 

dx /'// 

~x  "  (l-h/Hm  — 0  ' 
Le  second  membre  est  une  fraction  ralioiinflle  <jiii  |)rend  la  forme 

_\_  B 

en  l'idenlilianl  avec  la  première  forme,  on  obli-'iit  * 

B  — A=:l,  B  i  Am=0, 

A  =  ^'    ,  B=     "' 


1  -\-  m'  1  +  m ' 

el  rinh-gralc  f^enéralc  de  léqualion  dillV-rcntielle  est  donnée  par 

Lj  =  i^-*    L   I4-/I  — j-^L|m— /|, 
C      1  -h  m  '      i  -f-  m  " 

Nous  avons  supposé     1  -f-  /     el     m  —  i     positifs;  si  nous  supposons  x  positif  aussi,  nou'^  .nimnx 

(a-)'-'(i    t   Ol»"  — 0"'  =  C, 
OU 

(x  -f-  y)  (mx  —  »/)"•  =  C. 

Telle  est  la  courbe  qui  correspond  au  ras  dont  nous  avons  parlé.    Les  autres  cas  donneraient 
la  courbe 

Supposons  maintenant  que  m  soi!  nul;  nous  aurons  alors 

équation  qui  dtmnc  li-s  deux  solutions  évidentes     y  =z()     et     .r  -\-  y  =  C. 

Si    cnliii   nous   supposons     ?n=l,     c'est-Ji-dire   l'angle    de    A    avec   Ox  égal  à    i5',    l'équation 
dilTérenlielle  deviendra 

dx        Ittt  tdx       "itdt 

X 

ce  qui  donne 


r^?'       '»"        ir-i-/« 


L^,  -^-^^  =  Lx-,  x^l -/')  =  €,  x'-./«  =  C. 
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Les  courbes  correspondantes  sont  des  hyperboles  équilalères,  ayant  pour  axes  Ox  et  Oy.  Cette 
solution  était  d'ailleurs  évidente  a  priori,  comme  on  s'en  rendra  facilement  compte  en  revenant  aux 
propriétés  de  cette  courbe,  et  remarquant  que  OM  et  la  normale  en  M  sont  également  inclinées  sur 
les  axes. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Fourmies;  M.  Jolly,  à  Honfleur;  G.  Lach,  à  Douai;   P.  Marti.n,  à  Toulon. 

♦ 
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2254.  —  1"  Une  sphère  a  G''™  de  rayon.  La  ligne  de  rappel  oo'  des  projections  du  centre  a  pour  longueur  17<=™. 

Elle  est  parallèle  au  grand  côté  de  la  feuille,  à  ii"'^  du  boni  droit,  le  point  o  à  12""' du  bord  inférieur. 

,\  ~°  Un  cône  de  révolution  a  son  ace  dans  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère.  Son  sommet 

I   \         (s,  s')  est  sur  la  verticale  et  au-dessus  du  point  le  plus  à  droite  ('/,  d')  de  la  sphère.  Une  des  généra- 

\\  ,t     triées  de  front  passe  par  le  centre  et  fait  avec  V  horizontale  o'd'  un  angle  égal  à  ^  .  L'autre  généra- 

h  trice  de  front  est  la  tangente  non  verticale  menée  par  s'  au  contour  apparent  vertical  de  la  sphère. 
-—\  On  représentera  le  solide,  supposé  opaque,  formé  par  l'ensemble  de  la  sphère  et  du  cône,  ce 

\  dernier  étant  limité,  d'une  part  à  son  sommet  et,  d'autre  part,  au  plan  perpendiculaire  à  son  axe 

\  j  mené  par  la  trace  bb'  de  la  droite  [so,  s'u')  sur  le  plan  tangent  à  la  sphère  en  son  point  le  plus  bas. 

_is  (École  Polylechnifjue,  1914.) 

V"      o    ~  jd 
V  /  II  n'y  a  pas  lieu  d'insister  sur  la  mise  en  place  du  cône,  qui  est  représenté  sur  le  plan 

vertical  par  le  triangle  isocèle  s'a'b'.  Le  contour  apparent  horizontal  se  construira  au  moyen 
de  l'une  des  sphères  que  nous  aurons  à  inscrire  dans  cette  surface.  Quant  à  la  base,  elle  se  projette  suivant 
une  ellipse  dont  le  petit  axe  ab  est  déterminé  par  deux  lignes  de  rappel,  le  grand  axe  étant  égal  au  diamètre 
a'b'  du  cercle  de  l'espace.  La  jonction  en  y  et  Yi  avec  les  génératrices  de  contour  apparent  sera  donnée  rigou- 
reusement par  les  traces  de  ces  droites  sur  le  plan  de  la  base. 

Nous  allons  nous  occuper  spécialement  de  la  courbe  d'intersection  (r)  des  deux  surfaces. 

I.  Construction  d'un  point  quelconque.  —  On  obtiendra  facilement  un  point  de  la  courbe  en  associant  un 
cercle  de  la  sphère  avec  une  génératrice  rectillgne  du  cône,  ou  avec  un  cercle  situé  sur  cette  surface.  Nous 
n'appliquerons  le  premier  procédé  que  pour  trouver  les  points  situés  sur  des  génératrices  remarquables.  Pour 
les  autres  points,  nous  traiterons  la  sphère  comme  une  surface  de  révolution  à  axe  frontal  et,  en  laissant  à  cet 
axe  une  direction  variable,  nous  nous  réserverons  la  faculté  de  n'employer  que  des  sphères  auxiliaires  limites, 
inscrites  dans  le  cône. 

Chacune  d'elles  (t,^')  a  en  commun  avec  ce  cône  un  cercle  double,  projeté  verticalement  suivant  un  segment 
de  droite  p'q'.  Elle  coupe,  d'autre  part,  la  sphère  donnée  (o.o'j  suivant  un  autre  cercle,  également  projeté 
suivant  le  segment  p[q[.  Ce  dernier  cercle,  dans  l'espace,  rencontre  donc  la  courbe  (F)  en  deux  couples  de 
points  confondus;  il  est  ainsi  bitangent  à  cette  courbe,  et  nous  utiliserons  plus  loin  ce  résultat.  Les  deux 
points  M,  Mj  qu'il  fournit  ont  pour  projection  verticale  coinmune  le  point  m'  où  se  coupent  les  droites  p'ç',  p[q[, 
et  les  projections  horizontales  m,  m,  s'en  déduisent  par  un  rappel  sur  le  cercle  déterminé  dans  la  sphère  par  le 
plan  horizontal  p^q'^. 

II.  Tangente  en  un  point  construit  (m,  m').  —  D'après  ce  qui  précède,  la  droite  pyq',  donnera  immédiate- 
ment la  tangente  en  m'  à  la  projection  verticale  de  (r).  Le  rappel  horizontal  pourrait  se  faire  à  l'aide  d'une 
horizontale  du  plan  normal;  mais  on  s'est  borné  ici  à  rattacher  la  tangente  au  plan  tangent  à  la  sphère  (o,  o'). 
Le  point  t'  où  la  projection  p[q\  rencontre  l'horizontale  de  o'  se  rappelle  sur  la  trace  ft  du  plan  tangent  sur  le 
plan  horizontal  de  (o,  o').  Cette  trace,  perpendiculaire  à  om,  passe  par  le  point  /"fourni  par  la  frontale  (mf,  m'f) 
du  plan  tangent. 

III.  Points  remarquables.  —  1°  Points  situés  sur  les  co.ntours  apparents  verticaux  de  la  sphère  et  du  cône. 
—  On  prend  directement  les  intersections  des  contours  apparents  verticaux  des  deux  surfaces,  situés  dans  le 
plan  frontal  de  {o,  o').  La  génératrice  s'o'  fournit  les  points  c'  et  d'  ra))pelés  en  c  et  d  sur  so.  Les  tangentes  à  (T) 
(c,  c')  et  {d,  d')  sont  des  droites  de  bout  dont  les  projections  horizontales  sont  confondues  avec  les  lignes  de 
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rappel.  En  projection  verticale,  nous  avons  deux  tangentes  c'/i',  d'k',  qui  sont  toujours  les  traces   des  plans 
radicaux  de  la  sphère  (o,  o')  et  des  sphères  auxiliaires  correspondantes  (x,  a'),  (,3,  ^'). 

En  outre,  la  seconde  génératrice  de  contour  apparent  vertical  du  cône  est  tangente  à  la  sphère  en  un 
point  (z,  i')  qui  est  un  point  de  contact  des  deux  surfaces,  et  par  suite  un  point  double  de  leur  intersection  (T). 
Le  point  i'  est  un  point  de  contact  de  la  projection  verticale  de  (r)  et  du  grand  cercle  (o').  Pour  avoir,  en 
projection  horizontale,  les  tangentes  au  point  double  i,  nous  emploierons  la  méthode  classique  du  cône 
auxiliaire  de  sommet  [i,  i')  qui  admet  pour  directrice  (F).  On  sait  qu'il  est  aussi  de  révolution,  et  qu'il  a  son 
axe  parallèle  à  celui  du  cône  donné.  Nous  construirons  facilement  sa  base  circulaire  tlans  le  même  plan  de 
bout  a'b',  en  considérant  la  génératrice  particulière  qui  passe  par  le  point  {c,c').  Par  un  rabattement  de  cette 
base  sur  le  plan  frontal  de  {0,0'),  nous  obtiendrons  les  génératrices  du  cône(t,  i']  situées  dans  le  plan  de  bout 
s'i'.  Leurs  projections  horizontales  iu,  i»,  donneront  les  tangentes  au  point  double  i. 

On  remarque  incidemment  que  les  points  i'  et  c'  sont  situés  sur  une  même  ligne  de  rappel.  Car  soit  i  le 
point  plus  à  droite  du  cercle  (0')  ;  d'après  l'inclinaison  du  diamètre  o's',  la  corde  l'i,  qui  lui  est  perpendiculaire,  est 
le  côté  d'un  triangle  équilatéVal  inscrit,  dont  c'  est  forcément  le  troisième  sommet.  Le  côté  c'i'  est  alors  perpen- 
diculaire à  o'I'.  Il  en  résulte  que  la  projection  horizontale  de  (F)  présentera  en  i  un  point  triple,  dont  la  troisième 
tangente  sera,  comme  il  a  déjà  été  dit,  confondue  avec  la  ligne  de  rappel  ce'. 

2"  Points  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère  [o,  o').  —  On  les  obtient  en  prenant 
comme  surface  auxiliaire  la  sphère  passant  par  le  grand  cercle  horizontal,  et  dont  le  centre  (0,  0';  est  sur  l'axe 
du  cône.  Elle  coupe  ce  dernier  suivant  deux  parallèles  dont  le  plus  grand  seulement  rencontre  la  sphère,  et 
donne  les  points  (X,  X'),  (Xj,  X'). 

3°  Points  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cône.  —  Les  deux  génératrices  de  contour 
apparent,  construites  au  moyen  des  points  ([jl,  [jl'),  ([jl,,  [jl')  où  elles  touchent  la  sphère  inscrite  (a,  -x'),  sont  situées 
dans  un  même  plan  de  bout  dont  le  rabattement  sur  le  plan  frontal  de  (0,  0')  permet  de  construire  les  points 

(?»  ?').  (Pi,  ?')• 

40  Points  A  tangentes  remarquables.  —  On  obtient  immédiatement,  en  projection  verticale,  un  point  dont  la 
tangente  a  une  direction  donnée  à  l'avance.  Il  suffit  de  remarquer  que  la  tangente  m'i'  est  toujours  perpendicu- 
laire ào'ff';  on  devra  donc  choisir  a'  de  manière  que  cette  dernière  droite  soit  perpendiculaire  à  la  diiection 
donnée. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  déterminé,  en  particulier,  le  point  (e,  e')  à  tangente  de  profil,  et  le  point  le  plus 
haut  {g,  g'),  rappelé  horizontalement  en  g  etr/j.  Pour  ce  dernier  cas,  le  cercle  bitangent  se  projette  en  vraie 
grandeur,  ce  qui  est  très  utile  pour  le  tracé  de  la  boucle. 

Enfin,  on  savait  a  priori  que  la  projection  verticale  de  la  courbe  est  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendi- 
culaire à  celui  du  cône  donné.  On  le  détermine  par  l'intermédiaire  du  sommet  to',  dont  la  tangente  est  parallèle 
à  l'axe  du  cône. 

Cette  parabole  sera  un  guide  suffisant  pour  la  jonction  des  points  en  projection  horizontale.  On  aura 
ainsi  un  trifolium  symétrique.  On  peut  remarquer  incidemment  qu'en  considérant  la  courbe  (P)  comme 
l'intersection  des  cônes  (s,  s')  et  ('',  i'))  ofi  ^  une  relation  linéaire  entre  les  longueurs  des  génératrices  qui 
aboutissent  en  un  même  point  de  cette  courbe,  puisqu'il  en  est  ainsi  pour  leurs  projections  sur  la  direction 
commune  des  axes.  Donc  si  l'on  avait  projeté  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cette  direction,  on  aurait  obtenu 
une  cartésienne  ayant  pour  foyers  les  pieds  des  deux  axes.  C'est  un  limaçon  de  Pascal. 

M.  MAZET,  à  Alger,  a  traité  la  question  en  coupant  par  des  plans  de  bout  passant  par  le  sommet  du  cône.  Celte 

méthode,  outre  la  place  qu'elle  a  exigée  pour  les  rabattements,  présente  l'inconvénient  de  ne  fournir  que  peu  de  points 

remarquables.  En  particulier,  elle  n'a  pas  révélé  le  contact  de  la  projection  horizontale  de  la  courbe   avec  le  contour 

apparent  de  la  sphère.  J.   L. 
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9997.  Construire  la  courbe    v  =  —  •  -3—: — ô-    Calculer  l'aire  limitée  par  cette  courbe  et  les  droites 

y  ^  0,  J  ^  0,  r  =  a. 

9998.  —  Discuter  les  tangentes  menées  à  la  courbe    x^  —  iay'^  =0    par  un  point  quelconque. 
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9999    —  ConslruLre  la  courbe    x  =  sin2<,    y  =  sin3/,    et  calculer  son  aire. 

10000.  —  Lieu  «les  points  tels  que  le  produit  de  leurs  dislances  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  soit  constant. 

10001.  —  Trouver  le  volume  engendré  par  la  courbe    pî  =  a*  cos2(.)    en  tournant  autour  de  l'axe  polaire. 

_  2.  —  Construire  la  courbe  (x* -f  y*)  (y  —  2x)  —  ixy  =  0  en  posant  y  =z  tx.  On  considère  les  trois  points  de 
la  courlt»'  dont  les  t  sont  racines  de  l'équation  p  —  ct^A-  11/  — 6  =  0.  Former  IVquation  du  cercle  pa>-ant  |.artes 
trois  points. 

3.  —  Lonf.'ueiir  de  l'arc  de  la  courbe    p  =  cos*<.). 

—  4.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que    x  =  cos'a.     a  éUnt  l'angle  de  la  Ungentc  avec  Ox. 

—  5.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  l'axe  «les  y  et  à  la  courbe    y  =  Lr. 

—  6.  —  Trouver  l'aire  limitée  par  la  parabole    y*  —  2/)t  =  0    et  la  droite     ux  +  v>j  +  w  =  0. 

_    7.  _  Délinilion  de  l'Iiypocycloïde  à  trois  rebruu^sements.  Principales  propriétés  de  la  courbe. 
_    8.  —  Calculer  le  rayon  de  courbure  ft  l'origine  «le  la  courbe    j* -|- y*  —  y -}- -r  =  0. 

«  * 

—  9.  —  On  considère  la  courbe     (-1  +  (?)   =  1.    Trouver  la  longueur  de  l'arc  situé  dans  l'angle  -rOy. 

—  10.  —  Hcctifler  la  courbe    x  =  acos^l,  y  =  «sini^ 

.  .      ,  ,  (IX*  4-  6x  +  c, 

—  11.        Dans  qufl  cas  peut-on   rectifier  la  courbe    !/ — g^x  +  R 

_  j2.  Enveloppe  «le  la  ilroite     (/ -f  l)'r  —  y  —  P -^  0.     On  prend  sur  la  courbe  obtenue  le  point  de   pnranielrc  0. 

La  tangente  en  ce  point   rencontre  l'enveloppe  en  deux  autres  poinls:  lieu  du  point  île  rencontre  des  lanirenles  en  ces 
deux  points. 

—  13.  —Construire  la  courbe  définie  par  les  équations  x  =  a(2  ces/ -f  cos20,  y  =  a(2  8in<  +  sin2/).  On  lui 
mène  deux  tangentes  parallèles.  Lieu  du  milieu  des  poinls  de  contact. 

_  14  _  Trouver  le  volume  engendré  par  une  ellip--;  qui  tourne  autour  d'un  diamètre.  Comment  varie  ce  volume 
quard  le  diamètre  tourne  autour  du  centre? 

__  15.  _  On  donne  deux  cercles  C  et  C;  on  mène  au  cercle  C  une  langente  variable  T  et  au  cercle  C  une  tangente  T' 
perpenilicuiaire  à  T;  lieu  du  point  de  rencontre  de  T  et  T  . 

jg    .  ,  Trouver  en  coordonnées  polaires  l'équation  de  la  podaire  d'une  ellipse  par  rapport  à  son  centre.  Volume 

engendré  par  celle  podaire  en  lr)urnant  auUuir  du  grand  axe  de  l'ellipse. 

_  17.  _  Construire  la  courbe  définie  par  les  équations 

_         /'  _l'-  —  2l 

^  —  f  +  t--r         *'~  /  — 1  ' 
On  coupe  celle  courbe  par  une  «Iroite  qui  passe  à  l'origine:  lieu  du  milieu  «les  «leux   poinls  de   rencontre  autres  que 
l'origine. 

—  18.    -  l.ludier  la  courije     y  =  eus  \..     Cas  oii   j-  est  négatif. 

_  19,  _  Calculer  l'arc  do  la  courbe    «op  =  o.    com|>ri8  entre  les  points  p,  et  pj. 

—  20.  —  Construire  la  courbe    x* -f  y^  --nr*//».     Aire  de  la  boucle. 

21.   Construire    la    courbe        x  =  «    '-ri*  V  =  "  ;,  ,  Trouver    l'aire    de    la   surface   de    révolution 

engentirée  par  celle  courbe  en  tournant  autour  de  Or. 

_  22.  Construire  la  courbe    p'  =  «' cos2«i>.     Kvaluer  l'aire  cngen«lrée  par  celle  courbe  en  tournant  autour  de  la 

«Iroite    II)  =  a. 

_  23.  —  Oti  donne  la  courbe     y' =  3«x*  —  x';     la  tajigenle   en  un  point   \    rencontre   la  courbe  en  un  autre 

point  H.  Démontrer  «jue     IgfJOi  -f  2tg,Corr  =  0. 

X       u 

—  24   —  Construire  la  courbe      »/»  =  »  \     Trouver  le  lieu  «les  milieux  des  cordes  parallèles  ^  la  «Iroite     -  =  -. 

/'       7 

_  2B.  —  Calculer  la  bmgucur  de  la  cardioide    p  =  a(l  -f  cosco). 

_  26.  —  Longueur  totale  de  lenvelopitc  «l'une  droite  «le  longueur  constante  qui  s'appuie  sur  deux  droites  rec- 
(angiilaires. 

_  27.  —  Caustique  «lu  ilioptrr  plan. 

28.  —  Knveloppe  d'une  droite  Tormant  avec  «Icnx  droites  llxcs  un  triangle  «le  périmètre  constant. 

—  29.  —  Trouver  le  rayon  de  courbure  de  l'enveloppe  de  la  droite    x  cos/ -f  y  *'"'  = /"(')• 
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—  30.  —  Trouver  les  courbes  telles  que       ^  =  "      ,   (,Qg^u  >     &  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  une  direction  fixe. 

—  31.  —  On  donne  deux  cercles   qui  se  coupent  aux  points  A  et  B.  Par  le  point  B  on  mène  une  sécante  qui  ren- 
contre les  cercles  en  Met  M'.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMM'. 

s 

—  32.  —  Étudier  la  courbe      y^ae",    s  étant  l'arc. 

■i  2  -2 

—  33.  —  Construire  la  courbe      a-s  +  )/o  =  «.î.     Calculer  sa  longueur. 

—  34.  —  Construire  la  courbe  x''  ^=  a^(x  -\-  y).  La  tangente  au  point  A  rencontre  la  courbe  au  point  B.  Lieu  du 
milieu  de  AB. 

—  35.  —  Construire  la  courbe  y  ^  l  —  cos'r.  Calculer  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et  les  droites 
x  =  Q,  a;  =  271.     Volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant  autour  de   Ox. 

—  36.  —  Construire  la  courbe    ?/2(a  —  x}:=x^.    Combien  peut-on  lui  mener  de  tangentes  par  un  point?  Discuter. 

—  37.  —  Enveloppe  des  droites  coupant  une  cycloïde  sous  l'angle  de  45°,  ou  sous  un  angle  quelconque  a. 

—  38.  —  Construire  la  courbe  (2a  —  x)y^  =  x^.  Trouver  l'aire  de  cette  courbe  comprise  entre  les  ordonnées 
j;  =  0    et    X  =  2n. 

(l  cos^  t 

—  39.  —  Construire  la  courbe    x  =  rtsin/,  ,  y  =^  q msT    déterminer  les  points  d'inflexion.     Oj^quÀ- 

—  40.  —  Calculer  l'aire  engendrée  par  un  arceau  de  cycloïde  tournant  autour  d'une  tangente  de  rebroussement. 

—  41.  —  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  Ox  pour  la  cubique    ^/^  =  ^(^^  —  y^)- 

—  42.  —  On  donne  deux  droites  parallèles  A,  A'  et  un  cercle  tangent  à  A'  au  point  L  D'un  point  quelconque 
A  de  A  on  mène  des  tangentes  au  cercle,  lesquelles  rencontrent  A'  aux  points  B  et  C.  Trouver  la  relation  qui  existe 
entre  ÎB   et  ÎG. 

—  43.  —  Construire  la  courbe      x  =  -j—, — -,  V  =  71 — r-r-     Point  double;  aire  de  la  boucle. 

—  44.  —  Développée  de      y  =  asin-  ■ 

—  45.  —  Lieu  des  points  de  rebroussement  des  cubiques  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites  données. 

—  46.  —  Démontrer  que  la  transformation     X  =  e^cosy,     Y^e^siny    conserve  les  angles. 

—  47.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0  et  un  point  A,  situé  dans  son  plan.  D'un  point  M,  variable  sur  le 
cercle,  on  abaisse  MB  perpendiculaire  sur  OA.  Déterminer  le  point  M  de  manière  qne  la  bissectrice  de  l'angle  BMA  passe 
par  le  point  0.  En  supposant  que  A  se  déplace  sur  un  diamètre,  trouver  l'enveloppe  de  M.\  telle  que  MO  soit  bissectrice 
de  l'angle  BMA. 

—  48.  —  On  mène  à  la  cardioïde  p  =  fl(l+cosw)  deux  tangentes  parallèles.  Lieu  du  milieu  des  points  de 
contact.       en<^.  t«c  X  r  15:  f  =  ^  (i-Ci>,to^ 

—  49.  —  La  tangente  en  un  point  M  de  la  cardioïde  p:=a(l  -f-costo)  rencontre  la  courbe  en  deux  autres  points 
A  et  B.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B.  ^ c  y-x,JLA/u»^ 

—  50.  —  Que  représentent  les  équations  a'  :=  ^  _  ., ,  y  =:  "  _|  ,  ?  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  t  de 
deux  points  diamétralement  opposés. 

—  51.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  parabole  et  passant  par  son  sommet. 

—  52.  —  Trouver  la  normale  à  la  parabole  qui  intercepte  le  plus  petit  arc. 

—  53.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  parabole  une  tangente  et  une  normale  rectangulaires. 

—  54.  —  On  donne  une  parabole  et  un  point.  Déterminer  deux  droites  conjuguées  rectangulaires  par  rapport  à  la 
parabole  et  passant  par  le  point.  Solutions  analytique  et  géométrique. 

—  55.  —  On  donne  trois  points  en  ligne  droite  A,  B,  G  et  on  considère  les  paraboles  qui  passent  par  les  points  A,  B 
et  dont  la  tangente  au  sommet  passe  par  le  point  C.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  G. 

—  56.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  une  hyperbole.  Construire  la  courbe 
en  coordonnées  polaires. 

—  57.  —  Deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles  et  se  coupent  à  angle  droit,  en  leurs  deux  points  d'intersection. 
La  distance  des  axes  étant  constante  et  égale  à  a,  trouver  le  minimum  de  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes. 

—  58.  —  On  considère  la  parabole  y^  —  2px  =  0.  On  joint  le  point  0  à  un  point  M  de  la  courbe,  et  on  prend 
la  droite  D  symétrique  de  OM  par  rapport  à  la  tangente  au  point  M.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  D. 

—  59.  —  On  donne  une  droite  D  et  un  point  F,  et  on  demande  l'équation  générale  des  hyperboles  admettant  D 
comme  asymptote  et  F  comme  foyer.  Lieu  des  sommets. 

—  60.  —  On  donne  deux  paraboles  de  même  sommet,  ayant  leurs  axes  perpendiculaires.  La  tangente  en  un  point  A 
de  l'une  rencontre  l'autre  en  B  et  G;  trouver  le  lieu  du  point  M,  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  à  B  et  C. 

—  61.  —  Trouver  la  directrice  de  la  conique  x2  —  2ry-j- y- —  2x- =  0.  Équation  générale  des  tangentes  en  fonc- 
tion rationnelle  d'un  paramètre. 
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—  62    —  Une  droite    variable  rencontre  une  parabole  en  deux  points  A  et  B.  la  tan^reiite  au  sommet  en  C  et  Taxe 
D.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  quand  C  el  D  sont  conjugués  harmoni.jues  par  rapport  a  A  et  l«. 

—  63.  —  Des  rayons  lumineux  perpendiculaires  à  l'axe  d'une  [.arabolc  se  rénéchissenl  sur  la  courbe.  Trouver  l'enve- 
loppe des  rayons  rùfléciiis. 

—  64.  —  Diux  tangentes  pcrpen<liculaircs  a  une  ellipse  interceptent  des  cordes  égales  sur  une  hyperbole  éauila- 
tère  homofucale.  .  r  -« 

—  65.  —  Enveloppe  des  asymptotes  de  la  curbc    x^  +  2/,ry  —  y» -|- 2.r  =  0. 

—  66.  —  Équation  générale  des  paraixdcs  tangentes  à  une  droite  (ixe  D  en  un  point  fixe  A,  cl  dont  le  foyer  est  sur 
une  droite  donnée  D'  passant  au  point  A.  Lieu  des  sommets. 

~  ®'''-  ~  '"'*  normale  en  un  point  M  d'une  parabole  rencontre  la  courbe  en  un  deuxième  point,  N.  Trouver  l'enve- 
loppe de  la  perpendiculaire  à  la  corde  .MN  en  son  jnilieu. 

X      —  68.  —  Lieu  des  sommets  des  liypcrboles  équilalércs  ayant  un  foyrr  donné  et  passant  par  un  puint  donné. 

—  69.  —  On  projette  un  point  .M  d'une  ellipse  en  P  et  Q  sur  les  axes.  Trouver  l'tMiveloppe  de  la  droite  l'y  Montrer 
que  celte  enveloppe  est  une  développée  d'ellip-e. 

—  70.  —  Kn  un  point  d'une  ellipse  on  mène  une  droite  faisant  45*  avec  la  tangente  en  ce  point.  Trouver  l'enveloppe 
de  celte  droite. 

~  .*''*•  ~  ''^'"'  ''»  parabole  i/'  — 2/'x  =  0  on'considère  trois  points  variables  dont  les  ordonnées  sont  rarin.s  de 
l'équalion     y'  +  >yi  —  ;>iy  -f  >,pi  =  o.     Envelop|)e  des  cùles  du  triangle  défini  par  ces  points. 

~"  "^^  —  '-'*'"  *Jes  points  tels  que  les  quatre  normales  issues  de  ce  point  à  une  livperbole  équilaleie  forment  un  fais- 
ceau liarmonicjue. 

—  73.  —  On  donne  une  parabole  y*—2pr=0,  elon  considère  un  cercle  ayant  son  centre  au  point  de  rebrous- 
sement  de  la  développée.  Déterminer  le  rayon  du  cercle  pour  qu'il  existe  un  triangle  inscrit  dans  la  parabole  el  circon- 
scnl  au  cercle. 

—  74.  —  Trouver  le  centre  de  la  ronique    x=  '-~  '  +  '*  , ,  _  V  +  ^~^'. 

—  76.  —  Trouver  la  directrice  de  la  parabole    x  =  I  -f  /  -f  <»,  'j  =  —  1'+  2/  —  2/*. 

~  '''®    ""  '''<'"  ''"  symétrique  du  centre  de  courbur.-  en  un  point  M  d'une  ellipse  par  rapport  au  point  M. 

~"  "^"^^  "~  *^'"  donne  deux  axes  reclan^iilaires  Ox,  (•»/  el  on  considère  une  ellipse  variable  |.assanl  par  Inripine  el 
dont  les  foyers  sont  respeclivcment  sur  Oj  et  Oy.  En  outre,  la  longueur  du  petit  axe  est  ciislimle:  lr..,,v.r  le  li-ii  du 
centre.  %X(  i  'î.w'*^ 

—  78.  —  On  donne  une  jiarabole  el  un  point.  l'ar  ce  point  on  mène  une  sécante  variable  rencontrant  la  courbe 
aux  points  A  et  U.  Iruuver  l'enveloppe  du  cercle  ayant  AIJ  eomuie  diamètre. 

—  79.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  des  coniques  homofocalcs. 

—  80.  —  Trouver  la  directrice  de  la  parabole    x*  —  2ry  -f  j/«  —  2j  =  0. 

—  81.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  i»arabolc  vues  d'un  point  fixe  sous  un  angle  droit. 

,       —  82.  —  Trouver  le  rayon  de  courbure  en   un  point  M  de  l'hvperbole  équilatèrc    j-y  =  k^.     C.i.mparer  ce  ravon  à 
la  longueur  de  la  corde  déterminée  par  la  normale  en  M. 

,  .    —,  ®^'  —  ^"  considère  une  parabole     v»  —  2;>./  =  (i     .1  nn  .iirie  n\aiii  son  rentre  lixc  sur  l'axe  el  un  ravon  variable. 
Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes. 

,      "7  ^f:  ~  *'"  ''onsidére  les  hyperboles  ayant  une  asvmptole  donnée  el  tangentes  en  un  point  donné  à  une  tiroite 
donnée.  Enveloppe  drs  axes. 

—  85.-     F'olaire  ,1(1    point      p  ^  r,.     ,..  =  7     |iar  ra|>|.url  a  la  eoni.ine     p=. ^ 

*  '  "^1—2  C09  n) 

~i  *r 'ii~  ^*"  ''"""••  "'H'  ellipse,  et  on  deman.le  le  lien  d-  s  sommets  des  paraboles  dont  l'axe  est  parallèle  ù  l'un  des 
axes  de  I  ellipse  et  (pu  renronlrenl  lelljp.sr  orlhogonalenient  en  deux  points. 

—  87.  —  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  langent  à  la  rwji-abole  au  sommet.  Lieu  des  cercles  orthogonaux  au 
cercle  (Ixe  cl  tangents  à  la  parabole. 


88.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  longcnlesaux  côtés  .l'un  triangle  rectangle. 

AP  ~i  ?u.'  "~  '*"  ''"""*'  '"""  *■"'•'*•*   ^'^  ""  '''nn»<îlre  AH.  On  joint  A  et  B  à  un  point  I»  inUrieur  A  l'ellipse:  les  ( 
AP  et  «I    rencontrent   l'ellipse  aux  points  A    e|  D.  «oil  o  le  prtle  de  AU'.  Démontrer  que  l»g  est  parallèle  au  di 


conjugué  de  AB. 


s  droile* 
diamètre 


90.  —  Soit  C  le  centre  de  courbure  en  un  point  .M  d'une  paraltole.  Trouver  le  lieu  du  symétrique  du  p«.inl  C  par 
rapport  au  point  M.  .  -i  r  i 

91.  —  Le  cercle  osculaleur  en  un  poinl  M  d'une  pai'nb.de  rencontre  la  courbe  au  point  N.  Lieu  du  milieu  de  MN. 

.—  ®*' —  '?y.'"  normale  en  un  point  M  il'une  ellipse  on  port^.  h  partir  de  M.  une  longueur  .MP  égale  au  dcmi-diamelre 
conjugué  de  O.M.  I.i lu  p„int  P. 

—  93.  —  Déterminer  les  normale»  communes  aux  paraboles    y«  —  2f>x  =  0,    x»-2py  =  0. 
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—  94.  —  On  considère  les  coniques  ayant  un  foyer  fixe  et  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires.  Lieu  du  centre 
et  enveloppe  de  l'axe  non  focal.    ^ 

—  95.  —  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux  paraboles  soient  homothétiques. 

—  96.  —  On  considère  les  coniques  homofocales       .^   .  ,  -|-  u./,  -  =  1.     Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  la  droite    y  =  mx. 

—  97.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  sur  ce  cercle.  Lieu  des  centres  des  hyperboles  éçuilatères  passant  par 
le  point  A  et  qui  admettent  en  ce  point  le  cercle  donné  comme  cercle  de  courbure. 

—  98.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères  de  grandeur  donnée  qui  passent  par  deux  points  fixes. 

—  99.  —  On  considère  une  ellipse  et  un  point  A  fixe  sur  cette  ellipse;  deux  diamètres  conjugués  variables  sont  vus 
du  point  A  sous  les  angles  V  et  V.  Relations  entre  V  et  V. 

—  100.  —  Trouver  l'enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux  cercles  suivant  des  couples  harmoniques. 

—  101.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  conjuguées  par  rapport  à  un  triangle  rectangle. 

—  102.  —  Le  cercle  osculateur  en  un  point  A  de  l'hyperbole    xy  =  a'^     rencontre  la  courbe  au  deuxième  point  B. 
Déterminer  le  point  A  de  façon  que  la  droite  AB  passe  par  un  point  donné  P.  Discussion. 

—  103.  —  Par  un  point  A  d'une  parabole  on  mène  les  normales  AB,  AC,  autres  que  la  normale  en  A.  Trouver  l'enve- 
loppe de  la  droite  BG  et  le  lieu  des  projections  du  sommet  sur  cette  droite. 

—  104.  —  Trouver  l'enveloppe  des  axes  des  paraboles  qui  passent  par  un  point  et  qui  ont  en  ce  point  un  cercle  de 
courbure  donné. 

—  105.  —  Déterminer  la  podaire  de  la  parabole  par  rapport  à  son  sommet.  Rectifier  la  courbe  obtenue. 

■»  (A  suivre.) 
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ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 


Concours  de  1917. 

Mathématiques,  /'"''  composition. 

2336.  —  Étant  donné  le  trièdre  trirectangle  Oxyz  auquel  la]  droite  D  est  rapportée  par  les  équations 
X  —  a  =  0,  z  — ?/  =  0,  on  abaisse  de  chaque  point  M  de  cette  droite,  sur  0:,  la  perpendiculaire  MI  dont  le 
pied  est  I;  puis  on  considère  le  cercle  C,  de  centre  I  et  de  rayon  IM,  dont  le  plan  passe  par  Os. 

1°  Trouver  l'équation  de  la  surface  S  engendrée  par  le  cercle  C. 

2°  Étudier  comment  varie  la  section  de  cette  surface  par  un  plan  parallèle  à  Oxy  lorsque  ce  plan  se  déplace 
en  conservant  la  même  orientation. 

3°  Déterminer,  sur  la  surface  S,  les  systèmes  de  cercles  autres  que  celui  qui  a  servi  à  sa  définition  et  faire 
voir  comment  on  peut,  pour  chacun  de  ces  systèmes,  donner  une  construction  géométrique  des  cercles  qui  le 
composent. 

[Durée  :  4  h.) 
Mathématiques,  2^  composition. 

2337.  —  Dans  un  plan  vertical,  deux  disques  circulaires  de  centres  A  et  A',  de  même  rayon  a,  reposent 

sur  une  horizontale  xy.  Ils  supportent  un  troisième  disque  circulaire  B,  de  rayon  b, 
Les  disques  sont  homogènes;  leurs  poids,  en  kilogrammes,  sont  p  pour  les  deux 
premiers,  q  pour  le  troisième. 

1"  Un  lil  inextensible  de  longueur  /  relie  les  deux  disques  inférieurs  par  leurs 
centres  A  et  A'  où  il  est  attaché.  L'équilibre  étant  établi,  on  demande  de  calculer  les 
réactions  des  disques  entre  eux  et  avec  xy,  ainsi  que  la  tension  T  du  fil.  On  supposera 
ici  les  frottements  négligeables. 

2°  Dans  la  môme  hypothèse,  on  remplace  le  fil  inextensible  par  un  ressort  :  /„  est 
sa  longueur  naturelle  et  chaque  unité  de  cette  longueur  reçoit  un  allongement  k  par  kilogramme  de  tension. 
Étudier  les  conditions  de  l'équilibre. 
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Le  ressort,  pour  avoir  uae  action  efficace,  ne  devant  être  ni  trop  long  ni  trop  mou.  on  supposera  dans 

la  discussion    l^  <  a -t- b    et  l'on  admettra  que,   pour  une  tension  égale  à|,  lallongenaenl  a  une    valeur 

l  —  lo<  sia-\-fj}'-  —  'F„. 

3°  Le  coefficient  de  frottement  f,  supposé  le  même  aux  quatre  contacts,  cessant  d'être  négligé,  examiner 
les  conditions  de  l'équilibre  sous  l'effet  du  seul  frottement,  le  til  AA'  et  le  ressort  étant  supprimés. 

L'angle    ABA'  =  2^    étant  donné,  quelle  est  la  limite  inférieure  des  valeurs  que  peut  prendre  f  pour  que 
l'équilibre  existe? 

Durée  :  4  h.) 

Kjiure. 

2338.  —  In  solide  opaque,  en  forme  d'obus,  est  engendré  par  la  révolution,  autour 
de  la  verticale  a,  de  la  surfaci-  a'b'c'd'e'a'  située  dans  lo  plan  de  front  de  celte  verticale; 
c'd'  est  un  arc  de  cerrio  nyaii!  pinir  c.'ntrf  l<^  jioint  f  symétrique  «lu  point  c'  par  rapport 
à  l'axe. 

Un  paraboloide  hyperbolique  est  défini  par  un  plan  directeur  qui  est  de  prolii 
et  par  deux  génératrices  horizontales  [ab,  a'b'),  [ec,  e'c')  inclinées  à  iS"  sur  ce  plan 
de  profil. 

La  surface  du  paraboloide  partage  l'obus  en  deux  parties. 
On  représentera  celle  qui  contient  l'arc  c'd'. 

On  «e  conformera,  pour  la  mise  en  place,  aux  données  du  croquis.  Le  point  «  sera 
pris  sur  l'axe  de  la  feuille,  à  80'""'  au-dessus  du  bord  inférieur  de  celle-ci. 

{Durée  :  4  h.) 


Calcul. 


Dans  la  formule 


A>mO)  =  ^Î 


C-'i  —  I 


A=rl,Oî»X  10', 

'  R  =  1.4r.  X  10^, 


les  variables  ),  et  0  prennent  respectivement  les  valeurs  suivantes  : 

X  =  0.  I    .  J    ,  H    .  4    ,  5    ; 

0  —0,  KM  Kl.  2000.  :{(K»0. 

Calculer  les  valeurs  de  fÇK.dj  pour  les    0  x  4  =  24    combinaisons  des  valeurs  des  variables,  à  l'approxi- 
mation de  la  règle  à  calcul. 

N.  B.  —  La  formule  est  celle  de  l'émission  calorifique  des  radiations  de  loii;;ueur  d'onde  À  dans  le  spectre 
d'un  corj)S  noir  porté  à  la  température  '). 

Durce  :   /  h.) 

Physique. 

L  —  De  la  clarté  dans  les  instruments  d'optique. 

Application  à  la  lunette  astronomique  et  au  microscope  composé. 

IL  —  2339.  Un  pendule  est  formé  d'une  tige  mince,  homogène,  01,  de  masse  [i  et  de  longueur  /.  suppor- 
tant une  sphère  creuse  homogène,  mince,  de  masse  m  et  de  rayon     CI  =  r. 

-  La  sphère  (>st  vide  d'air  et  le  pendule  oscille  dans  le  vide  autour  d'un  axe  de  suspension  hori- 

zontal SAS'  i)a8sant  par  le  point  .\  de  la  tige  01. 

^  1     Déterminer  la  distance    OA=x    de  faron  que  le  pendule  simple  synchrone  ait  pour  Ion- 

S      gueur  AC.  A  (juelle  condition  le  point  A  ainsi  trouvé  coïncide-t-il  avec  le  point  0'? 

2'  Ap|)liiatioM  numéii(|iie  :  Cette  dernière  condition  étant  supposée  remplie,  calculer  la  période 
d'oscillation  T  idurée  d'une  oscillation  complèlei.  en  admetUiiit  : 


G  m  -  27[ji.  r   -  .1"",  accélération  de  la  pesanteur  :  j;  =9ki  c.  c.  >. 

3    La  lige  «t  la  sphère  du  pendule  étant  formées  d'un  même  métal  ayant  pour  coefficient  de 
dilatation  linéaire  a,  on  élève  la  température  de  Où     0  -   AO.     Calcubr  la  nouvelle  valeur     T-f- AT 
de  la  période. 

Applieation  numérique  :     a  =  2x  10  ",     ^0=  20". 
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4"  Par  la  méthode  des  coïncidences,  on  compare  deux  pendules  ayant  pour  périodes  T  et  T  +  AT.  Cal- 
culer l'intervalle  de  temps  t  qui  sépare  deux  coïncidences  successives. 

Application  numérique  aux  deux  périodes  envisagées  ci-dessus  (2°  et  3°). 

{Durée  :  3  h.) 

Chimie. 

I.  —  Anhydride  sulfureux  :  préparation,  propriétés,  usages. 

II.  —  2340.  Étant  donné  un  tube  rempli  de  coke  et  chauffé  à  la  température  du  rouge,  on  y  dirige  un 
courant  d'air  chargé  de  vapeur  d'eau;  on  suppose  l'air  réduit  à  un  simple  mélange  dazole  et  d'oxygène. 
Indiquer  : 

1»  la  nature  des  gaz  résultant  de  la  réaction  du  mélange  gazeux  sur  le  coke, 
2°  des  réactions  permettant  de  caractériser  chacun  des  gaz  contenus  dans  le  mélange, 

3°  la  composition  quantitative  en  volumes  du-mélange  gazeux,  en  la  déduisant  des  constatations  que  per- 
mettra de  faire  l'emploi  d'un  appareil  constitué  par  un  tube  A  en  verre,  rempli  d'oxyde  de  cuivre  et  relié  à  un 
tube  B  en  forme  d'U  contenant  de  la  pierre  ponce  imbibée  d'acide  sulfurique,  puis  à  un  tube  G  de  même  forme 
contenant  de  la  potasse  humide. 

On  tare  séparément  les  tubes  A,  B,  G.  Le  tube  A  étant  chauffé  au  rouge  sombre,  on  dirige  dans  l'appareil 
20  litres  du  mélange  sec  provenant  de  l'action  de  l'air  humide  sur  le  coke.  On  laisse  refroidir  le  tube  et  l'on 
constate  que  le  tube  A  a  subi  une  diminution  de  poids  de  78,142  et  que  les  tubes  B  et  G  ont  augmenté  respecti- 
vement de  4e,018  et  138,946. 

Poids  atomiques  :     H  =  d,     0  —  16,     Az  =  14,     G  =  12. 

On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxygène  calculé  avec  la  densité  de  ce  gaz  égale  à  1,105. 

[Durée  :  3  h.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


*  On  donne  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz,  l'axe  Oj  étant  dirigé  suivant 
la  verticale  ascendante,  et  on  considère  la  surface  représentée  dans  ce  système  d'axes  par  l'équation 

-r  =  arc  tg — . 

OÙ  II  désigne  une  constante. 

1°  Trouver  la  projection  sur  le  plan  xOy  du  lieu  des  points  de  cette  surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle 
à  la  droite  d'équations    x  =  a:,    y  =  bz. 

2°  Sur  cette  surface  se  déplace  sans  frottement  un  point  matériel  A,  de  masse  m,  soumis  d'une  part  à 
l'action  de  la  pesanteur,  d'autre  part  à  celle  d'une  force  F,  parallèle  au  plan  xOy  et  variable  avec  la  po-ilion  du 
point  A.  Comment  doit  être  choisie  cette  force  F  pour  que  le  point  soit  en  équilibre  sur  la  surface  dans  une 
position  quelconque?  Quel  est  le  moment  de  F  par  rapport  à  0^  ? 

3°  Calculer  le  travail  de  la  force  F  lorsque  le  point  A  passe  d'une  position  Ao  à  une  position  Ai  en  restant 

sur  la  surface. 

{Certificat  de  Mathématiques  générales,  Nancy,  juillet  1912.) 

*Soit  un  polynôme  u  de  degré  2n  —1,  homogène,  do  deux  variables  x  et  y.  Montrer  que  ce  poly- 
nôme peut  se  mettre  sous  la  forme  de  n  puissances  (2n—  1)°"^^  de  quantités  X,  X  étant  un  binôme  du 
premier  degré  en  x  ot  y. 

Bechercher  ces  quantités  X  parla  résolution  d'une  équation  différentielle  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
n  de  Z  par  rapport  à  x  et  y. 

Application  à  la  résolution  deU'équation  du  troisième  degré.  A. 

*  Soient  deux  coniques  S  et  S'  tangentes  à  deux  droites  T  et  T'.  Il  existe  deux  séries  de  coniques  S  tan- 
gentes à  T  et  T'  ainsi  qu'à  S  et  S'. 

Démontrer  les  points  suivants  : 

1"  Dans  chaque  série  les  coniques  S  sont  conjuguées  à  une  série  de  droites  D  et  D'  qui  enveloppent  une 
conique  E. 

11  existe  également  d'autres  coniques  F  tangentes  à  T  et  T'  et  conjuguées  aux  droites  0  et  D'. 
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2°  Soit  Fi  une  de  ces  coniques.  I.t^s  quatre  tanguntes  coiiunuoes  à  F|  et  à  S  et  >  autres  que  les  droites  T, 
T'  touchent  ces  coniques  en  quatre  points  qui  sont  les  points  de  contact  de  S  et  S'  avec  deux  coniques  Sj,  Zi 
de  la  série  S. 

Héciproquement,  à  deux  coniques  S3,  I4  correspond  une  conique  Fi  tangente  aux  quatre  tangentes  à  S  et  S' 
aux  points  de  contact  de  Î3  et  2*. 

"i"  l.esdeux  coniques  Sj,  Zt  variant  de  manière  à  ce  que  les  tangentes  communes  autres  que  T  et  T'  envelop- 
pent une  conique  de  la  série  F,  montrer  que  ies  coniques  F|  corre^pondant  à  Ï3  et  Si  comme  il  est  délini  au 
paragraphe  précédent  forment  un  faisceau  tangentitl. 

40  Ij  et  E;  variant  dans  les  mômes  conditions,  la  droite  conjuguée  commune  d'une  droite  fixe  par  rapport  à 
ces  deux  coniques  tourne  autour  d'un  poir)t  fixe. 

A. 


DEUXIEME    PARTIE 


ECOLE    DES   PONTS   ET   CHAUSSEES 
(Cours  préparatoires.) 


Concours  de  1913. 

2194.  —  Soit  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

p  =  2'/(l  -f-cos  «o), 

a  ctanl  un  paramiUrc;  on  demande  de  calculer  le  moment  d'inertie  de  luire  de  cette  courbe  par  rapport 
au  pôle. 

L;i   courbe  considérée  est  une  cardioïde  dont  la  forme  est  bien  connue.  Nous  chercherons  d  ahord 

le  moment  d'inertie  du  secteur  limité  par  la  courbe  et  deux  rayons  vec- 
teurs UA,  Ub,  relatifs  aux  angles  polaires  o,  «j-l-r/o»,  et  pour  cela, 
nous  décomposerons  ce  seclour  en  éléments  aflyo  limités  par  deux  arcs 
de  cercle  a^,  70  de  rayons     r,  r-f-  dr. 

La  surface  de    rélémenl  x^";5  est  la   (IKférence  des  aires  de  deux 

secteurs  circulaires     ^[r  -+-  drf^do*  —  i^^t'f».     <'U  rdrdot,  en  négligeant  les 

inlinimont  petits  du  Iroisiéine  ordre;  et  le  moment  d'inertie  de  cet  élé- 
ment est  i-'drdui. 

Parsuile,  celui  du  secteur  OAlJ  est    d^  ï    r'dr,    ou    -.*/«•»,    oucomme 

p  =  2a(l  -f-  cos«..),  4a'(l  -h  cosw. *</<•», 

Comme  la  cardioide  est  symélriijue  par  rapport  à  l'axe  polaire,  et  que  pour  avoir  la  moitié  de  la 
courbe,  il  suflil  de  faire  varier  «»  de  0  à  ::,  le  moment  dinerlie  demandé  sera 


Nous  avons 


et 


2  /    4n*(l   ^cos<..)* (/«.),  ou  H«'   /    (l -h  cosw)'rf(... 

(1  -h  COSo»)*  =  1  +-  4  cos«.»  -h  (»  cos'co  -4-  \  C0S*«.i  -h  COSS.) 
Ml  -I- C08(o)Vrf«o  =  o>-t- 4  sino>-+-6    ^  C09'itt^o>-f- 4    /  COS*ojrf«.>    *      /cosSiirf» 
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enfin 


/  cos'^o)dM==  /  (1  —  sin-w)rf  sinw^sinoj  —  ^'"  ^'*; 

I    I   Q        o         l-t-cos4(o 
,    _  (l  +  cos2(.))^  _  i  +  2  cos 2co  +  cos^ 2c.,  _    ^    ^'^^ "^^  ^ 2 


COS*co=: 


COS'w  = 


4  —  4 

3  H-  4  cos2co  -h  cos  4(0 
8  ' 


et 


/  COS'o)(Zco=:t.  (  Sco  -f-  2  si  n  2to  H-  •'"'"  ^^  j , 

On  a  donc 

T/i    ,    ,^^    M^              ,    /    •         ,    o/      ,    sin2co\    ,    ,    .            4sin^.)       If.,         ^    ■    ^         sin4o)\ 
/  (1  +  COSco)'rfo)  =  c.)-f-4sin(o  +  3(  toH ^^ —  I  -|-4sinw ^ r-7^(  3w +  2  sin2wH -r — ] 

35(0       ,.,    , 

/"(o))  étant  une  fonction  qui  s'annule  pour    (o^O    et    o)  =  -. 
On  a  donc 

/     (l  H-COS(o)'^(^0)  =  -^, 

et  par  suite  le  moment  d'inertie  demandé  est 

Sa'"  /    (1  +  coS(o)"(/to,  ou  3o7:a''. 

TOPIN,  à  Grandvilliers. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Beaufrèrk,  conducteur  des  ponts  et  chaussées,  à  Mondoubleau;  J.  Ciiaize  et  H.  Goiet. 
école  normale  de  l'enseignement  technique;  Emile  Dio.x,  école  normale  supérieure  de  Saint-Cloud;  R.  Dlfour,  école 
normale  de  Nancy;  G.  Lach,  à  Douai;  A.  Le  Marchand,  à  Paris;  E.  Rolge,  à  Sainte-Barbe;  A.  Rousseau,  à  Fournescn- 
Weppes;  M.  Roux,  au  Creusot. 


2195.  —  Par  un  point  M(a,  ,8)  pris  sur  la  parabole 

rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet,  ou  mène  une  corde  MP  de  coefficient 
angulaire  m. 

1°  Former  Véguation  de  Vhyperbole  H  circonscrite  au  triangle  OMP  et  admettant 
les  axes  de  coordonnées  comme  directions  asymptoliques; 
■^  2°   Montrer  qu'il  passe  en  M  une  seconde  corde  MP'  telle  que  l'hyperbole  H' 

p\  correspondante  {hyperbole  obtenue  avec  MP'  comme   H  l'a  été  avec  MP)  soit  égale  à 

Vhyperbole  H  ; 

3°  La  corde  MP  étant  donnée,  déterminer  les  centres  C  et  C  des  deux  hyperboles 
H  et  H'  par  une  construction  géométrique  très  simple. 

1.  Comme  l'hyperbole  H  passe  par  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  et  des  droites  MP  cl  O.r, 
son  équation  est  de  la  forme 

X  {y-  —  2/9x)  -h  y  [î/  —  8  —  »i  {x  —  a)]  =  0, 
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et  on  détermine  À  en  écrivant  que  celle  courbe  admet  Oy  comme  direction  asymplolique,  ce  qui  donne 
>.  =  — l. 

Par  suite,  lïqualion  de  H  est 

xtf  —  —  X  —  (a  —  "^^  )  1/  =  0. 

On  peut  aussi  l'écrire 

P-('-|)1(v-;^)-^('-|)=o. 

ce  qui  montre  que  le  centro  a  pour  coordonnées 

(1)  x  =  «-^,  y  =  ^, 

m  ^        m 

<'i,  en  transportant  lOrigine  des  coordonnées  en  ce  point,  léqualion  de  la  courbe  devient 

^        m  ^  m  1 

2.  De  mémo,  l'hyperbole  H'  relative  à  la  corde  Ml*'  de  pente  m'  a  pour  équation 

ou  en  transportant  l'origine  au  centre 

(3)  .,-?f(,-|.)=0. 

En  comparant  les  équations  (2)  et  (3)  on  voit  que  pour  que  les  deux  hyperboles  H  et  11'  soient 
égales,  il  faut  (ju'on  ait 

m  \         m  j  m  \         m  ) 

Prenons  d'abord  le  signe  -H.  Celle  égalité  s'écrit 

m'»(a7n  —  p)  —  m*  (a  m'  —  (i)  =  0 
ou 

(m'  —  m)  \^xmni        |j( ?»  -t-  vi  )j  =  0, 
ou,  comme     m  — m     n'est  pas  nul, 

(5)  im;«'  — fJ{m4-»j')  =  0, 

et  celle  équation  définit  une  seule  valeur  de  m\  c'est-à-dire  une  seule  hyperbole  11. 

3.  Soit  à  construire  maintenant  les  contres  ('.  cl  C  des  courbes  M  et  U  . 
Si  nous  éliminons  m  entre  les  équations  (1)  nous  obtenons  l'équation 

2px-+-{J|/ —  2;ja  =  (), 

qui  représente  la  droite  joignant  les  projections  A.  H  du  point  M  sur  les  axes  Or,  Oy.  Celle  droite  est 
le  lieu  des  centres  des  hyperboles  II  quand  m  varie;  les  points  C  el  C  sont  donc  sur  celle  droite. 
De  plus  soient  .r,i/  les  coordonnées  du  point  (',  x\  y'  celles  du  point  C,  nous  avons 


VI 

2;> 

m 

./■  =  *". 

•'        m 

d'où 
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et  comme  de  la  relation  (5)  nous  tirons     — l ,=7:,     nous  avons 

^  '  m      m        ^ 


x-hx  =a, 


y-^y 


fi; 


et  ceci  montre  que  le  milieu  de  CC  coïncide  avec  le  milieu  1  de  OM. 

D'autre  part,  remarquons  que  l'abscisse     7. ~     du  point  G  est  égale  à 

lit 

celle  du  point  N  où  MP  rencontre  Ox;  on  en  conclut  la  construction  suivante 
des  points  G  et  G'  : 

Le  point  G  est  le  point  de  rencontre  de  AB  et  de  la  perpendiculaire  à  0.r 
menée  par  N.  et  le  point  G'  est  le  symétrique  de  G  par  rapport  au  point  I, 
milieu  de  OM. 

On  déduit  de  là  la  construction  de  MP',  il  suffit  de  joindre  le  point  M  au 
point  N',  projection  de  G'  sur  Ox. 

Remarque.  —  Si  dans  le  second  membre  de  la  formule  (4)  nous  prenons 
le  signe  — ,  nous  obtenons  une  équation  de  deuxième  degré  en  m' 

m'-{<xm  —  p)-ham^m'  —  ^m^^O, 

qui  admet  deux  racines  réelles  quand  m  est  extérieur  aux  racines  du  trinôme     a^m--|-45'. [im  —  4^-. 

Il  existe  donc  encore  deux  autres  hyperboles  H',  égales  à  H  ;  leurs  centres  sont  sur  la  droite  AB, 
mais  ne  se  construisent  plus  aussi  aisément. 

H.  GOUET,  école  normale  de  l'enseignement  technique,  à  Paris. 

Bonnes  solutions  par  MM.  E.  N.  Barisien:  Betbezé-Culi,  lycée  de  Toulouse;  J.  Ghaize,  école  normale  de  l'enseigne- 
ment technique;  G.  Lach,  à  Douai;  A.  Le  Makchand,  à  Paris;  Marescalchi;  Maurice  Roi;  E.  Rouge,  à  Sainte-Barbe; 
A.  Rousseau,  à  Fournes-en-Weppes;  M.  Roux,  au  Creuset;  L.  Simon,  à  Fourmies;  Topin,  à  Grandvilliers;  R.  Vaillant, 
à  Vincennes. 


2196.  —  Combien  l équation 


log.r 


18ar 


0,63436  =  0 


a-l-elle  de  racines  positives,  le  logarithme  étant  un  logarithme  vulgaire  {base  10):^ 

Calculer  avec  trois  décimales  la  racine  ou  les  racines  positives  de  cette  équation.  On  pourra  se  contenter 
d'appliquer^  dans  ce  but,  la  méthode  de  substitution. 


La  fonction 


f{x)  =  \ogx 


IHx 


0,63436 


est  continue  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x. 
La  dérivée  est 

'^'       X       {•A-^iHx)-~      x{ii-hlHx)-      ' 


(M=:j^^  =  log.)  =  0,434.... 


Le  trinôme  M (1  4- 6a?)-  — 4a;  ou  36Ma?--h4a?(3M  —  1) -f- M  a  visiblement  ses  racines  imagi- 
naires, car  le  discriminant  4(3M  —  1)-  — 36M-  ou  4(— 6M4-1)  est  négatif.  Donc  la  dérivée  f{x) 
est  positive,  et  la  fonction  f{x)  croissante. 

D'autre  part,  comme  /"(O)  est  négatif  et  /'(-h  x)  positif,  on  en  conclut  que  la  fonction  admet  une 
seule  racine  positive. 
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Pour  la  calculer  avec  trois  décimales,  nous  aftpliquerons  la  méthode  de  suljslilution.  au  moyen  de 
la  règle  à  calcul. 
On  a 


i) 


/•(0,i)  =  —  1  -+-  -  -h  o.«;:u3G  >  0. 

I  .o 


ce  qui  montre  que  la  racine  est  inférieure  à  0,1. 
Substituons  0,09  et  O.OS 


J" 

logx 

2 

/(^) 

3^1«x 

O.OH 

i,954 
2,903 

(i,43;i 

0,450 

^0,02130 
—  0,012f.4 

.a  racine  est  comprise  entre  0,im  et  0,09.  Substituons  niainlcnanl  O.OHl.  (K0H2, 


X 

logx 

2 
3h^1Hx 

fi-^-l 

0,OH1 

2,908 

0.449 

—  0,(108(14 

0,082 

2,913 

0,447 

—  0,005(i4 

0,083 

2,919 

0,445 

—  (M)0iC.4 

0,084 

2.924 

0.443 

•   0,00!  3(> 

La  racine  est  comprise  onlre  0,083  cl  0,08i.  La  valeur  h 


l 


,  prés  par  défaut  est  0,OS3. 

fimile  DKJ.N,  école  normale  supérieure  de  Saint-Cloud. 

Bonnes  solutions  par  .MM.  Jl.fioïKr.  école  normale  «le  l'en-selKnenu'iil  lecl)ni(|iie.  à  Paris;  (i.  La.;ii,  a  Douai; 
i\.  IloussKAi;,  à  Kournc9-en-Weppcs;  M.  Hoix.  au  Creusol;  Tupin,  à  (iranilvilliers. 
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9805.  —  Racines  cuhiqucs  île     1  —  i,    1  +  /,    i  —  1,    i  —  \  J,    3  -4-  «  \a. 

9806.  —  Itarines  quatrièmes  «le  i. 

9807.  -  Résoudre  léqualinn    i6-+-  I  =0;    peut-elle  ailmeltre  une  racine  double? 

9808.  —  Késouilre  l'equalion    :"  -f- 1  =  0,    somme  «les  cubes  des  racines;  décomposer  le  premier  membre  en  (acteurs 
refis  du  seconti  de(/ré. 

9809.  -  Résoudre  les  équations 

j-n-f-f=0.  X» -H  x* -+- 1  =  0,  x«»-Hx5  4- 1  =fO.  j-<«-+-x8-+- !;=0.  xH -+- 2x« -f- t  =  0. 

9810.  Démontrer  que    «•"  X  e-'"  =  1 . 


9811.         Késoudre  les  équations    e:  =  i  —  »,    e>  =  3  — ï\3, 
9812 


fx:  —  ^    13 


tl 


=  3» 


Résoudre  l'equalion    x*  —  ."tr* -+- fi.r»  —  5x  4-  I  =  0. 

Relalions  entre  les  cocfllcienls  et  les  racines  de  l'éq 
i>ndition  pour  i|ue  réi)ualinn  admette  une  racine  dt 

9814.  —  Conilition  pour  que  réijuation    ( r» -f- px)»  —  7»  =  0    ait  une  racine  double. 


9813.  —  Relations  entre  les  coefllcienls  et  les  racines  de  l'éiiualion    .1^  -t-  /u  -c  7  ^  0.    l'ornier  lequation  aux  carrés 
des  racines.  Condition  pour  i|ue  léqualinn  admette  une  racine  dt>uble.  Somme  des  cube»  des  racines. 
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9815.  —  Conditions  pour  que  l'équation    j;*  4- ?)x- 4- ^x -+- r  ^  0    ail  une  racine  triple. 

9816.  —  Nombre  de  racines  réelles  de  l'équation    x'^  -h  oax -i- /j  =  0 .    Condition  pour  que  cette  équation  admette 
une  racine  double. 


9817.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation    e-^(l  +  -h-'4t+...  +  ^I  = 

\         1        2  !  /il/ 


0. 


9818.  —  Décomposer  en  éléments  simples  réels  les  fractions  suivantes  : 

1  1  1 

a;3  -+-  2a;  —  3  '  (x^  —  x)-'  '  x*  -h  1  ' 

9819.  —Calculer  tg  "o". 

9820.  —  Résoudre  l'équation    cos3x  =:  m  cos-'x. 

9821.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant   un  angle  A,  le  côté  opposé  a,  et  la  longueur  l  de  la  médiane  issue  de 
l'angle  A. 

Géométrie  analytique  (M.  Trksse). 

9822.  —  Construire    x=:  — ^-= ^:; — ' £— ■ 

a\b-hb\c-\-c\a 

9823.  —  Les  côtés  d'un  triangle  ont  pour  équations,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Or,  0//, 

X  cos  a  +  y  sin  a  —  a  =  0, 
X  cos  p  +  y  sin  |î  —  6  =  0, 
X  cos  y  H-  j/  sin  Y  —  c  =  0  ; 

a,   1),  c  sont   positifs,   et   l'origine   0   est  à  l'intérieur  du   triangle.  Former  les  équations  des  bissectrices  intérieures  et 
extérieures.  Propriétés  de  ces  droites.  Coordonnées  des  centres  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

9824.  —   Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox.  Oy,  un  point  A  sur  Or,  un  point  B  sur  Oy  et  deux  points  P 
(.1-,,  i/i)  et  Q  (^2,  y,),  déterminer  un  point  R  tel  que  le  triangle  PQR  soit  semblable  au  triangle  AOB  et  de  même  sens  que  lui. 

9825.  —  Que  représente  l'équation    ax-  -\-  2bxy  -\-  cy-  =  07    Angle  de  ces  deux  droites. 

9826.  —  Mener  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles    x^  -\-  y-  —  R^  =  0,    {x  —  dy^  +  y-  —  R^  =  0. 


9827. —  Construire  les  courbes    /y  =  — 7, j-,  y  =  ^V/ — ~r'  y  =  vV- +  x -1- \x2  —  x. 

•A-  —            1  y     X  — I —   \ 

9828.  —  Construire  la  courbe    x  =  /-  +  2/,  y  =  —  +  -;     mener  à  cette  courbe  une  tangente  par  le  point  A  (a,  0). 

9829.  —  Construire  les  courbes 

<2  t-  l'i 

^  =  j-Zfn'          C  ^■=  [  ^  fi-          i^^TZTï'  r  .r  =  2cos<  +  cos2^  /  x  =  3  cos/  +  cos2/,          f  a.  =  tg/  + sin /. 

.'/  =  '•*;                '  y  =  I    I    /■>;          yy  =  T — r;  (  y  =  2sini!-4-sin2/;  (  .y  =  3sin^-i-sin2/;          {  y  = -!—■ 


9830.  —  Construire  les  courbes 

cos2(.)  cos3(.>  ,       .    ,  sin(^-3o)J  ^^ 

P==^iii^'  f^  =  iïn^'  P=l-tg2«,  p  =  «__^-_,  P  =  — ^,  p  =  2  +  cos3 


sin-^ 

9831  —  Construire  la  courbe    p  =  cos-^:    on  mène  par  le  pôle  une  droite  quelconque  :  combien  la  courbe  aura- 
t-elle  de  points  distincts  du  pôle  situés  sur  cette  droite? 

9832.  —  On  donne  la  courbe    p^cos^^;    lui  mener  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

9833.  —  Directions  asymptoliques  de  la  courbe 

ax'^  -4-  Zbxhj  4-  3cxy-2  +  dy'^  +  ex^-  -h  2fxy  +  yy^  =  0. 

9834.  —  Déterminer  les  points  d'inflexion  de  la  courbe    y'->^x^  —  x. 

9835.  —  Construire   la  courbe    x  {y  —  x)^  =  x -j- y;    point  de  la  courbe  on  la  tangente  est  parallèle  à  la  jtremière 
bissectrice 

9836.  —  Construire  les  courbes 

7/2  —  2x2y  —  x2  +  2x  =  0,  x  (x^  —  y2)  H-  2x  (x  —  y)  —  iy  =  0, 

y2  (x  —  3)  -H  y  {x  —  2)  -1-  x  (x  —  2)2  =  0,  y2  (.r  —  2)  —  xy  (x  —  3)  +  x  (x  —  3)2  =  0. 

9837.  —  Sur  la  droite    L(y  =  û)    on  prend  uti  point  variable  A:  la  symétrique  de  Ox  par  rapporta  OA  rencontre 
en  B  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le  point  A;  on  achève  le  parallélogramme  0.\MB.  Lieu  du  point  M. 

9838.  —  Lieu   des  points  dont  les  symétriques  par  rapport  aux  trois  côtés  d'un  triangle  (rectangle!  sont  en  ligne 
droite. 

9839.  —  Lieu  des  projections  du  centre  sur  les  normales  ;i  une  ellipse. 

9840.  —  Un  point  M  décrit  une  ellipse;  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point  rencontre  le   petit  axe  en  N;  lieu  du 
milieu  I  de  MN. 
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9841.  —  LU   point  M  «lécril   une  ellipse;  la  tangente  a  l'ellipse  en  ce  point  rencontre  le  (.'rand  axe  en  T:  lieu  du 
centre  to  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMT. 

9842.  —  D'un  pr>inl  F,  on  mène  à  une  hyperbole  les  deux  tangentes  PM  et  l'M';  lieu  du  point  P,  pour  que  ces  deux 

lanpi  Mit-  >oient  «galenient  inclinées  sur  l'une  des  asymptotes. 

9843.  —  On   donne  deux  axes  rectangulaires  et  un  j.oinl  B  sur  Oy;  c'est  le  centre  d'un  cercle  (B)  de  rayon  R.  Equa- 
tion générale  des  cercles  orthogonaux  au  cercle  (B)  et  Ungents  à  Oj-;  enveloppe  de  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles. 

9844.  —  Kn   un  point  M  d'un  cercle    x* -i- y2  —  H*  =  0,    on  mène  la  tangente  qui  rencontre  l'axe  des  j- au  point  P; 
env.;loi.pe  de  la  bis.->ectricc  A  de  l'angle  formé  par  la  tangente  Ml'  avec  Oj-,  quand  le  point  .M  décrit  le  cercle. 

9845.  —  La  tangente  à  une  ellip.se,  en  un  point  M,  rencontre  l'axe  Tocal  en  un  point  T,  par  lequel  on  mène  la  paral- 
lèle TL  au  diamètre  conjugué  à  la  tangente  en  M.  Knveloppe  de  TL  quand  M  décrit  l'ellipse. 

9846.  —  On   (ioiiiie  ime  liyperliole  <<|iiilatère   rapjM.rtée  à  ses  asymptotes:  d  un  point  M  sur  cette   hyperbole  on 
abiii«>e  hi  |.(r(M;inliciilaire  .Mil  sur  le  di.imélre  conjugué  de  d.M.  Enveloppe  de  la  droite  MH. 

9847.  —  Knveloppe  des  droites  coupant  une  parabole  sous  un  angle  de  45". 

9848.  —  Ktant  donnée  la  parabole    tj*  =  2px,    on   projette  un  point  M  de  cette  courbe  en  P  sur  Oj,  en  Q  sur  Oy; 
trouver  I  <(juation  et  la  grandeur  de  PQ;  enveloppe  de  pO  birsque  M  décrit  la  paraljole. 

9849.  —  Knveloppe   des  droites   menées  par  un  point  variable  de  la  parabole  et  symétriques  de  li  Uiiigenle  eu  c 
point  par  rapport  a  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point.  Lieu  di;  la  projection  du  simimet  sur  ces  droites. 

9850.  —  Kqualion  générale  des  coniques  passant  par  quatre  points.  Conique  passant  par  cinq  points. 

(A  suivre.) 
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Concours  spécial  d'octobre  1919. 
(ieomt'tric  nnnhjtiiiue. 

2341.  —  On  donne  deux  axes  roclan^ulaires  Ox,  Oy,  et  on  trace  un  cercle 
de  ct'ulre  0,  de  rayon  II,  ifiicnnlranl  la  partie  négative  de  l'axe  O.r  en  un 
point  A.  On  driinil  un  point  M  vaiiable  sur  le  cercle  donn»'-  par  l'angle  0  «jue 
rorme  le  rayon  CM  avec  l'axe  Ox,  et  on  désigne  par  R  le  point  de  rencontre  de 
l'axe  Oj/  avec  la  paralli-le  h  Ox  menée  par  M. 

i°  Déterminer  la  couiIm'  {'.  lieu  du  jmint  1'  de  rencontre  de  la  droite  AH  avec 
la  jiarallèle  à  0;/  menée  par  M.  Construire  la  courbe  C;  déterminer  les  tangentes 
parallèles  aux  axes  et  les  tangentes  issues  du  point  A. 

2"  La  droite  AU  rencontre  la  courbe  C  en  un  second  point  variable  P'  prove- 
nant d'une  seconde  position  M'  du  ]>oinl  M.  Déterminer  et  conslruire  l'enveloppe 
de  la  peipendiculaire  abaissi'e  du  point  H  sur  les  droiles  MP'  ou  .MP. 

MénaiiitiHc. 

2342.  —  l'ne  porte  rectangulaire,  homogène,  ayant  2'"  de  hauteur  et  I'"  de  largeur,  du  poids  de  100''»'.  est 
montée  sur  deux  gonds  verticatix.  placés  aux  angles;  ces  gonds  sont  agencés  de  telle 
façon  que  la  réaction  du  gond  su|n'rieur  est  nécessairement  horizontale,  tindis  que  celle 
du  gond  inféiieur  peut  avoir  uin-  direction  quclconijue. 

1"  Déterminer,  graphicfuemenl  ou  par  le  calcul,  les  efforts  exercés  par  la  porte  sur 
les  gonds. 

2"  A  l'angle  supérieur  de  la  porte,  on  attache  une  ficelle  qui  pas.se  sur  une  poulie 
très  petite  llxée  à  la  paroi,  à  l'angle  de  la  porte  dans  la  position  de  fermeture,  et  on  pend 
à  celle  ficelle  un  poids  de  lO"»»».  Déterminer  la  traction  à  exercer  normalement  à  la  porte 
et  au  milieu  du  bord  vertical  pour  maintenir  la  porte  ouverte  sous  un  angle  donné  ft. 
Déterminer  les  efforts  supportés  par  les  gonds.  On  admet  que  le  poids  tenseur  de  lO»"» 
lire  sur  la  poi  te  dans  la  directi-in  de  la  ficelle;  on  n<''glige  le  poids  île  celle  ficelle  ainsi 
que  tous  les  froltenimls. 
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Trigonométrie. 

2343.  —  Dans  un  parallélogramme  ABCD  on  donne  l'angle  A,  le  périmètre  2p  et  le 

AC 
rapport  des  diagonales     ^  =  k. 

Calculer  les  côtés,  la  surface  et  le  sinus  de  l'angle  des  diagonales  du  parallélo- 
gramme. Discuter. 


Calcul. 

Calculer,  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  les  côtés  a,  b,  c  et  les  angles  A,  B,  C  d'un  triangle,  définis 
par  les  formules 


a  =  v'82  448,  tgA^y/g^, 

A  +  B  +  C  =  2  droits. 


tgB  =  4tgA, 
b  c 


sinA       sin  B      sinC 


Épure. 

2344.  — Ni  cadx'e,  ni  titre,  ni  flèches.  Nom  et  signature  au  bas  et  à  droite,  à  moins  de  o'"^  du  coin  de  la 
feuille. 

La  ligne  de  rappel  goja  est  le  grand  axe  de  la  feuille;  w  est  son  centre. 


s' 
H' 

k' 

c 

* 

U) 

s 

û 

0     d 

or/ =  50"™, 


fis' 


ajî  =  3b"i"' =  (/s,  |îc  =  es  1=70" 

140mm  =7.^.  (jO  =  od  =  43""". 


Un  cône  a  pour  sommet  le  point  (s,  s')  et  pour  base,  dans  le  plan  horizontal  (H'), 
un  cercle  de  centre  (c)  et  de  rayon  70"^™.  ^ 

Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  (H')  une  ellipse  dont  le  petit  axe 
est  le  segment  [gd);  le  grand  axe,  2a  =  140™"\  On  mène,  graphiquement  et  amec  soin, 
celle  des  deux  tangentes  communes  aux  deux  bases  qui  rencontre  la  droite  [gd)  en  un 
point  (/c)  situé  à  droite  de  {d).  —  Cette  tangente  commune  sera  tracée  en  appliquant 
le  bord  de  la  règle  contre  les  deux  bases.  Les  génératrices  du  cylindre  sont  parallèles 
à  la  frontale  {sk,  s'k'). 

On  cherchera  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre,  et  on  représentera,  par 
ses  deux  projections,  la  portion  du  cône,  supposé  solide  et  opaque,  extérieure  au 
cylindre  et  limitée  au  sommet  et  au  plan  horizontal  (H'). 

Nota.  —  Le  résultat  seul  sera  dessiné  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en  traits  pleins,  lignes  cachées  en  points 
ronds.  Tout  le  reste  en  traits  rouges  pleins.  On  fera  les  constructions  nécessaires  pour  la  détermination  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe  d'intersection  et  de  la  tangente  en  ce  point,  des  points  et  tangentes  remarquables. 

Les  traits  noirs  et  les  traits  rouges  devront  être  fins.  Aucun  trait  ne  sera  renforcé. 


/ 


Physique. 

L  —  2345.  Devant  un  petit  miroir  sphérique  concave  M  mobile  autour  d'un  axe  vertical  A  on  place  une 
règle  T  rectiligne,   horizontale,  gi'aduée,   sur  laquelle  on  cherche  à  obtenir   l'image    nette  d"un   filament  9 

qr       lumineux,  rectiligne  et  vertical  d'une  lampe  électrique  fixée  dans  le  plan  de  la 
règle  et  mobile  avec  elle. 

1°  Si  r  est  le  rayon  de  courbure  du   miroir,  on  demande  à  quelle  distance 
du  miroir  il  faut  placer  la  règle  pour  obtenir,  sur  elle,  une   image  nette  du 
-jft       filament,  l'axe  optique  horizontal  du  miroir  étant  supposé  perpendiculaire  à 
la  règle  qu'il  rencontre  à  la  hauteur  du  filament. 

Que  peut-on  observer  sur  la  règle  si  le  miroir  tourne? 

2°  La  longueur  de  la  table  sur  laquelle  doit  être  faite  toute  Tinstallation  ne 

permet  d'éloigner  la  règle  du  miroir  qu'à  une  dislance  /  insuffisante  pour 

obtenir  une  image  nette;  on  interpose  alors  entre  le  miroir  et  la  règle,  pour  obtenir  sur  celle-ci  une  image 

nette  du  filament,  une  large  lentille  convergente  de  longueur  focale  /',  à  distance  .1;  du  miroir;  on  demande 

d'établir  la  relation  qui  existe  entre  les  longueurs  f,  r,  l  et  x  quand  l'image  est  nette. 

Application  numérique  :     r=:2"',     /=0"',H0.     /"=  1^ 


i"',20. 
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30  Dans  la  nlalion  entre  /",  >■.  /  el  x,  si  r  el  /  sont  Jonm-s  et  si  /  <  r,  f  est  fonction  de  x;  on  tracera  la 
Courbe  figurative  de  celte  fonction  en  portant /"  en  ordonnée  et  x  en  abscisse;  on  tracera  en  traits  pleins  la 
région  de  la  courbe  (jui  correspond  à  des  solutions  réalisables  expérimentalement  sur  la  table  donnée  et  en 
pointillé  les  régions  de  la  courbe  corres|»ondaDt  à  des  solutions  pui^ment  mathématiques. 

Parmi  les  vaW-ur.s  de  x  qui  correspondent  à  des  solutions  réalisables,  dire  celUs  qu'il  est  préférable 
d'adofiter  et  celles  qu'il  faut  rejeter  au  |)oint  de  vue  expérimental  et  en  donner  les  motifs. 

Il   —  Chaleur  latente  de  vaporisation  de  It-au  à  lou  decr.'s;  sa  mesure  à  laide  d'un  appareil  à  votre  choix. 

Cfiiinie. 

I.  —  Décrivez  les  préparations  de  l'acide  sulfuriqu*»  tjue  l'industrie  emploie  actuellement. 
Énumcrez  les  utilisations  les  plus  importantes  de  l'acide  sulfuriijue. 

II.  —  2346  lians  un  fUiliométre,  à  20'"'"^  d'un  çaz  composé  d'hydrogène,  de  carbone  et  d'azote,  que  nous 
désignerons  p.ii   A,  ou  ajoute  'Mr'"^  d'oxygène. 

Lue  éiincelle  piovoque  une  combustion;  de  l.i  vai)eur  d'eau  se  condense,  el  le  gaz  sec  qui  reste  dans 
Teudiomètre  a  pour  volume  .IS"^"'». 

Dans  ce  gaz,  la  potasse  absorbe  20""'  d'aniiy<indf  carbonique. 

Au  naz  restant  on  ajoute  2;J""'  d'hydronogèni',  fait  passer  une  étincelle,  et  i\>-  l'eau  se  condense.  Le 
volume  restant,  formé  d'hydrogène  et  d'azote,  est  de  25""*. 

1"  Quelle  est  la  f<jrmule  moléculaire  du  corps  A'.' 

2"  Ouelles  sont  les  formules  des  diverses  réactions  ainsi  réalisées? 

4"  Les  expériences  décrites  suflisent-elles  pour  .'laMIi-  que  A  ne  contient  que  de  l'hydrogène,  du  carbone 
et  de  l'azote? 

♦ 
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2347.  —  (Jn  considère  la  fraction  rationnelle  1  " 

.T°  -  2jr»  4-  :<x'  —  2x* -h  xx -\- ^p      ,l-J^lf>-<' 

X^  —  '2X*    'r  fX*  —  ZX  -h  i 

et  on  demande  de  déterminer  y,  ainsi  que  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  et  J;  pour  que  l'intégrale  soit  ration- 
nelle. 

2°  tJn  fait  ensuite      «  =  [i    et  on  deinan«le  de  calculer  celte  intégrale,  ainsi  que  la  dérivée  seconde  de  cette 
fraction  rationnelle.  Donner  aussi  le  développement  en  série  pour  les  petites  valeurs  de  x.  E.  II. 

2348.  —  On  considère  la  courbe  gauche  définie  en  coordonnées  ricianu'ulaires  par  les  équations  suivantes 
uù  t  désigne  un  i>aramèlre  variable 

a:=  (1  —  <*)  sin/ —  2/ cosr-+-2  sinf, 
1/  =r  2/  sin^  4  2cos/. 
:  =  (|    i  /'i  siiW!   2(  cos(  —  2sin/. 
1"  Déterminer  en  lonclion  de  l  les  cosinus  <lirri  i.nrs  a,  ^.  7  .lo  l.i  tangente,  et  la  longueur darc  comptée  à 

partir  du  point  /  —  <•• 

2"  Kn  appliquant  les  formules  de  Serret  et  Frend,  calculer  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale 

et  la  longueur  du  rayon  de  courbure. 

(Cfrtifii'iit  iliMiitlièiiiiilii/iics  i//'jicr<i/' s.  Iteniii-».  iinviinlni'   l'iIT 


2349  -  I  i><'  Icntill"'  plan-convexe,  en  verre,  a  la  form.'  d  un  himisjihcre.  Ualculer  ses  aberrations  longi- 
ludinales  principales  en  la  supposant  successivement  :  I  dans  l'air.  2"  dans  l'eau.  Indice  du  verre,  5;  de  l'uir,  1  ; 
.Ir  Icau.  ■^  Hayon  de  la  lentille,  a  centimètres.  C.  R. 


Le  Hédactein-iierant  :  il.  M  lllEUT. 
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SECTIONS  PLANES  ET  SPHÉRIQUES  DU  TORE  {Fin) 

par  M.  A.  Saiate-Lagus,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 


Sections  spiikriques 

9.  La  section  d'un  toce  par  une  sphère  est  une  courbe  gauche  du  A^  degré,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit.  Le  plan  passant  par  le  centre  de  la  sphère  et  l'axe  du  tore  est  un  plan  de  symétrie 
pour  cette  courbe,  qui  se  projette  par  suite  sur  ce  plan  suivant  une  conique.  Le  cylindre  projetant  la 
courbe  étant  du  second  degré,  la  courbe  est  une  biquadratique  gauche. 

L'étude  de  ces  courbes  peut  se  ramener  à  celle  des  qnartiques  planes  dont  nous  venons  de  parler. 
Si  l'on  transforme  en  effet  la  sphère  et  le  tore  par  inversion  en  prenant  un  des  points  de  rencontre  de  la 
sphère  et  de  l'axe  du  tore  comme  centre,  avec  une  puissance  convenable,  on  voit  que  l'on  est  ramené  à 
une  section  plane  du  tore.  Ceci  est  en  particulier  avantageux  pour  l'étude  des  cas  de  décomposition, 
bien  que  les  points  de  rencontre  de  la  sphère  et  de  l'axe  ne  soient  pas  toujours  réels.  Signalons  encore  le 
cas  où  l'on  transforme  le  tore  par  rapport  à  un  des  points  coniques. 

IQ.  Nous  allons  étudier  ces  diverses  décompositions  de  l'intersection  par  une  méthode  plus  directe. 
Si  la  biquadratique  se  décompose  en  deux  coniques,  ces  coniques  seront  des  cercles.  Si  l'un  d'eux  est 
un  parallèle,  l'autre  est  aussi  un  parallèle  et  la  sphère  correspondante  a  son  centre  sur  l'axe;  c'est  là 
le  premier  cas  de  décomposition.  Si  l'un  d'eux  est  un  méridien,  le  méridien  symétrique  du  premier 
par  rapport  au  plan  de  symétrie  de  la  figure  fait  aussi  partie  de  l'intersection,  qui  comprend  ainsi  deux 
cercles  de  même  rayon.  C'est  le  second  cas. 

Supposons  enfin  que  l'un  des  deux  cercles  soit  un  cercle  d'Yvon  Villarceau;  l'autre  est  aussi  un 
tel  cercle,  puisque,  d'après  ce  qui  précède,  ce  ne  peut  être  ni  un  parallèle  ni  un  méridien.  La  sphère 
est  alors  bitangente  au  tore  et  le  grand  cercle  de  section  de  cette  sphère  par  le  plan  de  symétrie  est 
tangent  à  chacun  des  cercles  méridiens  de  ce  plan;  l'un  des  contacts  est  intérieur  et  l'autre  extérieur. 

11.  La  courbe  du  4^  degré  qui  constitue  l'intersection  est  anallagmatique.  Prenons  en  effet  le  i)oint 
de  l'axe  qui  est  le  centre  radical  des  sphères  méridiennes  et  de  la  sphère  donnée.  On  voit  que  c'est  un 
centre  d'anallagmatie  pour  la  biquadratique.  En  particulier,  si  l'intersection  comprend  deux  cercles 
d'Yvon  Villarceau,  ils  sont  sur  un  même  cône  ayant  ce  point  comme  sommet. 

Si  le  centre  de  la  sphère  est  dans  le  plan  équatorial,  ce  plan  est  un  nouveau  plan  de  symétrie  pour 
la  biquadratique.  Si  la  sphère  est  simplement  tangente  au  tore,  le  point  de  contact  est  un  point  double 
de  la  courbe.  Les  tangentes  en  un  tel  point  sont  les  cordes  communes  aux  indicatrices  des  deux 
surfaces.  On  sait  donc  les  construire  à  la  règle  et  au  compas.  Elles  peuvent  être  rectangulaires,  quel 
que  soit  le  point  de  contact,  si  le  rayon  de  la  sphère  sécante  a  une  grandeur  convenable;  mais  elles  ne 
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peuvont  ôlre  confondues  que  si  la  sphère  sécante  a  son  centre  sur  l'axe  de  révolution,  ou  est  une 
sphère  méridienne,  cas  où  la  courbe  est  formée  d'un  cercle  double. 

12.  Il  nous  reste  à  étudier  un  peu  plus  en  détail  la  courbe  d'intersection  dans  le  cas  général.  On  a 
immédiatement  la  tangente  en  un  point  A  à  laide  des  normales  aux  deux  surfaces.  On  peut  même  avoir 
le  rayon  de  courbure,  soit  en  transformant  par  inversion  la  sphère  en  plan  sécant,  car  on  sait  que 
l'inverse  d'un  cercle  de  courbure  est  encore  un  cercle  de  courbure,  soit  de  façon  directe  en  employant 
une  méthode  générale  :  les  sections  planes  du  tore  par  des  plans  pivotant  autour  de  la  tangente  en  A 
à  la  biquadrali(iue  étudiée  ont  leurs  centres  de  courbure  sur  un  cercle  de  .Meunier  que  l'on  sait  étudier. 
11  en  est  de  même  pour  la  sphère,  et  ici  la  construction  de  ce  cercle  est  immédiate.  Ces  deux  cercles 
du  plan  normal  en  A  ont  un  point  commun  autre  que  \:  c'est  le  centre  de  courbure  cherché.  On  a 
en  outre,  comme  on  le  voit,  le  plan  osculateur. 

Pour  terminer  l'étude  de  ces  sections  sphiM-iques,  nous  supposerons  que  le  plan  horizontal  de 
projection  est  le  plan  équatorial:  le  plan  de  symétrie  passant  par  l'axe  du  tore  et  le  centre  de  la  sphère 
sera  pris  comme  plan  vertical  et  nous  allons  étudier  les  projections  de  la  biquadratique  sur  ces  deux 
plans  de  projection. 

13.  La  projection  horizontale  ne  présent»-  en  général  aucune  particularité  remarcjuable.  Elle  n'a 
aucun  point  double  réel,  ni  aucun  point  doubl"-  apparent  à  distance  finie.  C'est  une  quarlique  dont  on 
construit  immédiateuient  les  points  situés  sur  les  contours  apparents  de  chacune  des  deux  surfaces.  Le 
cas  particulier  où  la  sphère  passe  par  lim  des  points  coniques  ne  présente  aucune  diflicullé. 

Celli'  projection  est  un  peu  plus  intéressante  dans  le  cas  particulier  où  le  centre  de  la  sphère 
sécante  est  dans  le  plan  équatorial,  car  la  projection  sur  ce  plan  est  alors  une  conique  F.  Si  l'on 
considère  le  tore  comme  enveloppe  de  ses  sphères  méridiennes,  on  se  trouve  amené  à  considérer  la 
biquadratifjue  comme  enveloppe  des  cercles  communs  à  la  sphère  donnée  et  aux  sphères  méridiennes, 
et  par  suite  1'  comme  l'enveloppe  des  droites  projections  horizontales  de  ces  cercles.  On  a  d'ailleurs 
par  ce  même  raisonnement  le  point  de  contact  d'une  de  ces  droites  avec  son  enveloppe,  en  remarquant 
que  c'est  le  centre  radical  de  deux  sphères  méridiennes  inliniment  voisines  et  de  la  sphère  .^écaute. 
Si  A  est  le  centre  de  la  sphère  méridienne,  O  celui  de  la  sphère  sécante  et  C  celui  du  tore,  on  voit  que 
le  point  de  contact  est  sur  CA,  la  tangente  étant  perpendiculaire  k  0.\. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déduire  de  cette  génération,  (jui  ne  fait  plus  intervenir  les 
propriétés  de  l'espace  et  permet  de  se  borner  à  !a  [)rojection  horizontale,  diverses  remarques 
concernant  la  conique  V.  Nous  signalerons  simplement  les  suivantes  :  F  est  une  hyperbole  si  0  est 
extérieur  au  cercle  lieu  de  A,  et  les  tangentes  de  0  à  ce  cercle  sont  perpendiculaires  aux  asymptotes. 
Si  r  est  sur  ce  cercle,  on  a  une  parabole.  Il  va  sans  dire  que  les  branches  inlinies  sont  des  branches 
parasites.  Le  centre  du  tore  est  foyer  de  la  conique  1"  du  plan  équatorial.  La  construction  des  éléments 
(le  r  résulte  de  cette  propriété  ot  aussi  de  ce  fait  (jue  la  construction  d'une  tangente  de  direction  donnée 
est  immédiate  d'après  ce  qui  précède. 

14.  Le  plan  vertical  de  projection  que  nous  avons  défini  étant  un  plan  de  symétrie,  la  projection 
de  la  l>i(iuadrati(iue  sur  ce  plan  est  dans  tous  les  cas  une  conitiue  I".  On  sait  que  l'on  peut  avoir  un 
point  de  la  courbe  et  sa  tangente  en  se  bornant  à  considérer  la  projection  verticale,  puisqu'il  s'agit  de 
surfaces  de  révolution  dont  les  axes  sont  dans  le  plan  de  projection.  Si  l'on  choisit  chaque  fois  de  fa<;on 
convenable  l'axe  de  révolution  de  la  sphère,  «m  a  de  fa(;on  simple  la  tangente  en  un  point.  On  retrouve 
celle  même  construction,  en  considérant  le  tore  rommc  enveloppé  par  des  sphères  de  centre  sur  l'axe. 
Vu  raisonnement  déjà  fait,  montre  que  l'enveloppe  des  plans  radicaux  de  ces  sphères  avec  la 
sphère  sécante  est  le  cylindre  projetant  la  conique  V.  On  en  déiluit  immédiatement  la  construction 
d'un  point  de  !'  connaissant  la  direction  de  la  tangente  en  ce  point. 

Ici  encore  nous  nous  bornerons  à  énumérer  les  principales  propriétés  de  la  «onique  V.  Cette 
coni<iue  est  une  ellipse  tangente  aux  plans  du  parallèle  supérieur  et  du  parallèle  inférieur  du  tore,  cl 
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ayant  par  suite  son  centre  dans  le  plan  équatorial  du  tore.  Ses  axes  sont  parallèles  aux  bissectrices  de 
l'angle  formé  en  joignant  le  centre  de  la  sphère  sécante  aux  centres  des  deux  cercles  méridiens  du 
plan  de  figure.  Leur  direction  ne  dépend  pas  du  rayon  de  la  sphère  considérée.  En  général  l'ellipse  T 
a  des  branches  parasites. 

Si  la   sphère  est  bitangente  au   tore,   les   remarques  qui  précèdent  permettent  de  construire 
immédiatement  la  projection  commune  des  deux  cercles  communs  à  cette  sphère  et  au  tore. 


ANALYSET 


2217.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

y  ^-  y"  +  y"'^  ==  o,         y  -t-  y'  +  y"  —  y'"  -  y"^'  —  y^^'  =  o. 

On  peut  résoudre  directement  ces  deux  équations  différentielles  ou  y  parvenir  en  effectuant  le 
changement  de  variable 

z  =  y  +  y'  -+-  y"- 

La  méthode  directe  est  préférable,  au  moins  pour  la  première. 
Nous  avons  en  effet  l'équation  caractéristique 

dont  les  racines  sont  les  racines  carrées  des  racines  cubiques  de  l'unité  ;  par  conséquent,  cette  équation 
a  pour  racines 

et  les  solutions  particulières  de  l'équation  différentielle  sont  e^-^,  e~^%  ....  Groupons  celles  qui  sont 
imaginaires  conjuguées;  nous  aurons 

eJ^  -4-  e7'^  e^'^  —  e-'*^ 


2       '  ti       ' 

ou 

g-lcos^,  e-fsin^, 


e^cos^,  e^sin^A!!. 

2  2 


La  solution  générale  est  donc 


e  M  Acos-|-  +  Bsm-^  l  +  eM  A  cos-|-H-B  sm^^ 

Pour  la  seconde,  l'équation  caractéristique  est 

r^  H-  r'*  -{-r'^  —  >'-  —  r  — 1  =  0, 
ou 

(r— l)(r2  4-r+l)2  =  0. 

Les  solutions  particulières  sont  e"",   e'^,   e''^,    et  xe''^,   xe''"".  On  trouve  dès  lors  tout  de  suite  la 
solution  générale 

Ae^-he  -f  Bcos-^4-Csin-|- 1 +a;e   -(  D  cos-^4-t.  sin -^  ) . 

L.  NAUCELLE,  à  La  ChAtre. 

Bonnes   solutions   :  MM.  A.   Bkrlandk,   à   Sainl-Gloud;  E.   Iviiviîss;   L.  Simo.v,  à  FoiUMiies;  L.   Jollv,  à  llonlleui' ; 
AtnoussE.\u;  G.  Lacii,  à  Douai. 
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2221.  —  On  considère  l'équation  différentielle 

€l  on  demande  : 

i°  de  trouver  l'intégrale  générale; 

2"  de  trouver  rintégrale  partirulii-re  qui  représente  par  rapport  à  deux  aies  de  coordonnées  rectanqu- 
liiires  l'équation  d'une  courbe  C  passant  par  l'origine  et  admettant  comme  tangente  en  ce  point  la  hissec- 
irice  des  axes  y  —  x  =  0; 

3"  de  construire  la  portion  de  cette  courbe  compri'iç  entre  l'origine  et  le  point  où  rite  coupe  la  droite 


X  = 


(Calculer  luire  comprise  entre  l'axe  Ojt,  la  portion  de  courbe  précédemment  construite,  et  la  droite 

X=z-        .  . 
-  N  - 

(Certificat  île  Mat/temali'/uef  ijënérates,  Grenoble,  1912.) 

1°  LinU'grale  générale  de  celle  équation  s'i)l)lienl  en  ajoutant  à  lintégrale  générale  de  l'équation 
san^  second   membre  une  s<dulion  particulière  de  l'équation  complète. 
Or  l'équation  sans  second  membre  est 

y"_G,/-hllv  =  0; 
l'équation  caractéristique  est 

r*  — 6r-hll=0: 

elle  a  pour  racines    r  =  3±i\-»     par  conséquent,  nous  avons  les  deux  solutions  particulières 

ces  deux  solutions  peuvent  se  remplacer  par  liMir  demi-somme  et  leur  demi-différence,  c'est-à-dire  par 

e^cosarvî  et  c*^sinx\î. 

Donc,  la  solution  générale  de  récjuatlon  sans  second  membre  est 

1/  ^e*'(À  cos.r  ^':2  -h  u.  sin  j-  \:2), 

À  et  [X  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Cherchons  maintenant  une  solution  de  léqualion  avec  second  membre:  pour  cela,  posons 

y'  =  e^  (3:  -4-  :'), 
!/  =  *?»'(:' -1-6=' -+-9:), 
cl  l'équation  deviendra 

:"  -f-  2:  =  sin  X  ^2  -f-  j«  -h  1  ; 

nous  avons  maintenant  ii  trouver  une  solution  particulière  de  chacune  des  deux  équations  différentielles 

3''-h2:  =  sin  JT  yï, 
s"-)  2:  =  x»-4-  1. 

La  seconde  admet  évidemment  pour  solution  -3-,  et  il  ne  reste  «lu'à  inléjçrer  la  première;  à  cet 

olTet  nous  poserons 

i  =  ucosx  >i; 
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nous  avons  z  =  u'  cosx  v2  —  V2  w  sinx  y^, 

s"=:  «"cosa?  v^  —  2u'  \/2  sina?\^  —  2m  cosa:  V^. 
Donc  z"H-2:  =  M"cosa?  V^  —  2  v2m' sinx\2  =  sinx ^2. 

Nous  satisfaisons  à  celle  équation  en  posant 


2V^2 
et,  par  suite, 

X 


u. 


2^2 

La  solution  générale  de  l'équation  proposée  est  donc 

.,   A  ,-5  .        ,77      xcosa;v/2      a?A 

y  =  e'-^    X  cosa^  v'^  +  !^  sinx  ^2 —- — h  cr  r 

■^  V  2v2  ^/ 

2°  Pour  que  la  courbe  C  passe  au  point  0  et  admette  pour  tangente  en  ce  point  la  droite  y^=x, 
il  faut  que,  pour  a?  =  0,  y  soit  nul  et  y'  =  l.  La  première  condition  donne  À  =  0;  nous  suppri- 
merons immédiatement  le  terme  correspondant  et  nous  ne  prendrons  y'  qu'après  celte  simplification: 
en  outre  nous  n'écrirons  de  y'  que  les  termes  non  nuls  pour     a;=:0;     nous  avons  ainsi 


■?.  /  /S               le,       cosa?v/2\ 
V  =  e-^-'    v/2  a  cosa?  v/2 ~~ 


Pour  a;  =  0,  ceci  nous  donne 


^^'-27^='^ 


donc  ar=-rH--^. 

Par  conséquent,  l'équation  de  la  courbe  C  est 

2v/^ 


y==e'x    _v^ sina^V^-      c>i^      +2 


3°  Quand  a?  varie  de  0  à     -^,     a?  v'2    ^arie  de  0  à     J;     par  conséquent,  le  sinus  augmente  de  0 

à  1,  le  cosinus  diminue  de  1  à  0;  d'autre  part,  y  est  un  produit  de  deux  facteurs;  lepremier  est  toujours 
positif  et  croissant,  le  second  part  de  0;  il  nous  suffît  donc  de  prouver  qu'il  est  aussi  croissant  dans 
l'intervalle";  or,  sa  dérivée  est 

cosa:  V^  4- ^  (2 -1- sinar  y'2), 

et  il  est  visible  que  chacun  de  ses  termes  est  positif  dans  l'intervalle  indiqué.  La  fonction  y  est  donc 
croissante,  elle  part  de  0  et  elle  atteint  la  valeur 

7t     \  •Sî/2v'2-+-l      ,      71- 

I       —  Z>        »         I     I I 


^V2v'2;~'       V       4         '   16 

M  est  facile  de  voir  que  cette  valeur  est  plus  grande  que     — ^.     Cela  est  évident  du  premier 

2  v2 

facteur  et  il  est  visible  que  le  second  facteur  est  plus  grand  que  1. 

D'autre  part,  la  dérivée  de  y  peut  s'écrire 

î/' ^  3t/ -I- e^^    cosa;V2-f-  â(2H-  sina?  v2)  h 
et  il  est  visible  maintenant  qu'elle  est  positive,  ce  qui  corrobore  la  conclusion  précédente. 


86 


ANALYSE 


Il  est  facile  de  voir  aussi  que  le  facteur 

cosar  ^2  -h  I  (2  -h  si  ni  V  2) 
est  rroissani  et  positif;  par  conséquent, 

e**   cosx  V5  H-  ^(2  -f-  sin x  yjî) 

est  croissante  aussi  ot  a  sa  dérivée  positive.  Donc  la  dérivée  y"  est  positive  aussi  et  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  les  y  positifs.  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point    x  =  -^     est 


2s2 


c'est  un  nornl^re  assez  grand  numériquement;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  presque  verticale. 

l'our  obtenir  l'aire  de  cette  courbe,  il  faut  d'abord  trouver  la  primi- 
tive de  y,  que  nous  appellerons  Y.  Un  moyen  simple  de  l'obtenir  est 
d'intégrer  l'équation  diirérenlielle  terme  à  terme. 

Ceci  donne 

y'  —  Gij  4-  1  i  Y  —  Te'"  sin t  \  -2 rfx  -f-  je'^x-dx  -h  le^dx. 

Les  trois  inlégraks  du  second  membre  sont  faciles  à  obtenir  ;  la 
troisième  est 

A  ^  fe"dx  =  Ç; 

la  seconde  s'obtient  en  intégrant  deux  fois  par  parties  : 

l:re-dx=^-J-^, 
finalement, 

/xWx  =  e-(^-2x  +  ^); 
enfin,  la  première  s'obtient  aussi  après  deux  intégrations  par  parties  : 

f  e"'  smx  s  2dx  = ^ — ^ Y  /  ^    cosx  \'idx, 

r  iT   •  I J  ''*'  <^osx  Jt       li    r  .,  ^  , 

J  \  2  ^2  J 

il  n'y  a  plus  qu'.'i  multiplier  la  première  par      '   ,     la  seconde  par     \-,     et  ajouter,  pour  avoir 

3^2./  ^  V     \2  3      / 

Je^ 8inx>2rfx  =  ^j  {.Tsinx  yï  —  n2  cosx  v2). 
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Nous  avons  donc  finalement 

et,  en  remplaçant  y'  par  sa  valeur, 

IIY  =  3t/  +  e»' ( -^  —  -g-  +  27  —  ^  ^ — n^ ^ cosa?  v^  —  ^  ^i" ^  V^  )' 

Il  suffit  maintenant  d'y   faire    x=z — -,     x:=0,     puis  de  retrancher  les   deux  résultais.  Ceci 

2v'2 

donne,  en  appelant  A  l'aire  cherchée, 

V       ^  16       24      18v/2       27      11      4^2/       27       11 

Telle  est  la  formule  numérique  qui  donne  l'aire  demandée  A. 

Bonnes  solutions  :  MM.  M.  Roux,  au  Creusot;  F.  Aurousseau,  à  Toul  ;  L.  Simon,  à  Fourmies:  M.  Mazkt,  à  Alger; 
G.  Lach,  à  Douai;  A.  Berlandk,  à  Saint  Cloud  ;  L.  Naucelle,  à  La  Châtre;  H.  Mennessikr;  E.  Krvuss;  A.  Prachay,  à 
Lyon;  E.  Dion,  école  normale  supérieure  de  Saint-Gloud:  J.  Chazelet,  lycée  de  Clermont-Ferrand. 
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2218.  —  Dans  un  plan,  on  donne  un  cercle  fixe  de  rayon  R  et  une  courbe  C.  Une  droite  passant  par 
le  centre  du  cercle  rencontre  celui-ci  en  un  point  A  et  la  courbe  C  en  un  point  M.  Déterminer  cette  courbe 
de  façon  que  la  tangente  au  cercle  au  point  A  et  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  se  coupent  sur  une 
droite  donnée  A. 

Étudier  les  différentes  formes  des  courbes  C  suivant  que  varient  la  distance  du  centre  du  cercle  à  la 
droite  A  et  la  constante  d'intégration. 

Prenons  pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle,  l'un  d'eux  étant  perpendiculaire  à  la 
droite  donnée  A,  Soient  a?  =  a  l'équation  de  cette  droite  et  p  =  /"(w)  l'équation  polaire  de  la  courbe 
cherchée.  La  tangente  à  cette  courbe  aura  pour  équation 

X  —  p  cosco      Y  —  psino3 

p'  costo  —  p  sin  (.)       p'  sin  co  +  p  cosw' 

celle  du  cercle,  qui  correspond  au  même  o^,  est 

XcoswH-Ysinw  — 11  =  0. 

Soit  A  la  valeur  commune  des  deux  premiers  rapports;  nous  aurons 

X  =  p  cos  (0  4-  À  (p'  cos  co  —  p  sin  to), 
Y  =  p  sinc)  4-  X(p'  sino)  -j-  p  coso), 

et,  en  portant  dans  la  seconde  équation, 

p  — lH-Àp'  =  0, 
puis, 

A  ; • 


En  écrivant  que     X:=a,     nous  avons 

—  op'-h  pp'costoH-  (R  —  p)  (p'cosfo  —  p  sin(-))  =0, 
—  ap'-h  Rp' coso)  —  p(R  —  p)sin(o:=0. 


HH 
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De  lu  on  déduit 


p(K  —  p)       Rcosw  —  a' 
Les  variahlos  sont  séparées  et  l'inlégration  s'achève  sans  peine  :  le  premier  niemhre  s'écrit 


et  nous  avons  finaleuienl 


dp         dp    RsiDoj(fo) 

P        H  —  z       II  cos  o>  —  (t 


L'intégration  est  immédiate  et  donne 


L^^— =  L 


H  —  p         H  coso>  —  «' 

g     __  C 

H  —  :       K  cosf)  —  n  ' 

p(C  —  a  ~r-  U  coso>)  =  eu. 

Les  courbfs  (C  sont  donc  des  coniques  ayant  l'nrigine  pour  foyer  et  l'axe  des  x  pour  axe  focal. 
Ce  résultat  est  évident  a  priori,  si  on  remarque  que  la  transformation   indiquée  équivaut  à  une 
homologie  dont  la  droite  A  est  l'axe  et  le  centre  du  crcle,  le  centre. 

L.   N.MCELLE.  à  La  Châtre. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Joi.i.y,  à  Honneur;  L.  Simon,  à  Fourmies;  P.  Hohkht,  à  Douai:  G.  Laim.  a  Douai. 
Solulioii  Kéoniclrique  :  M.  I..  Tiioi.v. 
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ÉCOLi:   POLYTECHNIQUE  {Suii,-) 


10106.  On  donne  sur  une  conicini-  dcnv  poinl>  tins  A  ctH;  par  ces  points  on  mène  deux  parallèles  qui  ren- 
contnnl  la  coinijue  en  A'  el  H  .  Lieu  du  point  de  rencorilf  de  AB   et  BA'. 

—  107.-  Par  un  point  du  cercle  2x- -+- 2yî  =  1  on  mène  une  tangente  à  l'ellipse  Hx*-»-ty*=l.  et  parce  point 
une  perpendiculaire  à  la  tangente.  Montrer  que  cette  perpendiculaire  est  lanpente  à  la  deuxième  ellipse    4x^ -t- 6j/*  =  1 . 

a 

—  108.  —  (jue  représente  l'équation  p  =  t "•'  I^ieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mènera  cette  courbe  deux  tan- 
gentes rectangulaires.  • 

—  109.  —  I^ieu  des  sommets  des  hyperboles  qui  ont  un  foyer  donné  et  une  asymptote  donnée. 

—  110.  -  On  donne  deux  paraboles  ayant  même  sommet  et  leurs  axes  rectangulaires.  Lieu  des  pôles  des  normale-i 
de  l'une  par  rajiport  a  l'autre. 

—  111.  —  On  considère  l'hyperbole  zy  =  fl*.  Trouver  l'enveloppe  d'un  cercle  ayant  son  rentre  sur  cette  hyper- 
bole et  tangent  à  O*/. 

—  112.  —  On  considère  nue  ellipse.  Par  le  foyei-  de  droite  on  mené  une  sécante  variable;  on  fait  passer  un  cercle 
par  l'autre  foyer  et  les  deux  points  de  rencontre  de  la  sécante  et  de  l'ellipse;  ce  cercle  coupe  l'ellipse  en  deux  autres 
points  .M  el  N.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  .MN. 

—  113.  —  Former  l'éiiuation  générale  des  ellipses  admettanl  un  segment  AU  jiour  l'un  des  diamètres  conjuguè.s 
égaux. 

—  114.  —  On  donne  la  parabole  //^  —  2px  =  0.  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  parmi  les  trois  normales  issues 
de  l'un  d'eux  <'i  la  courbe,  l'une  d'elles  soit  bissectrice  île  l'angle  des  deux  autres. 

—  116.  —  Lieu  des  sommets  d'un  triangle  d'aire  minimum  circonscrit  à  une  ellipse. 

—  116.  —  (»n  considère  une  ellipse,  un  foyer  F,  un  point  M  el  la  tangente  en  ce  point.  Du  foyer  on  abaisse  la  per- 
pendiculaire sur  la  tangente.  .Soient  p  la  longueur  ilu  ravon  vecteur  K.M.  p  relie  de  la  perpendiculaire;  montrer  qu'on  a 
4tp  =  ps  (2a  — p). 


EXAMENS   ORAUX  (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,   1919)  89 

—  117.  —  On  considère  une  parabole,  son  sommet  S  et  son  foyer  F.  De  S  comme  centre  on  décrit  un  cercle  qui 
passe  par  F;  ce  cercle  coupe  la  parabole  aux  points  A  et  B.  Comparer  les  angles  A3B  et  AFB. 

—  118.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  la  parabole    y-  —  4px  =  0, 

—  119.  —  On  considère  laconique    p  ==- ;    trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux  tangentes 

^  ^         t  -f-  e  COS  -j)  '  '^  ° 

rectangulaires. 

—  120.  —  Équation  de  la  polaire  d'un  point  (wq,  Po)  par  rapport  à  la  même  conique. 

—  121.  —  On  considère  une  ellipse,  ses  foyers  F,  F'  et  ses  sommets  A,  A'.  Dis  deux  foyers  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires FP,  F'P'  sur  une  tangente.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  AP  et  AP'.    a.    "^ iu^i^~cù^ 

—  122.  — On  donne  la  parabole  y-  —  4x  =  0,  et  le  point  x  =  2,  y  =  d.  Trouver  l'équation  du  cercle  qui  passî 
aux  pieds  des  trois  normales  issues  de  ce  point  à  la  courbe. 

—  123.  —  Par  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point  P  à  une  ellipse  on  peut  faire  passer  deux  paraboles.  Trouver 
le  point  de  rencontre  de  leurs  axes.  Lieu  de  ce  point  quand  le  point  P  décrit  la  courbe    f{x,  y)  :=  0. 

—  124.  —  Équation  générale  des  paraboles  ayant  un  sommet  donné  et  tangentes  à  une  droite  donnée.  Enveloppe  de 
la  directrice,  ^ui  —  17-  ^x'''  ~» 

—  125.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  ellipse  telles  que  l'aire  comprise  entre  l'ellipse  et  la  corde  ait  une  valeur 
donnée. 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  126.  —  Trouver  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites. 

x  =  az  +  p,  x  =  a':-hp', 

y  =  bz-+-(j,  y  —  Ij':  +7', 

et  calculer  leur  plus  courte  distance. 

—  127.  —  Mener  par  la  droite  Zx^2y  —  z  —  1  =  0,  x  —  y  -i-  z  =  0  un  plan  faisant  un  angle  de  60»  avec  la  droite 
2x -^  l  =  3y  —  2  =:  z  —  l. 

—  128.  —  Calculer  la  plus  courte  distance  des  deux  droites    x  =  y  =  z    et    x  =  2y-hi,    y  =  3;  +  2. 

—  129.  —  Faire  tourner  le  point  (a,  b,  c)  de  l'angle  —  autour  de  l'axe   x=  ?/=  r. 

^-  130.  —  On  considère  la  courbe  ?/  =  g-,  3  =  ^5—5.  Montrer  que  les  tangentes  à  cette  cou  rbe  font  un  angle  con 
stant  avec  une  direction  fixe.  ' 

—  131.  —  Trouver  l'équation  du  cône  qui'  a  pour  sommet  le  point  (1,  1,  1)  et  pour  directrice  la  courbe  xk=<3 
y  =  V-,    z  =  t. 

—  132.  —  Trouver  l'angle  maximum  de  deux  génératrices  du  cône  x^  —  y-  -{-2yz  =  (}.  Même  question  pour 
x^  —  yz  =  0. 

—  133.  —  Trouver  les  bissectrices  de  la  tangente  et  de  la  normale  principale  en  un  point  de  la  courbe  x  =  'M, 
yz=2i^^    c=:2<3.    Même  question  en  prenant  la  tangente  et  la  binormale. 

—  134.  —  Trouver  l'aire  latérale  du  cylindre  parallèle  à  Oz,  ayant  pour  base  la  cubique  x- -h  y^  ^  ax(x- —  3y-). 
et  limitée  au  paraboloïde    y  =  zx. 

—  135.  —  Montrer  que  la  surface    a;3  4-  y^  -+-  z^  —  Zxyz  =  a^    est  de  révolution  et  déterminer  la  méridienne. 

—  136.  —  Trouver  l'aire  et  le  volume  du  tore  engendré  par  le  cercle  x=Rsin/,  y^=a~h\\cost  en  tournani 
autour  de  Ox. 

2r3 

—  137.  —  Rectifier  la  courbe    y  =:x-,    ;  =  -^. 

—  138.  —  Étudier  la  courbe  x  =z  cos  t -\- \^  s'in  t ,  y  =  cost  —  \~i  =,int,  :  —  2coil.  Est-elle  sur  une  sphère?  Rela- 
tion entre  les  l  de  deux  rayons  rectangulaires. 

—  139.  —  On  donne  deux  sphères  S  et  S'  et  un  plan  P  qui  passe  par  la  ligne  des  centres.  On  considère  une  sphère  ^ 
tangente  à  S  et  S'  et  au  plan  P  en  M.  Lieu  du  point  M  quand  S  varie. 

—  140.  —  On  donne  un  tore  de  collier  nul  ayant  pour  axe  0:  et  pour  centre  le  point  0.  Trouver  l'aire  de  la  section 
faite  par  le  plan    x  ^  z. 

—  141.  —  On  considère  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  qui  rencontre  0;  sous  un  angle  de  lo°  et  qui 
s'appuie  sur  un  cercle  situé  dans  le  plan  des  xy  et  tangent  à  Oy  au  point  0.  Trouver  l'cquation  de  la  surface.  Sections 
par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy.  Pouvait-on  prévoir  le  résultat  géométriquement?  Calculer  le  volume  limité  par 
cette  surface  et  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xy. 

—  142.  —  On  donne  un  cercle  de  centre  0,  une  droite  D  perpendiculaire  au  pian  du  cercle  en  un  point  A  du  cercle, 
et  une  droite  D'  perpendiculaire  au  plan  passant  par  le  point  0  et  la  droite  D.  Former  l'équation  de  la  surface  engendrée 
par  une  droite  assujettie  à  rencontrer  le  cercle  et  les  droites  D  et  D'.  Étudier  les  sections  de  la  surface  par  des  plans 
parallèles  au  plan  du  cercle. 

—  143.  —  Que  représente  l'équation    sin(x-i-  y  -h  z)  =  cos(x  -f-  </  —  c)? 
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_  144.  _  On  lionne  deux  points  A,  B  et  une  droite  A.  Lieu  des  centres  des  sphères  passant  par  le  point  A  et  telles 
que  le  plan  polaire  du  point  B  passe  par  A. 

145.  _  Lieu  des  sommets  des  cùnes  de  révolution  passant  pir  une  conique. 

—  146.  —  On  considère  la  courbe  x  =  3/.  tj  =  Zt',  ;  =  2P.  Par  un  point  M  de  cette  courbe  on  mène  M.N  pcrpen- 
dirulniie  .ni  plan  xOy,  puis  sur  celle  perpendicnlaire  on  porte  a.  partir  «lu  point  M  dans  le  sens  MN  une  longueur  MP 
éffalc  a  l'arc  O.M.  Lieu  de  I'.  C'est  une  cunique;  trouver  S'jn  plan  et  sa  nature.  ^ 

_  147.  _  Trouver  l'équation  d'un  cône  qui  a  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  un  cercle  passant  par  trois 
points  situés  sur  les  axes. 

_  148.  —  On  coupe  le  cylindre  inrabolique  y*  —  2/jx  =  0  par  le  plan  x  —  2y  -+-  3:  =  1  ;  trouver  le  sommet  de  la 
parabole  section. 

_  149.  _  Tangentes  communes  aux  deux  surfaces  x^  -H  y^  ±  2a:  =  0.  Kqualion  de  la  surface  engendrée  par  celles 
qui  s'appuient  sur  la  droite    x  =  a,    ;  =  0. 

—  150.  —  Aire  latérale  d'un  cône  ayant  son  sommet  sur  0:  et  pour  base  un  cercle  langent  en  0  à  Oy  dans  le  plan 
des  x;/. 

—  151.  —  On  .liinne  trois  axe''  rectangulaires  cl  une  >ptiere  avant  son  centre  sur  tix.  Former  l'équation  du  conoTde 
engendré  par  une  droite  rencontrant  O;.  parallèle  au  plan  xOy  cl  tangente  a  la  sphère.  Calculer  le  voiiinie  limité  par  le 
conoïde.  la  sphère,  le  plan  j/O;  et  les  plans  tangents  à  la  sphère  parallèles  au  plan  xOy. 

—  162.  —  <»n  donm-  deux  droites  D  et  D'  dans  l'espace.  Du  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  toutes  les  droites  cjui  s'apjMiient  sur  1»  et  D'.  Lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

—  153.  —  On  donne  deux  cercles  fixes  sur  une  sphère.  Trouver  le  lieu  des  pôles  d'un  cercle  variable  tangent  à  ces 
deux  cercles. 

_  164.  _  On  donne  deux  sphères  égales  a\anl  leiir>  centres  sur  Ox  cl  O/y  cl  un  crtne  de  rév(dulion  ayant  pour 
axe  0:.  Trouver  le  lieu  des  centres- des  sphères  tangentes  aux  trois  surfaces. 

—  155.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  la  droite  — 5 —  =  îf-ç— =^  en  tour- 
nant autour  de  l'axe   x  =  1,    y  =  ?. 

—  156.  —  Dans  deux  jtlans  rectangulaires  on  donne  deux  cercles  tangents  h  l'arête  du  dièdre  en  un  même  point. 
Déterminer  les  normales  communes  à  ces  deux  cercles.  Cas  où  les  cercles  sont  égaux. 

_  157.  _  Trouver  l'équation  du  cylindre  de  révolution  qui  a  pour  axe  la  droite  x  =  2i/-h1,  î  =  3y  — 2  et  qui 
passe  par  l'origine. 

—  158.  --  On  flonne  la  parabole  .1/-— 2/>x  =  0.  :  —  0  et  la  droite  v  =  f>,  z  =  h.  Trouver  la  surface  engendrée 
par  une  normale  à  la  parabole  rencontrant  la  droite.  Montrer  que  les  parallèles  aux  génératrices  dç  la  surface  menéts 
par  l'origine  sont  dans  un  plan  passant  par  Oy. 

_  159.  _   Montrer  que  la  surface    :  =  ■  .,    '^  -j    est  réglée.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un 

point  sur  les  génératrices. 

160.  —  Trouver  le  volume  compris  entre  la  surface    -tt-  "^  "T  "*"  m  1-  -a  ~  *    et  les  plans    :  =  0,    :  =  2. 

161.  -  Kludier  la  surface    :  (x* -1- y*)  +  x*  —  y« -t- 2xy  —  1  =  0.    Lieu  des  axes  des  sections  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  x//.  Lieu  des  sommets.  Volume  limité  par  la  surface  et  les  plans    :  =  2.    :  —  3. 

—  162.  —  On  considère  la  surface  j  (x-  4-  v'  -  =*'  -^  ai-'  —  y*)  —  «*  '  =  0.  Chercher  les  droites  de  celle  surface. 
Peut  on  en  déduire  un  mode  de  génération? 

—  163.  —  Discuter  la  réqlilé  des  plans  osculateurs  à  la  courbe    y  =  x»,    s  =  x»    passant  par  un  point. 

—  164.  —  pour  quelles  valeurs  de  n  peut-on  calculer  l'arc  de  la  courbe  .r  —  az^,  y  x=  :»?  Calculer  l'aire  cylin- 
drique limitée  par  la  courbe,  sa  projection  sur  le  plan  des  r>j  et  une  droite  .Mil  parallèle  à  0:. 

—  165.  —  On  <lonne  deux  cercles  égaux  de  centres  O  el  0',  situés  dans  des  plans  parallèles,  et  on  considère  la 
droite  D  perpeiuliculaire  aux  plan-*  dis  cercles  et  passant  par  le  milieu  de  00'.  Trouver  la  surface  engendrée  par  une 
droite  rencontrant  les  cercles  et  la  droite  D. 

—  166.  —  f'quation    de   la  surface   engendrée   par  le  cercle    jî -i- y*  —  *x  =  0    en  tournani  autour  de  la  «Iroite 

f  =  2y=  =  -.. 

_  167.  _  Déterminer  /  pour  que  le  plan  :=).y  coupe  la  surface  x* -4- 2y' —  3:*  —  lOy:  =  0  suivant  deux  géné- 
ratrices rectangulaires. 

168.  —  <»n  donne  un  plan  P  el  une  droite  D  non  siluée  dans  le  plan,  cl  on  considère  une  droite  A  située  dans  le 

plan  P  el  telle  que  la  plus  courte  dislance  de  D  et  A  soit  conslanlc.  Trouver  l'enveloppe  de  A. 

169.     -   l'n  cNlindre  cre\ix  de   revolulion  limite  .'»  um"  base  a  son  axe  à  15°  sur  le  plan  horizontal.  Quel  est  le 

volume  de  l'eau  qu'on  peut  introduire  de  fat.on  que  le  niveau  oflleure  au  bord  supérieur  du  fond? 

_  170.  —  Déterminer  l'aire  latérale  du  cylindre    x«  -+-  y»  =  4x    située  à  l'intérieur  de  la  sphère    x»  -f-  y«  -+-  x«  =  16. 

._  171.  _  l,ieu  des  droites  qui  s'appuient  sur  une  droite  «lonnéc  et  sont  orthogonales  à  un  cercle  fixe. 

_  172.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  abaissée»  des  points  d'une  droite  donnée  sur  un  c«\ne  de  révolution. 

173.  _  perpendiculaire  commune  à  une  droite  lixe  et  h  une  ilroile  variable  qui  tourne  «lans  un  plan  fixe  auionr 

d'un  noint  fixe   l.i.  u  de  celle  |.crpeniliculaire  commune.  Définition  géométrique  de  la  surface. 

•  (A  suivre.) 
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SUJETS   DE   CONCOURS 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


Concours  de  1918, 


Mathématiques. 

2350.  —  On  donne  dans  un  plan  un  système  d'axes  rectangulaires  O.r,  Oy,  un  cercle  fixe  (w),  de  centre  0 
et  de  rayon  R,  enfin  deux  points  fixes  A,  B,  situés  sur  l'axe  0^,  dont  les  abcisses  sont  désignées  respective- 
ment par  aR  et  JÎR. 

Un  point  mobile  M  décrivant  le  cercle  (co),  on  considère  le  cercle  variable  (y)  circonscrit  au  triangle  MAB. 
Soit  M' le  second  point  de  rencontre  de  (w)  et  de  (y). 

1°  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  (y'),  orthogonal  à  (y),  qui  passe  en  M  et  M'.  Cas  où  ce  lieu  est  un 
cernie. 

2"  La  loi  du  mouvement  de  M  sur  (w)  étant  supposée  donnée,  on  désigne  par  V  et  V  respectivement  les 

\ 
valeurs  algébriques  des  vitesses  de  M  et  de  M'  sur  le  cercle  (w).  Montrer  que  le  rapport  ^^  ne  dépend  que  de 

la  position  de  M,  et  non  de  la  loi  du  mouvement;  trouver  le  lieu  du  point  P  de  la  droite  MM'  qui  est  défini  par 

la  condition  que  l'on  ait,  en  grandeur  et  en  signe,  =^  =  — ,  • 

3"  Soit  6  l'angle  polaire  (O.c,  OM)  de  M,  et  soit  p  le  rayon  du  cercle  (y).  Calculer  la  valeur  moyenne  du 

rapport  -  ,  considéré  comme  fonction  de  0,  pour  un  tour  complet  de  M  sur  le  cercle  (w).  On  supposera,  pour  ce 

P 
calcul,  que  A  et  B  sont  tous  deux  intérieurs  au  cercle  ('.o);  on  montrera  que  la  valeur  moyenne  demandée  est 
alors  une  fonction  continue  du  seul  produit  a-p.  En  est-il  de  même  pour  les  autres  positions  de  A  et  B? 


{Durée  :  4  h.) 


Eyure. 


2351.  —  Un  triangle  équilatéral  ABC,  de  lô'^'"  de  côté,  est  tracé  dans  le  plan  hori- 
zontal de  projection.  Le  côté  BC  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  LT;  le  sommet  A  est  sur 
le  grand  axe  de  la  feuille.  On  considère  les  trois  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  ayant  pour  sommets  respectivement  les  trois  points  A,  B  et  C. 

Chacune  de  ces  trois  paraboles,  en  tournant  autoiu'  de  son  axe,  engendre  un  parabo- 
loïde  de  révolution. 

On  représentera  par  ses  deux  projections  le  solide  commun  aux  trois  paraboloïdes 
supposés  pleins. 

On  se  conformera,  pour  la  mise  en  place  des  données,  aux  indications  du  croquis 

ci-contre. 

[Durée  :  4  /).) 

Calcul. 

Une  masse  d'air  M  =  10t-',  de  masse  spécifique  |ji  =  1,293.10-^  C.G. S.,  est  prise  à  la  température 
absolue  de  la  glace  fondante  T,,  =  273»,  sous  la  pression  atmosphérique  po=  1,013.10«  C.G.S.  Son 
volume  Uo  est  réduit  par  une  compression  brusque  (dite  adiabatique).  Au  cours  de  cette  opération,  la  tempéra- 
ture absolue  T,  la  pression  p  de  la  masse  considérée,  et  le  travail  W  à  fournir  pour  réaliser  la  compression, 
sont  donnés,  en  fonction  de  v,  par  les  formules 


T.t;ï-'  =  ToV'-', 


pv  =PqV 


0) 


W  =  —  Pprft',    .        -(  =  1,^0^. 
J  t\ 


Pour  le  volume  «^  =  77..  calculer,  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  T,  p.  W,  en  degrés,  atmosphères  et 

joules.  ^  ,  ,  , 

•^  ,  [Dnrce  :  /  h.) 


^5  QUESTIONS  PROPOSÉES 


Physique. 
I.  —  Loi  de  Jurin.  Élude  expérimentale  et  théorique. 

FI.  —  2352.  Le  réseau  des  isothermes  d'une  masse  donnée  d'un  lluide  est  représenté  par  1  équation  de  Van 
der  Vaals 

1°  Les  fonstantes  critiques  T,,  p,.,  »,  «'tant  donnéfs.  calculer  les  coefficirnts  a,  h,  I(  de  iéqualion  (1). 

Pour  li-'dun  certain  lluide  satisfaisant  à  l'équation  de  Van  <ier  Vaals,  les  consUnles  critiques  sont  : 
température  absolue,     1^  =  400°;  volume  spécifique,     u.=4"»'; 

pression,    pr  =  60  atmosphères  (I  atm.  =  1  03.3»?  poids  par  cm*). 

Calculer  I»s  valeurs  correspondantes  de  a,  b,  R. 

•J' Pour  la  masse  donnée  du  lluide,  quan.l  i  croît  in.l.'finiment,  montrer  que  l'équation  de  Van  der  Vaals  se 
réduit  à  celle  des  ■■  gaz  parfaits  ».  On  suppose  que  tous  les  coips  soient  amenés  à  cet  étal  limite  et  qu'ils 
obéissent  en  outre  à  la  loi  d'Avogadro;  montrer  que,  dans  les  équations  pr  ^^RT  relatives  aux  masses  molé- 
culaires des  divers  i^nz  i)arfaits,  la  constante  R  est  la  même  pour  les  gaz.  Calculer  cette  constante  au  moyen  des 
données  suivantes  relatives  à  l'oxygène  :  masse  moléculaire  de  l'oxygène,  0-=32»-';  densité  de  l'oxygène 
relative  à  l'air.  I,10b2;  masse  du  cm^  d'air  normal,  0«,(»((1  293. 

Des  résultats  obtenus,  déduire  la  masse  moléculaire  du  lluide  ci-dessus  défini  par  ses  constantes  critiques. 

3»  Liant  donnés,  [)our  une  suite  d'isothermes,  les  couples  des  valeurs  correspondantes  des  masses  spécifiques 
(/  et  d'  du  li(juide  et  de  sa  vapeur  saturée,  à  la  pressi.)n  K  de  cette  vapeur  saturée,  montrer  comment  on  peut 
calculer,  au  moyen  de  léqualion  ^1),  les  valeurs  de  K  et  T  correspondant  aux  couples  de  valeurs  de  d  et  (/'. 

En  particulier,  calculer  les  valeurs  de  F  et  T  correspondanl  aux  densités  (/=0,r)6,  d  =  0,04  relatives  au 
Huide  ci-dessus  défini  par  ses  constantes  ciitiques. 

4»  Dans  ce  dernier  ras.  évaluer  en  kilogrammètres  le  travail  nécessaire  à  la  liiiuéfaction  de  40»'  «le  vapeur 
saturée.  ,;,u,.,i^  .  j  /,,, 

Cltiinie. 

I.  —  .\tninoniac  :  .Sa  préparation  dans  les  laboratoires  et  dans  l'industrie  ;  ses  principales  propriétés. 

Pour  les  prépaialions  industrielles,  on  se  bornera  à  l'indication  des  réactions  usitées,  sans  entrer  dans 
aucune  description  d'appareils. 

II.  —  2353.  Liant  donné  un  jjoids  de  phosphore  égal  à  3»',l,on  le  fait  réagirsur  le  gaz  provenant  de  l'action 
d'un  excès  d'acide  rlilorhydriciue  sur  un  poids  de  17»<,4  de  bioxyde  de  manganèse  pur.  On  suppose  ce  gaz  tota- 
lement absorbé  par  le  phos|iliore.  Dire  quelle  sera  la  composition  (lualitalive  et  quantitative  du  produit  ainsi 
obtenu. 

Une  certaine  <iuantité  de  ce  produit  étant  mise  en  présence  d'un  grand  excès  d'eau,  indiquer  les  réactions 
qui  se  i)roduironl. 

D'autre  part,  on  effectue  celte  môme  décomposition  par  l'eau  sur  .j  du  produit  de  l'action  du  chlore  sur  le 

l)lios|iliore  et  l'on  dirige  dans  la  solution  aqueuse  un  courant  dechlore  jusqu'à  ce  que  ce  gaz  cesse  d'être  absorbé. 
On  suppose  que  le  liquide  ne  retienne  jias  dechlore  libre,  on  le  neutrali.se  exactement  i>ar  une  solution  alcaline 
et  on  laddilionne  d'un  excès  dtine  solution  dazoïale  d'argent.  II  se  forme  un  précipité  dont  on  demande  la 
nature  et  le  poids. 

Indiquer  enfin  les  réactifs  courants  «|ui  permettraient  la  vérification  de  la  nature  simple  ou  complexe  du 
jirécipilé  argenlique. 

Poids  atomiques  :     O^^ltl;         P  =  3I:        Cl  =  3:).:i;         Mn=Tr,5;        Ag^lOS.  (Durée:  :{  h\ 

♦ 


nl'KSTIONS    PUOPOSKKS 


2354.  —  Transformer  homographiquemont  et  .lémontrer  la  propriété  suivante  :  lorsque  deux  coniques, 
lune  inscrite  dans  un  triangle,  l'autre  circonscrite  au  même  triangle,  sont  tangentes  l'une  à  l'autre,  la  corde 
commune  h  ces  coniques,  associée  à  la  tangente  au  iioint  où  elles  se  louchent,  passe  par  un  point  fixe.   ^uj4,c<C  ^'l 

U.  MorvAi.sT.   dti  Cé^tix 

2355.  —  Le  pôle  normal  dune  corde  focale  d'une  ellipse  est  si  lue  sur  la  parallèle  au  grand  axe  menée     IcJÙ 
par  le  milieu  de  cette  corde.  H    Hoiv.u!«t. 

2356.  Trouver  le  lieu  des  axes  des  cônes  circonscrits  ;\  une  famille  de  quadriques  homofocales  et  ayant 
pour  sommet  un  point  donné.  II.  Boivaist. 
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DEUXIEME   PARTIE 


ANALYSE 


2162.   —    1°   Trouver   la  fonction   la  plus  générale,   définie  entre    0   et      -4- x  ,      qui  satisfasse  à 

l'équation  différentielle 

i 

x]j'  -h  y  =  2x  H-  2 , 

et  indiquer  d'une  façon  sommaire  les  variations  de  celte  fonction  ainsi  que  la  courbe  représentative. 

t^  Trouver  le  lieu  des  viinima  de  celte  fonction  quand  la  constante  d'intégration  varie  et  trouver  la 
valeur  de  celte  constante  qui  sépare  les  fonctions  qui  s'annulent  pour  deux  valeurs  positives  de  x,  de  celles 
qui  ne  s'annulent  pas. 

1.  Celte  équation  différentielle  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  qui  s'intègre  commo- 
dément par  le  j)rocédé  classique.  Mais  elle  est  bien  plus  facile  encore  à  intégrer  par  la  remarque  que  le 
premier  membre  est  la  dérivée  de  xy.  Nous  trouvons  ainsi 


puis 


xg  =  x^  -f-  2x  —  Lx  4-  C, 

C  —  Lx" 

y  =  xH-2-h- 


X 


Cette  fonction  est  bien  définie  do  0  à     -4- go  ;     pour    .x  =  -+-£,     elle  est  égale  à    h- qo  ,     quelque 

soit  G;  pour  x  =  -hoo,  elle  est  encore  égale  à  H- x  .  La  branche 
infinie  correspondante  est  asymptote  à  la  droite  D,  t/  =  x4-2,  et 
au-dessous  de  cette  droite.  Il  est  probable  que  la  fonction  passe  par  un 
minimum.  Pour  le  vérifier,  prenons  la  dérivée 

,  _  G         Lx         1 

•/  TT  .rï  "ï    ' 


x^   ' 


celle  dérivée  a  donc  le  signe  de 


Or    2'  =  2x  -+- 


1 


X 


2  =  a^2_(G-Hl)4-Lx. 
est  toujours  positive  dans  le  champ  des  valeurs 


positives  ;  dune  z  est  toujours  croissante,  et,  comme  elle  part  de 
—  X  pour  aller  à  +  oo ,  elle  s'annule  une  fois  et  passe  du 
négatif    au    posiiif.     Tout    est    vérifié,    et    la  courbe     a    une    forme 

analogue  à   celh   qui   e.-t    figurée    (C). 

Le  minimum  peut  être  au-dessu?,  au-dessous  de  la  droite     D(j/  =  x  -(-  2)     ou  sur  celle  droite.  La 

suite  nous  montrera  les  divers  cas  qui  se  présentent. 

2.  Le  X  du  minimum  est  racine  de  l'équation     ;  =  0    ou 

x=  — (C-+-l)-^Lx  =  0. 
Le   lieu   du  minimum    s'obtient    en   éliminant  G   entre    celte    équation   et  celle   qui   donne  y; 
nous  avons  d'abord  C  —  Lx  =  x-  —  1 , 
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puis 


X»  -   i 


y  =  X  -+-  i  -H 


=  2X-+-2- 


1 


.r  X 

Le  lieu  est  une  hyperbole  qui  a  pour  a-^ymploles  x  =  0  et  y  =  2x -+- 2.  Ce  lieu  s'obtient 
d'aillf.-urs  plus  simploment  en  faisant  »/'  =  ^  (ian^  l'équation  diiïérentielle.  Nous  avons  placé  sur  la 
figure  la  branche  de  droite,  (H),  de  cette  hyperbole  et  son  asymptote  A.  Elle  coupe  la  droite  D  au  point 
d'abscisse  1  et  rien  n'est  plus  simple  que  de  suivre  dès  lors  le  déplacement  du  minimum. 

Il  nous  reste  ensuite  à  voir  comment  varie  C  en  fonction  de  labscisse. 

Or,  nous  avons  C  =  x-  —  I  H-  Lx, 


dC 
dx 


2x  H ; 

X 


comme  cette  quantité  est  positive,  C  croit  avec  x;  donc  quand  le  minimum  descend  sur  la  branche  II, 
(]  diminue.  Pour  x  =  \,  C  est  nul;  la  constante  est  donc  positive  quand  le  minimum  est  au-dessus 
de  D,  et  négative  au-dessous.  Donc,  quand  le  minimum  atteint  le  point  C,  c'est-a-dire  l'axe  des  x,  la 
constante  C  est  néf^alive.  Or,  le  x  du  point  C  est  donné  par  l'équation 

-2r»-+-5x—  I  =0; 


il  a  pour  valeur 

et  la  valeur  correspondante  de  C  est 


X  = 


Co  = 


(v^â-i)' 


l-hL 


v/3— 1 


a  = 


N^3 


-hL 


^/•S—i 


^     ■   -       t, 

c'est  une  somme  de  deux  (juanlilés  négatives. 

Quand     C>Co,     les  racines  de  l'ériuation     y  =  0     sont  imaginaires  ;  quand     C  <  0^,     il  y  a  deux 
racines  réelles,  et,  quand    G  =  Co,     deux  racines  confondues. 

(tonnes  solutions  :  MM.  L.  .Nacckllb,  h  La  Cliàtre  ;  L.  Simon,  à  Fourmies  ;  E.  RoiiiB,  à  QiuMnl  ;  K.  Dio>c,  rcole  normale 
de  Saint-Clond  ;  K.   Dikouh,  à  Nancy  ;  M.  Roi  ;  A.  BtcnLANus,  a  Saint-Cl<tiri  ;  M.  IIdix,  au  f.reusol  ;  C.  Lacii,  h  Denain  ;  J.  Chaizb. 

Assi'z  lionnes  solutions  :  M.M.  L.  (Jkokfhoy,  à  Pt-ronne  :  Dollé,  lycée  Saint-Louis  ;  A.  Hou»seac,  k  Fournes  en-Weppcs  ; 
FiUTZ,  à  hourgcs. 


(IKO.MLTIUi:    A.NALVTiuri: 


2212.  />'«//  point  M  variable  sur  un  cercle,  de  centre  0,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  *nr  un 
diamètre  fixe  .\B  du  cercle.  Soit  N  le  milieu  de  (  iM.  Montrer  que  les  lieux  des  centres  de  gravité,  G  et  G', 
des  deux  triani/lcs  OMP  et  ONP  sunt  deux  ellipses. 

Démontrer  que  la  médiane  issue  de  M  est  normale  à  l'ellipse  lieu  de  (i.  Lieu  du  point  de  concours  des 

normales  à  ces  elliftses  en  G  et  G'. 

Soit  o  l'angle  de  OM  avec  Ox;  les  coordonnées  du  point  M 
sont  Uoos^,  Rsin;p;  celles  du  point  P,  Hcos^  et  O;  celles  dti 
point  0,  0  et  0.  Par  conséquent,  les  coordonnées  du  point  G 
sont 

2RcoS9  Usin;' 


X=: 


.{ 


!/ 


9x» 


Le    lieu  de   ce   point  est   donc    l'ellipse     -— -f- 9»/'=  R*. 
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Les  coordonnées  du  point  N  sont     ^^^ ,  R^nj?      ^^j^^^  ^^  ^^.^^  ^,  ^^^^  ^^ 

Rcoscs       ., 

H-  Rcosti      T^ 

Rcos-p  Rsin-j 


ne 


X  : 


2 


3  ~      2      ' 

Le  lieu  de  ce  point  est  donc  l'ellipse 

Ax'-  -+-  36,7^  =  R2 
Les  normales  aux  deux  courbes  en  fonclion  de  cp  sont 

2Rcoscp\^    .  /         Rsin 


y  = 


X- 


X 


3 

R  cos  9 


^)2sin,  +  (y-Ii^^)coscp  =  0 


3  sin; 


y 


R  sini 
~6~ 


COSco=:0. 


La  première  passe  visiblement  au  point  M. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites,  cherchons  d'abord  les  coordonnées  de 
ce  point.  A  cet  effet,  retranchons  les  deux  équations  l'une  de  l'autre;  nous  aurons 


X  sinc5  = 


2R  sin©  cos  es 


X=: 


Rcos© 


puis,     î/  =  — 


R  sincp 


Le  lieu  de  ce  point  est  donc  un  cercle,  le  cercle 

R2 

x'  +  y'=\- 

Bonnes  solutions  :  MM.  E.-N.  Barisien;  G.  Hèle,  à  Lille;  Topin,  à  Grandvilliers;  R.  Picvrd;  Graxdemange,  à  Monlniéilv 
P.  Bessot,  lycée  de  Toulouse;  A.  Berlande,  à  Saint-Cloud;  R.  Harmég.mes;  M"-  Barhillon,  à  Nancy;  Hérel  à  Lille' 
M.  Gironnet,  lycée  Saint-Louis;  Deperrois,  à  Évreux.  '  ' 

Solution  géométrique.  —  Le  milieu  I  de  MP  décrit  une  ellipse,  projection  du  cercle  donné, 

dont  le  plan  aurait  tourné  de  60"  autour  du  diamètre  fixe. 

Le  point  G  décrit  l'homothétique  de  cette  ellipse  par  rapport 

à  0,  et  dans  le  rapport  d'homothétie  -• 

Le  point  N  décrit  un  cercle. 

Le  point  G',  qui  se  déduit  de  N  en  prenant  le  ^  des  ordonnées, 

o 

décrit  une  ellipse. 

La  droite  NP  a  une  longueur  constante   q-  Quand  elle  se 

déplace,  les  normales  aux  différentes  courbes  que  décrivent 
chacun  de  ses  points  sont  concourantes  au  centre  instantané  de  rotation.  Or,  les  extrémités  N  et  P 
décrivent  Tune  un  cercle,  l'autre  une  droite,  et  les  normales  en  N  et  P  à  ces  lieux  concourent  au  point  M. 
Il  s'ensuit  que   la  médiane  M,l  issue  de  M  dans  le  triangle  OMP  est  normale  à  l'ellipse  lieu  de  G.  Cette 

normale  coupe  le  rayon  OM'  symétrique  de  OM  en  un  point  K  tel  que     0K=:— ^.     (Les  droites  OK  et 

GP  étant  parallèles,  et  J  le  milieu  de  OP,  les  triangles  JOK  et  PJG  sont  égaux,  donc 

0K=:PG  =  |pN  =  i0M 

Démontrons  que  la  normale  en  G'  à  l'ellipse  lieu  de  G'  passe  également  en  K.  Le  point  L,  milieu 
de  NP,  décrit  une  ellipse  homothétique,  et  les  normales  à  ces  deux  ellipses,  lieu  de  G'  et  lieu  de  L  sont 
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toujours  parallèles.  Or,  la  normale  à  l'ellipse  lieu  de  L  est  la  droite  ML,  puisqu'elle  doit  passer  par  le 
centre  instantané  de  rotation.  Celte  droite  ML  coupe  le  rayon  OM  parallèle  à  .NP  en  son  milieu  II.  Dans 

le  triangle  OLII  la  parallèle  menée  par  G'  à  la  base  LU  partage  le  c»)té  OH  dans  le  rapport  ^,  donc  passe 

au  point  K.  Dès  lors  ce  point  K  est  le  point  de  concours  des  normales  aux  deux  ellipses,  et  son  lieu  est 
un  cercle  concentrique  au  cercle  donné  et  de  rayon  trois  fois  plus  petit. 

(M.  .lOLLY.  a  Hondeur,  et  Henri  L\TIL,  élève  à  l'école  Sainte-Geneviève.) 

Bonnes  solutions  :  .M.M.  .Mahkm  \i.i;mi;  E.  Gaitikh:  II.  I-kiioiffé;  L.  Simon,  à  Ponrmies;  G,  Lai:h,  à  Douai;  IIknkiot. 
à  Nancy;  Ai.kxam»i«k,  à  Lyon;  M.  Hoi  x.  l.c  Crciiàol;  Dk>k>.m»;  Ciiaki:les,  a  Cl  Tinonl-Ferranil  ;  E.  Dion,  à  î?ainl-C!otnl  : 
P.  UiijoLUKAV,  à  Toiiloiisf;  J.  Cum/.k;  H.  Mkn.nessikk. 


(iKOMKTIUF   nr.SCIllPTIVI- 


2278.  —  Sphère   k.stailléi:   par   u.n   cùne.  —  Cadre   -y.,,-.  Pincer  la  ligne  de  terre  xy,  parallclement  aux 

petits  côtés  (lu  ca  Ire  et  à  220'"  "    /i/  rùtt;  inférieur. 

(in  considère  : 

1"  f'ne  sphère  de  80"""  de  rayon  repos'tnl  sur  le  plan  horizontal;  son  centre  (o,  o')  est 
dftns  le  premier  dièdre  à  liO"""  en  avant  du  plan  vertical;  la  li'jne  de  rappel  oo  est  à  90""" 
du  tjrnnd  côté  gauche  du  cadre; 

2  ■  Vu  cône  de  rc'Lolution  ayant  son  sommet  (s,  s')  au  point  le  plus  élevé  de  la  sphère, 
et  pour  axe  la  droite  (sa,  $'a')  telle  que  sa  fait  un  angle  de  45»  avec  la  ligne  de  rappel  oo' 
et  s'a'  un  angle  de  30'  avec  la  même  droite. 

Ce  cône  est  tangent  au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  point  [f,  s';. 

A]irès  avoir  di'tcrminc  la  ligne  commune  aux  deux  surfaces,  sphcriquc  et  conigue,  on 
représentera  les  projections  de  la  partie  de  la  sphère  extérieure  au  cône. 

Dans  la  mise  d  l'encre  on  indignera  les  constructions  d'un  point  guelconguc  de  l'inter- 
section, de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  constructions  des  points  et  droites 
rcmarguahlis. 

Titre  extérieur  :  (îeométrie  descriptive.  Titre  intérieur  :  Sphère  entaillée  par  un  cône. 

Nota.  —  Couper  la  feuille,  extérieurement  au  cadre,  de  manière  à  laisser  une  marge  de  2."S  à  30""". 

{École  <  eiitrnle.   l'.iji.) 

Le  plan  lani^onl  au  point  1<-  plus  haut  dtî  la  splu-ro  »'-lanl  aussi  tangcnl  au  cône,  le  contour  appan-ni 
vertical  tlf  celui-ci  se  composera,  en  projt-ction,  d.?  l'Iiorizonlale  s'c',  et  de  sa  symétrique  s'd'  par  rapport  à  la 
proieclion  s'(o'  de  l'axe.  Il  n'y  a  pas  di-  contour  apparent  liorizonlaL  car  la  verticale  du  sommet  est  intérieure 
au  cône.  On  verra  plus  loin  qu'elle  rencontre  une  sphère  inscrite  en  des  points  (|iii  nous  seront  utiles. 

L  Construction  d'un  point  guelconguc  de  l'in'crsotion.  —  On  peut  Irailfr  linti-rsoclion  <lo  la  sj.hér»'  et  du 
côno  comme  celle  de  dt^ux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  sont  situés  tians  un  même  plan  vertical, 
incliné  ù  45"  sur  le  plan  vertical  de  projection.  En  le  rendant  frontal,  on  appli(|ue  la  m.thoJe  des  sphères 
auxiliaires  en  procédant,  par  exemple,  comme  nous  lavons  déjà  fait  à  propos  de  la  question  2254.  Dans  ce  but. 
on  n'aura  (lu'à  effectuer  une  rotallun  provisoire  de  »'.  •  autour  de  la  verticale  du  centre  o.  o')  de  la  sphère,  ou 
à  prendre  le  plan  des  axes  comme  plan  vertical  auxiliaire.  On  fait  ensuite  retour  au  système  primitif. 

Nous  allniis  profiter  de  ce  que  le  sommet  S  du  cône  est  situé  sur  la  verticale  du  centre  de  la  sphère,  pour 
employer  une  autre  méthode  qui  .s'en  trouvera  simpliliée.  Nous  couperons  par  un  plan  varialde  !L  passant 
par  la  verticale  OS;  il  donnera  dans  la  sphère  un  grand  rerde,  et  dans  le  cône  deux  droites.  La  rtUalion  autour 
de  OS,  qui  amènera  ce  plan  à  être  frontal,  fera  ei>incider  le  cercle  avec  le  contour  apparent  vertical  de  la 
sithère,  ce  qui  n'exigera  aucun  tracé.  Tout  reviendra  à  «lélerminer  les  positions  des  génératrices  du  cône.  Les 
points  communs  à  ces  droites  et  au  cercle  seront  ensuite  ramenés  dans  le  plan  initial. 

Nous  effectuerons  nos  diverses  constructions  sur  le  cône  iS)  au  moyen  d'une  sphère  inscrite,  et  nous 
aurons  tout  intérêt  à  choisir  son  centre  («->,  w')  sur  l'axe  de  manière  que  sa  cote  soit  égale  à  celle  de  (o,  o'),  et 
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qui;  la  spliere  soil  égal.;  à  la  piopos.-e.  iJ'aprt-s  le  principe  d.'S  surfaces  circonscrites,  le  plan  auxiliaire  coupe 
le  cûne  suivant  les  deux  tangentes  menées  de  S  au  p-lit  cercle  déterminé  dans  la  sphère  [ii). 

Menons  donc  par  o,  dans  le  plan  horizonUiI,  um-  droite  arbitraire  qui  sera  la  trace  d'un  plan  (II).  Les 
points  p  et  q  où  elle  rencontre  le  cercle  de  contour  apparent  (wi  sont  les  projections  des  extrémités  du 
diamètre  horizontal  du  cercle  déterminé  dans  la  sphère  inscrite.  Par  une  rotation  autour  de  la  verticale  de 
(s,  «')  nous  amènerons  ce  diamètre  dans  la  position  fn.ntale  (;),7,,  p[r{[),  et  les  tangentes  menées  de  s'  au  cercle  de 
diamètre  p,ç;  donneront  les  génératrices  du  cône  .léplacées.  Leurs  points  de  rencontre  i/i,',  u[  avec  le  grand 
cercle  (o')  se  rappelleront  en  m,  et  n,  sur  le  diamètre  frontal  ub  du  cercle  [o),  et  la  rotation  inverse  les  ramè- 
nera a  leurs  véritables  positions  (m,  m'),  {n,  n'). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  tous  les  cercles  (p,q;)  passent  par  deux  points  lixes  i,  ;,  qui  sont  les 
projections  verticales  des  points  où  la  verticale  de  S  perce  la  sphère  (U).  Ces  deux  points,  qui  sont  communs 
à  tous  les  cercles  que  nous  considérons  dans  les  plans  II),  restent  fixes  dans  les  rotations  correspondantes.  Il 
sera  bon  de  les  construire  a  priori,  par  exemple  en  coupant  par  le  plan  frontal  de  -S},  (jui  sera  d'ailleurs  un 
plan  auxiliaire  remarquable  de  notre  série.  Chacun  des  cercles  du  faisceau  sera  alors  suflLsaminent  déterminé 
par  son  centre  i,',  déduit  par  une  rotation  du  milieu  i  de  la  cor.le  pq. 

Tangente  en  un  point  [m,  m')  de  la  courbe.  —  Nous  appliquerons  la  méthode  du  plan  normal.  Les  normales 
^ux  deux  surfaces  sont  :  1'  le  rayon  {om,  o'm)  de  la  sphère,  2>  la  droite  (wiO,  m'O)  qui  aboutit  au  point  de 
rencontre  (0,  0)  de  l'axe  du  cône  et  du  plan  perpen.liculaire  en  m,  m)  h  la  génératrice  de  ce  point.  En  coupant 
par  le  plan  horizontal  et  le  plan  frontal  de  (o,  o'j,  nous  obtenons  l'horizontale  [oh,  oh)  et  la  frontale  (of,  of)  du 
plan  normal.  Les  projections  mf,  m'f  àe  la  tangente  de  l'espace  sont  respectivement  perpendiculaires  à  o/i,  et  ©V". 
ni.  Points  remarquables.  —  i"  Points  situés  sih  lks  i^ènéiutrices  de  contour  api'ABKst  vkhtic.\l  du 
(;(y\E.  --  Ces  génératrices  sont  tangentes  à  la  sphère  inscrite  aux  points  (c,  c')  et  d,  d'),  le  premier  étant  le 
point  le  plus  haut  de  la  sphère  («o,  w'j.  La  première  droite  ne  fournit  que  le  point  (.s,  s'),  qui  est  un  rebroussemen 
de  1  intersection,  puisque  la  sphère  et  le  cône  y  adm-Htenl  le  même  j.lan  tangent.  La  génératrice  [sd,  s'd' 
■donne  ensuite  le  point  (c,  e'). 

■2-  Points  sitijks  sur  lk  contour  .mm'arent  vkiitical  de  la  sphèrk*.  —  Le  plan  frontal  de  (o,  o')  est  le 
plan  (ri)  particulier  auquel  nous  avons  déjà  fait  allusion,  et  qui  détermine  dans  la  sphère  .!-!;  le  cercle  (uv,  u'v') 
l)rojeté  verticalement  en  vraie  grandeur.  Les  tangentes  menées  de  s'  coupent  dire,  teinent  le  cercle  io')  aux 
points  k'  et  /',  rappelés  en  k  et  /  sur  ab. 

Ilemar.iuons  -nie,  dans  la  symétrie  par  rapport  au  plan  vertical  mené  par  l'axe  du  cône,  aux  points  (A-,  k'), 
[l,  l]  correspondent  deux  points  de  mômes  cotes,  situés  dans  le  plan  de  proOl  de  (o,  o';  et  dont  les  projections 
verticales  /f„  /,,  sont  les  points,  autres  que  s',  où  la  i)r.tje(tion  de  la  courbe  rencontre  la  ligne  de  rappel  oo. 

•T  Poi.NTs  SITUÉS  SUR  LE  co.NToiR  Ai'PARF.NT  HORIZONTAL  DK  LA  si'iiKHK.  —  Le  cercle  de  rontour  apparent  hori- 
zontal .i|)i.artient  à  une  sphère  de  sommet  [s,  s')  qui  coupe  la  nappe  utile  du  cône  suivant  un  cercle  rencontrant 
le  précédent  en  deux  points  (5,  5').  (g,  g').  Pour  les  obtenir,  il  suffit  de  construire  la  trace  It  du  plan  du  second 
cercle  sur  le  plan  horizontal  a'b'.  Sa  direction  est  perpendiculaire  à  ooi,  et  on  en  détermine  un  point  g  à  l'aide 
de  la  frontale  (a-^,  r''^')  du  p..int  ,a.  j',  où  la  sphèr.'  auxiliaire  rencontre  la  génératrice  horizontale  du  cône.  On 
Remarque  .jne  le  point  %  est  sur  la  ligne  de  rappel  hb\ 

4^  Point  le  plus  bas.  —  C'est  le  point  (>,>')  fourni  par  le  j.lan  de  symétrie  vertical  oo>. 

5"  Points  situés  su«  la  iutancentk  de  l\  projection  iioniz<.NTAi.E.  —  La  sphère  (w,  w)  a  en  commun  avec 
e  cône  un  cercle  double,  et  avec  la  .sphère  (o.  o\  un  autre  cercle  bitangent  h  la  courbe  aux  points  où  il  rencontre 
le  premier.  Ce  dernier  cercle,  situé  dans  le  plan  radical  des  deux  sphères,  est  vertical,  et  |.rojeté  suivant  l'axe 
radical  des  grands  cercles  (y)  et  (w),  qui  est  ainsi  bitangent  en  ).  et  ji  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe. 
Pour  av..ir  les  points  de  contact,  nous  construirons  Ihorizontale  qui  les  joint  dans  l'espace,  et  qui  est  l'ioler- 
section  des  plans  des  ileux  cercles.  Klle  est  .b'terininé..  par  le  point  i.  -V'  fourni  par  la  frontale  du  i.oint  (c,  c') 
perpendiculaire  à  laxe  du  cône.  Le  j.lan  hori/uni.,1  ,!.•  .-.•  point  coupe  la  sphère  ^o,  o)  suivant  un  cercle  dont  la 
projection  horizontale  va  passer  par  X  et  \i. 

Pour  le  tracé  définitif,  on  voit  immédiatement  .jue  les  portions  26e,  h'b'V  des  contours  apparents  de  la  sphère 
doivent  être  enlevées.  La  courbe  est  vue  tout  entière  en  projection  verticale;  en  projection  hoiiionlale.Tarc  «;t 
est  caché.  Knfin,  sur  la  projecti..ii  verli.ale,  on  a  à  ligurer  en  pointillé  la  partie  sV  du  contour  apparent  du 
cône,  qui  s'imprime  en  creux  dans  la  sphère. 

Assez  bonne  épure  de  M.  Mazkt.  h  Aluer.  j    f 

i.oirrs,''pi'î''o'!'"n'"''''r!r'''"  ?""   ^'''"'i'  '""■  '"  •'"'J^'^^"*'"   verli.ale.  Inrc  de  courbe  omis  par  le  dessinateur  «nlrc  les 
,poii.i.s  ,  et  A  ,  cl  qui  dilT.re  très  peu  du  cnloiir  ap|.,innt  de  la  >ph.ro. 
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QUESTIONS   POSÉES   AUX   EXAMENS   ORAUX  (1919) 


ÉCOLE    CENTRALE   {Suite) 


9851.  —  Coniques  passant  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse. 

9852.  —  Déterminer  une  conique  ayant  ses  axes  sur  Oo;  et  Oy,  connaissant  la  polaire  A  d'un  point  donné  P. 

9853.  —  Déterminer  une  conique  connaissant  un  axe,  un  sommet  sur  cet  axe,  et  la  polaire  A  d'un  point  donné  P. 

9854.  —  Équation  des  hyperboles  ayant  pour  asymptote  une  droite  donnée  {Ox)  et  admettant  pour  polaire  d'un 
point  P  (xq,  i/q)  une  droite  donnée  A. 

9855.  —  On  donne  deux  points  :  A  sur  Ox,  B  sur  Oy  et  une  droite  OD;  équation  générale  des  hyperboles  passant 
par  A  et  B  et  admettant  OD  comme  direction  asymptotique. 

9856.  —  Former  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
ellipse. 

9857.  —  Équation  de  la  parabole  ayant  Ox  pour  axe  et  qui  passe  par  deux  points  donnés  A  et  B. 

9858.  —  Équation  des  paraboles  d'axe  Ox  et  pour  lesquelles  deux  points  donnés  P  et  Q  sont  conjugués. 

9859.  —  Les  plans  perpendiculaires  aux  arêtes  d'un  tétraèdre  en  leurs  milieux  se  coupent  suivant  quatre  droites 
concourantes. 

9860.  —  Dislance  d'un  point  à  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy. 

9861.  —  Condition  pour  qu'un  plan  fasse  des  angles  égaux  avec  deux  droites  données.  Interprétation  géométrique. 
Mener  par  un  point  de  l'espace  M  (a,  b,  c)  un  plan  faisant  avec  trois  droites  de  l'espace  des  angles  égaux;  nombre  de 
solutions. 

9862.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  M  (a,  ô,  c).  Équations  de  la  droite  symétrique  de  0:  par 
rapport  à  OM. 

9863.  —  Soient  M  (x,  y,  z)  un  point  de  l'espace;  A,  B,  C,  ses  projections  sur  les  trois  axes  (rectangulaires).  On  trace 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC;  lieu  du  point  .VI  pour  que  ce  cercle  passe  par  un  point  fixe  I  [xq,  ?/o,  Zq). 

9864.  —  Un  point  M  (a,  6,  c)  a  pour  projections  sur  les  plans  de  coordonnées  (rectangulaires)  les  trois  points  P,  Q,  R; 
coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  PQR. 

9865.  —  Équation  générale  des  sphères  tangentes  à  Oz  en  0,  et  tangentes  à  une  droite  donnée  A  parallèle  à  Ox 
.(y  =  6,  z^c).    Lieu  des  centres  de  ces  sphères. 

9866.  —  Équation  du  cylindre  ayant  pour  directrice  la  courbe 

x-2  +  y2  _  2pz  =  0,  y  —  mx, 

•et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite    x^y  =^z. 

9867.  —  Équation  du  cône  de  sommet  S  (a,  h,  c)  et  ayant  pour  directrice  la  courbe    x-  —  y"^  —  2c  ^  0,    x  =  /(. 

9868.  —  On  donne  le  cône    22  ==  2xy\    lieu  des  perpendiculaires  menées  de  l'origine  sur  les  plans  tangents  à  ce  cône. 

9869.  —  On  donne  une  parabole  »/2  —  O/ja;  ^  0  dans  le  plan  des  xy  et  un  point  S  sur  l'axe  0:.  Équation  du  cône 
engendré  par  le-?  perpendiculaires  abaissées  de  S  sur  les  tangentes  à  la  parabole. 

9870.  —  Équation  d'un  cône  de  sommet  0  et  s'appuyant  sur  la  courbe  d'intersection  de  deux  quadriques  ayant  môme 
plan  polaire  de  ce  point  0. 

9871.  —  Équation  d'une  surface  de  révolution  autour  de  0:;  tquation  de  la  normale  en  un  point  M  ;  montrer  qu'elle 
rencontre  l'axe  et  que  le  point  de  rencontre  reste  fixe  quand  M  se  déplace  sur  un  parallèle. 

9872.  —  Équation  du  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  droite 

5x  — y  — z  — 2  =  0,  X  —  2y  +  :  —  1  =  0 

et  passant  par  l'origine. 

9873.  —  Équation  de  la  surface  engendrée  par  la  courbe  d'équations 

z  =  mx,  (x  — a)2  +  ?/^;=R2, 


en  tournant  autour  de  Oz 
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9874.  —  On  donne  la  courbe    x=^- ,    y  =  i 1,    2  =  7 ;     équation  du  cône  ayant  popr  sommet  l'origine 


et  cette  courbe  pour  directrice. 

9875.  —  On  considère  la  courbe    y=^x-,    z^x^;     équation  de  la  surface  engendrée  par  les  normales  horizontales 
à  cette  courbe. 

9876.  —  Mener  par  un  point  {a,  b,  c)  les  normales  à  la  courbe 

x  =  cos<,  y;=sin<,  3  =  tg<. 

9877.  —  Lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  à  deux  droites  fixes  est  constante. 
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9878.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  dont  le  rapport  des  distances  au  point  0  et  à  une  droite    D  (x  =  «,    y  =  0)  est 

constaril. 

9879.  —  Lieu  des  droites  passant  par  un  point  donné  S  et  équidistantes  de  deux  points  donnés  A  et  B. 

9880.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0:,  et  un  point  M  (a.  A.  c).  Dans  le  plan  MOi,  on  trace  la 
droite. <)L,  syinélrique  de  0:  par  rapport  à  O.M;  OL  rencontre  en  P  la  perpendiculaire  .Mil  à  0:.  Lieu  de  P  lorsque  M 
décrit  une  droite  parallèle  à  Ox. 

9881.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  A  sur  Ox,  par  lequel  on  a  mené  .V:'  parallèle  àO;:  utie 
droite  A  s'appuie  sur  Oy  et  sur  A:',  elle  fait  un  angle  de  45°  avec  A:';  équation  de  la  surface  engendrée  (tar  cette  droite  S. 

9882.  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  un  p<iint  B  sur  Oy,  par  lequel  on  a  mené  Br  parallèle  à  Ox;  une 
droite  A  s'appuie  sur  0:  et  sur  lix  :  elle  coupe  O;  sous  un  .tn>:le  de  45';  équation  de  la  surface  engendrée  par  celte 
droite  A. 

9883.  —  On  donne  trois  axes  reclan^'ulaires  et  dans  le  pian  «les  xy  une  circonférence  tangente  à  Oy:  équation  de  la 
surface  en^'endrée  par  une  droite  l'(J  qui  rencontre  0:  en  P  et  coupe  en  Q  la  circonférence  sous  un  angle  de  45'. 

9884.  -  (In  donne  les  trois  droites    A  \  ^~      ''"  B  ^  '  ~      '^^  c\  '~      "' 

(  '=  —  c;  (xz=z  —  a;  (y  =  —  b\ 

équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  A  .s'appuyant  sur  les  trois  droites  A,  B.  C. 

9885.  -  Diamètres  dans  rcllipsoïde  rapporté  à  ses  axes. 

9886.  -  l'n  ellipsoïde  est  coupé  par  une  droite  A:  mener  par  la  droite  un  plan  tel  que  A  soit  un  diamètre  de  la 
section. 

9887.  —  Mener  par  une  droite  A  un  plan  tel  que  celte  droite  soit  normale  à  la  section  déterminée  par  ce  plan  dans 

un  ellipsoïde. 

9888.  -  Placer  sur  riiyperholoïde    -jH-^  — ^— 1=  0  une  circonférence  de  rayon  donne  H. 

9889.  —  Trouver  les  génératrices  parallèles  des  deux  surfaces 

3x.«-+-y2_it_  1  =  0.  xi  — yi  — 2j  =  0. 

9890.  -  Trouver  sur  riiyperboloïde    x^- -\- yi  —  :'- —  \  ~  Q    les  génératrices  parallèles  au  plan    y  —  x. 

9891.  —  Démontrer  qu'une  section  plane  d'un  paraholoide  de  révolution  se  projette  suivant  un  cercle  sur  un  plan 
perpendiculaire  â  l'axe.  Lieu  du  centre  de  la  section  quand  le  rayon  de  la  projection  reste  constante. 

9892.  —  Équation  générale  des  paraboloïdes  ayant  deux  plans  principaux  donnés  (xO:.  yO:,  rectangulaires)  et  un 
plan  de  sections  circidaires  donné.  (londitio.Ts  de  possiLilile. 

9893.  —  I-^(]uation  générale  des  paraboloïdes  elliptiques  passant  par  un  cercle  donné, 

9894.  —  Former  l'écjualion  d'un  paraboloïde  admettant  pour  plans  principaux  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q 
donner  I/O:,  yO:),  tangents  à  un  i)lan  W  et  passant  par  deux  points  .\  et  B. 

9895.  —  .Mener  à  un  paraboloïde  cllipli(jiie  une  normale  par  un  point  donné. 

9896.  —  Soit  un  point  lixe  A  sur  la  surface         -i- '- 22  =  0;    lieu  des  sommets  des  paraboles  tracées  sur  celte 

surface  et  qui  liassent  par  le  point  A. 

9897.  —  Équation  ilun  |)aralioluïdc  hyperbolique  ayant  deux  plans  principiux  donnés  et  passant  |>ar  une  droite 
donnée. 

Mécanique     M.    TrtESSE). 

9898.  Sur  un  axe  Ox,  on  considère  les  deux  points  A  et  .M,  tels  que  l'on  ait     OÂ  =  isin/,     ÂS  =  fi;    étudier  le 

nioiiveiiii'iit  du  point  .M. 

9899.  —  Soient  deux  points  A  et  B  sur  une  horizontale;  position  d'équilibre  iTun  point  matériel  posant  M  dont  le 
poids  est  :.'«.  soumis  à  deux  forces  attractives  émanant  de  A  et  de  11  et  res|iectivenient  égales  a  4'«  et  3'«. 

9900.  —  On  donne  deux  point»  0  et  0';  un  point  .M  pesant  est  attiré  par  le  point  0  suivant  une  force  (.MF)  =  (MO) 
et  rcp.in^sé  |)ar  le  poinl  O  suivant  une  force     (.MF)  =  2  (O.M);     position  d'équilibre  de  M. 

9901.  -  On  donne  une  parabole  dans  un  plan  incliné  à  4.*l°  sur  le  plan  hori/onlal.  la  tangente  au  sommet  eUint 
horizontale;  un  point  pesant  est  placé  sur  la  parabole,  le  coeflicient  de  frottement  est  égal  à  f\  équilibre. 

9902.  —  On  donne  un  vecteur  AF  et  une  droite  A.  Ku  un  point  0  de  A  on  construit  le  vecteur  (OG)  =  (MÎ,AF); 
lieu  de  l'extrémité  G  de  ce  vecteur  qunml  le  point  0  décrit  la  droite  A. 

9903.  -  On  doiine  une  droite  A  et  deux  points  O  et  A:  lieu  de  l'extrémité  du  moment  par  rapport  à  O  d'une  force 
.M-'  dont  1  c\lreuiile  F  dciril  A. 

9904.  On  considère  une  force  AF  dont  l'origine  A  est  située  sur  Ox  (OÂ  =  4");  le  moment  de  F  par  mpp<irt  au 
point  O  égale  lO'»";  lieu  de  l'extrémité  «le  F. 

9905.  —  IMacer  dans  un  plan  P  une  force  F  de  15"  dont  le  moment  par  rapport  h  un  axe  A  parallèle  a  I'  ci   a   une 

dishmci'  donnée  île  I'  ail  une  valeur  diuinee. 

9906.  —  i>n  considère  un  cube  pesant  de  poids  P=-.  !'•;  les  faces  ABCD,  A  B  C  D'  sont  horizontales;  placer  dans 
le  plan  lie  la  face  supérieure  une  force  d'intensité  20''  et  dont  le  moment  par  rapport  a  AU  soit  égal  h  celui  «le  P. 
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9907.  —  On  consiilère  deux  axes  qui  se  coupent  Ox,  Oy.  Démontrer  que  toutes  les  forces  qui  ont  un  moment  con- 
stant A  par  rapport  à  Ox,  et  un  moment  constant  B  par  rapporta  O.v,  s'appuient  sur  une  droite  fixe. 

9908.  —  A  est  un  axe  parallèle  à  Ox,  situé  dans  le  plan  des  x.y:  on  donne  M'^F  =  A  et  M',.F  =  C.  Placer  la  force  F 
dans  l'espace. 

9909.  —  On  donne  une  force  OF;  on  prend  le  moment  SGde  cette  force  par  rapport  à  un  point  S  variable  sur  la 
courbe     z^=h,    y^^=2px;     lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  SG. 

9910.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  fixe  A  sur  Ox;  une  force  d'origine  A  a  son  extrémité  M 
qui  décrit  une  courbe    x  =  f[z),    y  =z  g{z).     Lieu  de  l'extrémité  du  moment  de  cette  force  par  rapport  au  point  0. 

9911.  —  On  a  un  triangle  équilatéral  ABC  de  centre  0,  situé  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0;  on  prend  dans  le 
plan  horizontal  de  cote  2  les  points  A',  B,  C  qui  ont  pour  projections  sur  le  premier  A,  E  et  C.  On  considère  les  trois 
forces  AB',  BG',  CA'.  Trouver  leur  résultante  générale  et  leur  moment  résultant  par  rapport  au  point  0. 

9912.  —  On  consiilère  trois  axes  reclangulaires  Oxyz;  sur  Ox  deux  points  A  et  A',  sur  O.y  deux  points  B  et  B'  qui 
sont  les  quatre  sommets  d'un  carré  (de  centre  0);  par  A,  B,  A',  B'  on  mène  quatre  forces  :  celle  qui  est  appliquée  en  A 
est  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  yOz  ;  les  a,utres  s'en  déduisent  par  des  rotations  de  90"  autour  de  Oz.  Trouver  la 
résultante  générale  et  le  moment  résultant  de  ce  système  par  rapport  au  point  0. 

9913.  —  On  prend  sur  l'arête  d'un  dièdre  PQ  deux  points  A  et  B  distants  de  2";  au  point  A  est  appliquée  une  force 
AFi  I  ée  dans  le  plan  P  et  telle  que  BAFi  =  4o";  au  point  B,  une  force  BF2=  1"^  située  dans  le  plan  Q  et 
telle  que     ABF,  =  45°.    Bésultante  générale  et  moment  résultant  du  système. 

9914.  —  On  donne  une  force  F  dont  l'origine  a  pour  coordonnées  a,b,c  et  les  composantes  sont  A,  B,  C;  trouver  un 
système  de  trois  forces  équivalent  à  la  force  F,  la  première  force  ayant  son  point  d'application  en  0,  la  seconde  étant 
parallèle  à  0:  et  la  troisième  étant  portée  par  la  droite    x  =  >/  =  :. 

9915.  —  Trouver  un  système  de  trois  forces  équivalent  à  une  force  donnée  F  et  remplissant  les  conditions  suivantes  : 
l'une  est  appliquée  en  0,  l'autre  est  parallèle  à  0;  et  la  troisième  est  parallèle  au  plan  xOy. 

9916.  —  Un  système  de  forces  a  été  réduit  à  trois  forces  P,  Q,  Il  appliquées  en  trois  points  donnés  A,  B,  C;  en 
déduire  toutes  les  réductions  possibles  en  trois  forces  appliquées  en  ces  mêmes  points  A,  B,  G. 

9917.  —  Remplacer  un  système  de  deux  forces  AP,  BQ  par  un  système  équivalent  composé  de  deux  forces  A'P',  BQ' 
respectivement  parallèles  aux  premières. 

9918.  —  On  donne  un  système  de  forces  par  sa  résultante  générale  OR  et  son  moment  résultant  OG,  par  rapport  au 
point  0;  le  remplacer  par  un  système  équivalent  formé  de  trois  forces  situées  respectivement  dans  les  plans  (/-(-r  =  0, 
2-i-x  =  0,    x-i-y^O. 

9919.  —  Étant  donné  un  système  de  forces  par  sa  résultante  générale  OR  et  son  moment  résultant  OG,  par  rapport 
au  point  0,  le  remplacer  par  un  système  équivalent  formé  d'un  couple  dans  le  plan  xOy  et  d'une  force. 

9920.  —  On  donne  deux  forces,  l'une  F,  dans  le  plan  xO^^  et  parallèle  à  la  première  bissectrice,  l'autre  F.,  dans  le 
plan  xO:  et  parallèle  à  la  seconde  bissectrice;  les  points  d'application  sont  les  deux  points  A  et  A'  sur  Ox  et  symétriques 
l'un  de  l'autre  par  rapport  à  l'origine.  Remplacer  ce  système  par  un  système  équivalent  composé  de  deux  forces  l'une 
P  dans  le  plan  xOy,  l'autre  Q  dans  le  plan  xOz. 

9921.  —  On  donne  un  dièdre  PQ;  deux  forces  de   l''^   appliquées  respectivement  aux  points   A    et  B  de   l'arête  et 

situées    dans    les    faces  font   avec  l'aréle   AB   les  angles     BAFi  =  ABF,  =  45°.    Trouver   tous  les  systèmes  équivalents 
formés  de  deux  forces  égales,  ayant  également  pour  origines  les  points  .\  et  B  et  situées  dans  les  faces  P  et  Q  du  dièdre. 

9922.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux  dont  l'une  soit  appliquée  en  un  point  donné. 

9923.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  dont  l'une  soit  portée  par  une  droite  donnée. 

9924.  —  On  donne  un  système  de  forces  caractérisé  par  sa  résultante  générale  OR  et  son  moment  résultant  OG; 
peut-on  réduire  ce  système  à  deux  forces,  l'une  appliquée  en  0,  l'autre  parallèle  à  0:'.'  Danà  le  cas  où  cela  est  possible, 
combien  de  solutions? 

9925.  —  Remplacer  un  système  de  forces  (X,  Y,  Z,  L,  M,  N)  par  deux  forces,  l'une  appliquée  en  un  point  donné  de  0-, 
l'autre  située  dans  le  plan  des  xy. 

9926.  —  Un  syslèine  de  forces  est  caractérisé  par  sa  résultante  générale  R  («,  0,  a)  et  son  moment  résultant  G  placé 
suivant  ();.  Réduire  ce  svstèmc  à  deux  forces,  l'une  située  dans  le  plan  x-4-y  +  :=0,  l'autre  appliquée  en  un  point  B 
de  O.y. 

9927.  —  On  donne  la  résultante  générale  OR  (1,  0,  1)  et  le  moment  résultant  OG  (0,  0,  2)  d'un  système  de  forces. 
Trouver  un  système  de  deux  forces,  l'une  appliquée  en  0.  l'autre  d'intensité  2,  équivalent  au  système  proposé. 

9928.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  deux,  l'une  parallèle  à  x0.y,  l'autre  tangente  à  la  courbe    x  =  s-,    i/  =  ^. 

9929.  —  Un  système  de  forces  est  réductible  à  une  force  0F=  l""  placée  surOiet  à  un  couple  dans  le  plan  xO.v, 
d'axe  égal  à  r^"'.  Le  remplacer  par  un  système  équivalent  formé  de  deux  forcesd'égale  intensité,  dont  l'une  appliquée  en  Ô. 

9930.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  à  deux  forces  appliqui'^es  en  deux  points  donnés  0  et  0".'  Condition 
de  possibilité.  Appliquer  à  l'exemple  suivant  :  le  système  donné  est  composé  de  deux  forces,  l'une  .\P  égale  à  1'»,  paral- 
lèle à  Ox  et  appliquée  au  point  A  (1,  1,  1),  l'autre  BQ,  égale  à  !"«,  pirallète  à  Oy  et  appliquée  au  point  B  {— 1,— 1,— 1). 
On  prendra  0'  sur  0:  (0,  0,  h). 
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9931.  —  On  donne  un  cube  et  des  forces  parallèles  appliquées  aux  sommets.  Trouver  le  centre  des  forces  parallèles. 

9932.  —  Etant  donne  un  triangle  ABC  de  côtés  4,  5,  6,  on  place  suivant  les  côtés  trois  forces  représentées  respec- 
tivement par  AB.  HC,  CA  ;  placer  sur  les  côtés  du   triangle  ayant  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  premier  trois 

forcer  telles  qu'il  y  ail  équilibre. 

9933.  —  On  a  dans  un  môme  plan  deux  triangles  ABC,  ABC  et  l'on  considère  les  forces  AB.  BG.  CA.  A  B  .  B  C.  C'A': 
condition  d'équilibre  du  système  formé  par  ces  six  forces. 

9934.  —  Un  tétraèdre  SABC  est  soumis  à  l'action  de  trois  forces  AB,  BC  et  C.\;  on  demande  d'éc)niiil>rer  ce  système 
par  Imis  autres  forces  portées  respectivetnenl  par  les  côtés  du  triangle  ABC,  obtenu  en  coupant  le  tétraèdre  par  un  plan 
parallèle  à  la  base. 

9935.  —  Un  cube,  ayant  deux  faces  liorizoutales  ABCD.  A'B'C'D',  est  soumis  à  son  poids,  égal  à  sa  diagonale,  et  à 
une  force  représentée  par  l'une  des  diagonales  de  sa  face  supérieure,  soit  BD";  en  supposant  le  sommet  A  fixe, 
placer  dans  la  face  inférieure  une  force  maintenant  ce  cube  en  équilibre. 

(A  tuivre.J      • 
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Géométrie  analytique. 

Soient  0.r  et  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  AU  la  droite  dont  rét|uation,  par 
axes,  est  x  —  «  =  0,  a  étant  une  longueur  positive  donnée.  A  chaque  point  F  de  cette  droite 
correspond  une  [larabole  (P)  ayant  pour  foyer  K.  pour  axe  principal  la  droite  OF  et 
tangente  à  l'axe  Ox. 

On  demande  de  trouver,  de  reconnaître  et  de  construire,  le  point  F  décrivant  AR. 

i"  le  lieu  du  sommet  S  de  (P); 

2°  le  lieu  du  point  Q,  pied  de  la  directrice  de  (P)  sur  son  axe  OK; 

3"  l'enveloppe  de  la  directrice  de  (P). 

Soid.  —  Les  con.siilérations  géométriques  seront  appréciées. 


Mécanique. 

2358.  —  Dans  un  pian  vertical  V  pris  |)our  |»lan  de  la  ligure,  on  considère  un  point  li.ve  0  et  deux  poulies 
circulaires  non  déforinablea  :  l'une  A  mobile,  l'autre  11  lixe,  c'est-à-dire  soutenue  par  une  tige  rylindri(|ue  C 
irf\ariable  de  forme  et  de  position  et  dont  les  génératrices  rectilignes  sont  perpendiculaires  à  V.  Le  rayon  de  la 

poulie  H  est  le  Iriplc  de  celui  de  son  (Pil,  de  même  centre  et  circulaire, 
et  la  section  dioile  de  la  tige  cylindrique  C  |>ar  V  est  un  cerrlo  de  rayon 
(luelt'onque  moindre  que  celui  de  rteil. 

Un  cordon  llexible,  de  résistance  illimitée  et  d'épaisseur  négligeable, 
est  attaché  au  |ioint  lixe  G;  il  soutient  la  poulie  A,  passe  sur  la  poulie  11 
et  supporte  un  poids  tenseur  P.  Au  rentre  de  la  poulie  A  est  suspendue 
une  charge  égale  aussi  à  P.  On  admettra  (ju'il  n'y  a  pas  de  frottement  du 
cordon  sur  la  poulie  A  et  que  ce  cordon  ne  peut  pas  glisser  sur  la  poulie  B. 
On  ne  tiendra  pas  compte  des  poids  des  poulies  et  du  cordon. 

1"  Dans  riiypotli«''se  où  il  n'y  a  pas  de  frottement  de  la  poulie  H  sur 
la  tige  C,  calculer  I  angle  aigu  a  que  fait  le  cordon  avec  la  verticale  Os, 
lorsque  l'appareil  est  en  équilibre. 

2"  Dans  rhy[toihése  où  il  y  a  frottement,  d-?  coefficient  égal  à  l'unité, 

de  la  poulie  11  sur  la  tige  C,  calculer  à  un  millième  près  les  cosinus  des 

anules  aigus  a' et  a",  valeurs  de  l'angle  a  qui  correspondent  aux  positions  d'équilibre  limite  de  l'appareil,  et, 

pour  chacune  de  ces  positions,  calculer  à  uti  irrainme  près  les  r.' iclions  du  iioint  (Ixc  u  el  de  la  lit'e  fixe  C, 

sachant  (jue    P  =  1  "."O". 
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Nota.  —  On  suppose  la  distance  de  G  à  0^  assez  grande,  les  rayons  des  poulies  assez  petits  et  la  longueur 
totale  du  cordon  assez  grande  pour  assurer  le  libre  jeu  de  l'appareil,  tout  au  moins  dans  les  limites  qui 
comprennent  les  positions  d'équilibre  visées  ci-dessus. 

Trigonométrie. 

2359.  —  Étant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC  dont  le  côté  est  égal  à 
l'unité  de  longueur,  on  considère  un  point  variable  D  sur  le  côté  BG  entre  B  et  G, 
et  on  désigne  par  x  l'angle  ADB. 

i"  Exprimer  en  fonction  de  x  les  distances  du  point  A  aux  centres  des  cercles 
inscrits  dans  les  deux  triangles  ADB  et  ADG,  puis  étudier  les  variations  de  la 
somme  et  du  produit  de  ces  deux  distances  quand  on  fait  varier  x. 

2°  Déterminer  x  de  façon  que  la  somme  des  rayons  des  cercles  inscrits  dans 
ces  deux  triangles  ADB  et  ADG  soit  égale  à  une  quantité  donnée  A'.   Discuter 
calculer  le  produit  de  ces  deux  rayons  en  fonction  de  leur  somme  k  et  trouver 
pour  quelle  valeur  de  k  l'un  des  rayons  est  double  de  l'autre. 

Calcul. 
Calculer  les  angles  A,  B,  G  et  les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle,  sachant  que 


cos 


/2i486         cosB  =  ./26M^,       A+ B  +  G  =  2  droits, 
V  84325'  V  82643' 

48 -f- y/3  sinA sinB sinG 

Géométrie  descriptive. 

2360.  —  Ni  cadre,  ni  lettres,  ni  flèches,  zwa'z'  grand  axe  de  la  feuille,  w  centre. 

(02  =  G'™,  wa'  =  Q"^™,  Fzo  =  60",  zo  =  6"^"".  ob  =  3''™  ; 

6j3  est  perpendiculaire  sur  zo  et  la  ligne  de  rappel  menée  par  3  donne  le  point  c'; 
ob  et  a'c'  sont  parallèles  à  z?. 

La  verticale  zz'  est  l'axe  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  la  courbe 
d'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  de  même  rayon  2""^.  Le  premier  a 
pour  axe  la  verticale  du  point  o;  le  second  a  pour  axe  la  ligne  de  bout  du  point  c'. 

On  cherchera  d'abord  la  méridienne  située  dans  le  plan  de  front  zp  et  on 
représentera  la  surface  supposée  opaque.  La  courbe  qui  engendre  la  surface  sera 
supposée  existante  sur  cette  surface  opaque  et  Ton  distinguera  les  parties  vues  et 
.es  parties  cachées. 

Nota.  —  Les  résultats  seuls  seront  à  l'encre  noire  (le  caché  en  points  ronds). 
Les  constructions  seront  faites  à  l'encre  rouge  (traits  plutôt  fins).  On  déterminera 
un  point  quelconque  de  la  méridienne  principale  et  la  tangente  en  ce  point,  les 
points  et  les  tangentes  remarquables.  Les  tangentes  trouvées  seront  à  l'encre 
rouge,  un  peu  accentuées  aux  environs  des  points  de  conlact. 

Physique. 
l.  —  Le  vernier. 

IL  —  2361.  On  se  propose  de  déterminer  une  valeur  approchée  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur, 
en  utilisant  le  dispositif  suivant  : 

Un  calorimètre  cylindrique,  contenant  de  l'eau  et  muni  de  palettes  fixes,  est  mobile,  sans  frottement, 
autour  de  son  axe;  suivant  ce  même  axe  et  à  l'intérieur  du  calorimètre  est  disposé  un  arbre  garni  également 
de  palettes  et  que  l'on  peut  faire  tourner  à  l'aide  d'une  énergie  extérieure,  sans  que  les  deux  systèmes  de 
palettes  puissent  se  toucher;  l'eau  transmet  le  mouvement  de  rotation  de  larbre  au  calorimètre  qui  est  entraîné 
dans  le  même  sens. 

La  vitesse  constante  de  rotation,  de  l'arbre  est  de  mille  tours  à  la  minute;  il  faut  exercer  sur  le  calorimètre, 
pour  l'empêcher  de  tourner,  un  couple  de    1,24  x  10"    unités  G.  G.  S. 
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I  a  tempt'ralure  de  l'eau  monte  de  0\01  par  minute;  la  masse  du  calorimètre,  de  l'arbre  et  de  leurs  palettes 
est  de  300«;  la  chaleur  spéciiique  du  mt;tal  qui  les  constitue  est  0,1;  la  masse  de  l'eau  (y  compris  le  lliermo- 
mnlre  rrduit  f-n  eau)  est  de  2  000'-'. 

1  '  Quellf.'  valeur  de  l'équivalent  mécanique  de  la  calorie-gramme  déduirait-on  de  cette  expérience? 

2"  Ktant  donné  que  l'élévation  de  température  de  0»,91  par  minute  résulte  de  la  mesure  de  l'élévation 
totale  de  température  pendant  5  minutes  et  que  la  seule  cause  d'erreur  dont  on  tienne  compte  est  celle  qui 

résulte  de  l'emploi  d'un  thermomètre  dont  la  lecture  comporte  une  erreur  absolue  possible  de  _    de  degré,  à 

OU 

<;haiiue  pointé,  on  demande  de  calculer  la  valeur  maximum  de  l'erreur  relative  possible  sur  l'évaluation  de  J. 

\  '  Chimie. 

I.  —  2362.  Un  composé  gazeux,  que  nous  désignerons  par  X.  contenant  du  phosphore,  du  (luor.  ot  peut- 
être  un  autre  élément,  a  été  étudié  par  Moissan  qui  a  réalisé,  entre  autres,  les  opérations  suivantes  : 

PcKce  (lu  gaz  X.  —  Un  ballon  de  164""'  contenait  0*',607  de  ce  gaz,  à  la  température  22"  et  à  la 
pression  772'"'", n. 

Dosaijc  du  fluor.  —  80""\3  du  gaz  X,  ihauffés  avec  du  verre,  ont  fourni  60'™"'.2  île  fluorure  de  silicium, 
dans  les  mêmes  conditions  de  température  et  de  pression. 

Dosagi'  du  phosphore.  —  124""', 6  du  gaz  X.  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression, 
soumis  à  une  série  de  traitements  convenables,  ont  donné  0»',618  de  pyrophosphate  de  magnésium,  contenant 
tout  le  phosphore  du  gaz  traité. 

On  (li-iiiamle  : 

1"  de  montrer  qu'il  résulte,  de  ces  trois  opérations,  que  X  ne  contient  pas,  en  quantité  appréciable, 
d'autres  corps  que  du  phosphoie  et  du  lluor; 

2"  d'établir  la  formule  moléculaire!  du  gaz  X; 

3"  d'imaginer  les  opérations  cliimi<jues  successives  qui  pourraient,  vraisemblablement,  être  utilisées  pour 
le  dosage  du  phosphore  à  l'état  de  pyrophosphate  de  magnésium,  et  de  formuler  les  réactions  correspondantes. 

N.  H.  —  Les  erreurs  des  expériences  sont  telles  (|ue  la  précision  de  la  règle  à  calcul,  dont  l'emploi  est 
facultatif,  est  suffisante. 

C.haiiue  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

M.  —  Préparations  de  l'acide  sulfuiiijue  et  de  l'anhydride  sulfurique.  Propriétés  [thysiques  de  ces  corps. 


QI'KSTIO.NS    PKOI'OSKKS 


2363.  —  On  considère  la  fonction 

y  ^  a-'-\A\    ■   J"i  —  x; 

calculer  les  dérivées  première,  seconde  et  troisième.  ICludier  les  variations  de  celte  fonction. 
Mêmes  (luestions  |»our 

y= îi — ^' 

j/  =  x'Lil   I  -_   —  J^--J 

^      -^^  *  i:.  II. 

2364.  —  Le  centre  d'une  hypeihole  équilatèi-'  -l  )••  pù|e  dune  corde   Ml  il--  ceiio  ronique  sont  Conjugués 
par  rapport  au  cercle  ayant  pour  diamètre  AH. 

H.    HolVAIBT. 


/..?  Il'iacteur-tiérant  :  II.  vnRKHT 


Coiiiommicrs.  —  Imprimerie  Paix  HRODAfin. 
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Note  de  la  Rédaction.  —  Ne  seront  pas  publiées  les  solutions  des  questions  2291,  2292,  2319,  2320,  2325, 
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ENVELOPPE  DES   DROITES 

OBTENUES  EN  FAISANT  TOURNER  D:UN  ANGLE  CONSTANT,  a,  LES  TANGENTES 

A   UNE   COURBE   PLANE   AUTOUR   DE    LEURS    POINTS   DE   CONTACT 

Par  M.  Jean  Mourret,  élève  de  l'école  normale  supérieure. 


Considérons  une  courbe  (E),  une  tangente  ÂM  à  cette  courbe,  et  le  point  de  rencontre  M  de  celte 

droite  avec  une  deuxième  courbe  (V).  Appelons  0  l'angle  de  la  tangente  AM 
avec  Ox,  0',  celui  de  la  tangente  à  la  courbe  (r)  avec  Ox,  x  el  y  les  coor- 
données de  A,  X  et  Y  celles  de  M,  et  /  la  valeur  algébrique  du  vecteur  AM. 
Nous  aurons 

\z=X-i-  /COSÔ, 

Y  =  ?/ -4-/sin6; 
par  suite, 

dX  =  dx  —  /sin0rf6-hrf/cosô, 
dY  =  dy  -\-  l  cosOrfO  -f-  rf/sinô. 

Multiplions  la  première  équation  par  cosO,  la  seconde  par  sinO  et  ajou- 
tons; multiplions  ensuite  par  — sinO  el  cosO,  et  ajoutons  encore;  nous  aurons  les  deux  équations 

nouvelles 

dl  =  dX  cos6-f-  ofY  sinO  —  dx  cosO  —  dy  sinO, 

ldO=:  —  rfX  sin 0  +  dY  cos d-hdx  siaO  —  dy  cos 6  ; 


comme    cosO  = 


dx 
du 


w      dX  ,.         -.     •       , 

cos  0  ^  -r-,,  . .  . ,     ces  équations  s  écrivent 


dl  =  ds'  cos  (0'  —  û)  —  rf*  =  ds'  cos  x^ds, 
Idb  =  ds'  sin  (0'  —  0)  =  ds'  si n  a, 

ds  et  ds'  désignant  les  éléments  d'arc  des  deux  courbes,  aux  points  correspondants. 

ds' 
La  deuxième  nous  montre  que  -tt  est  représenté  par  le  vecteur  MP,  et  la  première  nous  donne  alors 

dl       .,,.  ds 

..  =  MV  cosx —  ,-  . 
d()  df) 


as 
dH 


Or  ^1  est  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (E)  au  point  A;  soit  AB  ce  rayon;  nous  pouvons  écrire 

dl 


do 


=  AP  — AB=:B1>. 
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Ceci  nous  donne  la  \ari;ilioii  inlinimonl  piiiic  <iii  se|?inenl  /,     dl^BV  d'>. 

dh 


Remarquons  en  cuire  que,  si  7  est  consl.inl.     dh^zii'),     et      ,,,==  —  ■,     Ml' i'>l  li- ra\ on  do  cour- 


hure  de  lu  courbe  (T).  ç  el     BP  =  ;'  cosi  —  :. 

Parlons  mainlenanl  de  la  courbe  (P)  el  supposons  quaulour  du  poinl  de  conlacl,  M,  de  la  lan- 
genle,  on  fasse  lourner  celle-ci  d'un  an^le  donm-.  2,  dans  le  sens  inverse:  le  poinl  de  conlacl  de  celle 
nouvelle  droile  avec  son  enveloppe  soblienl  en  abaissant  du  cenlre  de  courbure,  P,  de  (P)  une  perpen- 
diculaire sur  la  droile. 

Le  rayon  d»-  courbure  de  celle  enveloppe,  (E),  est  AP;  il  esl  donné  par 


=  A!» 


PP. 


Or, 
par  conséquenl, 


AP  =  i'  cosa; 


**^  "~  </0  ~       d()      ' 


BP  =  sinï 


du 


:   rnsx 


sm 


/')■■ 


id'ï  =  du) 


1.  Supposons  que  la  courlu'  enveloppe  soil  un  cercle  el  proposons-nous  de  trouver  les  trajectoires 
sous  I  angle  a  de  ces  tangentes. 

Uemplarons  c  par  U  (constante),  ;'  par  ;,  0    par  0;  ;  seia  donné  par  une  équation  linéaire  très 

simple  : 


sin  X  /,  —  1  cosa  -i-  Il  =0: 


puis  X  el  7  par 


rfO 


dx  =  z  cosO//0, 


dij  =  p  sin 0 ri 0. 


2.  Voyons  mainlenanl  dans  quels  cas  b-s  courbes  (P)  el(F.)  sont  égales.  Les  angles  de  contingence 
des  deux  courbes  sont  égaux;  les  deux  valeurs  de  ds  aussi;  donc  les  rayons  de  courbure  doivent  être 
les  mêmes,  si  les  élén)enls  égaux  des  deux  courbes  se  correspondent  en  .M  el  A.  I."'  r.t^-.n  «b-  e..iirbure 
■est  alors  donné  par  l'équation  dill'erenlielle 


du 


sinx  ,:  —  s  cos«-l-  p  =  0. 


Remirque.  —  Cette  condition  de  Pégaliié  des  r;i\oii-.  de  courbure  correspondants  n'est  nullement 
nécessaire.    Kn   elle!,  dans    le  ras  où   la  murbc  (P)  esl  une  cycloïdc  toutes  les  courbes  (E|  sont  des 

cNcloitles  egal^;^•;  mais  les  layons  de  couibure  aux   points  correspondants  ne 
sont  pas  égaux. 

Soient  N  le  point  di-  conlacl  du  cercle  mobile  avec  la  base  el  .M  le  p(unl 
(jui  decril  la  c}cloide;  la  droite  ,MN  esl  la  normale,  taisons  tour.ier  MN  d'un 
aii^le  coiiî-lanl,  a',  autour  de  M:  nous  aurons  liine  des  droites  M.\.  Menons  NO 
parallèle  i\  MP:  la  (drde  MU  ''!^l  lonslanle  i-l  le  poinl  Q  esl  un  poinl  du  cercle 
invariablement  lié  au  poinl  M.  Ce  point  décrit  une  cycloïde  (P,),  égale  à  (P). 
I.a  normal'',  (JN,  envelopjie  une  autre  cycloïde  (P').  égale  ù  (P,i  el,  par  suite, 
à  (P).  La  droite  P.M  ^''  dfdiiil  de  NO  par  la  lr;iii^lalion  NP;  donc  elle  enveloppe  elle-même  une  cycloïde 
égale  aux  autr -s. 
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2222.  —  Calculer  les  intégrales 

(Facul  é  (hs  Sciences  de  Pa,i$.) 

1°  Linlégrale       /  ,  ^, ^^  . . ^     se  calcule  facilement,  en  posant     u  =  Lx,     dc=  7^—     .,  ,,     et  iiiti-- 
grant  par  parties.  On  obtient  ainsi 

, r  xLxdx  l       Lx         i    r      dx 

et  Ion  est  ramené  à  rintégralion  d'une  différentielle  rationnelle.  Or 

1         _  i  1 

X  ;  1  -h  a?^)      X       1  H-  X- ' 

et  l'intégrale     /^.^  f  ^.x     est  égale  à 


Lx  — *L(l  +  a^2)  =  L       ^" 


2  vl  +  37' 
Nous  avons  donc  finalement 

,  l  .  X  1  ,       X-i'  +  i 

J  —  2     ~^_  —  —  9^ 


Pour      .r  =  0,     l'expression     .t-^'-ti      a  pour   limite    1,    car    le  logarillime    de    celle  expression, 
^ — tLx^     a  pour  limite  0;  nous  avons  donc     J(0)=0. 


X- 


Pour     x=i-^'y:  ^     la  quantité     \^\-\-x-     s'écrit 


^\li-^^  =  ^{i  +  ^': 


I 


'expression       ,  s'écrit  donc     x    '+^M1h , 


^  -> 


Le  premier  facteur  tend  vers  1,  le  second  aussi;  donc  J(-|-  x  )=r  Ll,  J(-i-  x  )rr:0. 
L'intégrale  définie 

/"  xLxdx 

e-iL  donc  nulle. 


2°  Pour  intégrer 


Ai^ +- 3.2- -^  3     ,   .       . 
/  — 7 — ; — TTô — e~'^s]nxdx 


X*   I   3^?   I   3 
nous  allons  d'abord  décomposer  la  fraction     — -. t-t^ —     en  éléments  simples;  nous  remarjuuns,  à 

et  edcl,  que 

x^--h3x-h3  =  {x -f-  1)^'h-  (j7  +  1)  +  1  ; 
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alors  linlégrale  se  décompose  en  Irois  : 

^e~^  Binxda 


"'sinxd 


^^ re~^s'\nxdx 


c=r 


c^  s'inxdx 

•'  i-r-fir 


dx 

Four  calculer  C,  nous  poseroDs     </  =  e  'sinx,  dc=. jr-i .     el  nous  aurons 

*^  (j--hl)' 


,     ,,        r^-'cosxdx 
ïn  i)osanl     l)=   1  —n v> - 


1    e^sinx      1    f*e~'{cosx  —  6inx)dx  ^ 1    e~'sina-      B  ,   D 

e~*cosxdx 


P »    .-     pinx      1    /'e~'(cosT  —  6inx)dx  „ 1    _      _ 

2-(T-hl)*"^Hj./  (1  -h x)î  '  2  •  (xTT?  ~ 2  "^  2 


(calculons  Fi;  nous  poserons  encore     u  =  e^  sinx    el  dv,  cette  fois  égal  à     . -r^,,    el  nousaurons 

u ^-'sinx        re-^{cosx  —  sinx)dx 

puis 

en  posant 

\'  'cosxrfx 


^=,/^ 


or 


X 

Nous  calculerons  encore  D  par  un  procédé  semblable,  el  nous  aurons 

,,           c  'cosx  ,     /*<?'( — C08X  —  sinx)rfx              .       ,.      _.           e~'cosx 
U  ^ ï — : \~  I  i — : ,  A  H-  U  -f-  Cl  ^ — ■ 

Portons  enlin  dans  C  la  valeur  de  D,  nous  aurons 

P 1    e~^8ioj 1    c  '  cosx A E B 

^"■""^•(x-i-l)*      2"    iH-x        2~2~"2' 

r   '  sin.r 


(loue 


et,  par  suite, 


E  =  A-i    H  i  .    . 

X-T-    1 


sinx  ^  r  '  cosx      c~*sin  j  ,  , 


.        -,       _  If'      sinx       f  ^  cosx       «•  'sinx"! 


II  n'y  a  plus  qu'à  prendre  les  variations  de  celle  fonction,  J.  (juand  x  croil  de  0  à  n-  x  .  Or 

donc  1.1  viilfur  de  rintéfçrab'  définie  est  ^. 

K     KBAUSS. 

Ilonni-  suliiliiMi  :  M.  (i.   Lalii,  n  Don-ii. 

A><Hi'z  tmnnrs  soliiUuns  :  M.  l..  Simon,  A  Pourmics,  A.  l'nvt.ii\\.  a  L.vdii  ;  H.  il  vnnkui'in  ;  II.  Mk>>ksmkr. 
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2229.  —  Étant  donnés  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes  et  un  point  A  (a,  fs)  de 
cette  courbe  :  l"  déterminer  sur  V hyperbole  un  point  M  tel  quil  existe  une  circonférence  tangente  en  M  à 
t  hyperbole,  passant  en  outre  par  A  et  par  le  centre  0  de  l'hyperbole;  démontrer  qu'il  existe  quatre  points  M 
répondant  à  In  question  et  que  ces  quatre  points  sont  sur  une  même  circonférence  C  passant  par  0; 
2"  trouver  l'enveloppe  de  C  quand  A  parcourt  V  hyperbole  donnée;  3"  démontrer  que,  si  par  un  point  P 
quelconque  (a?,,  y^)  de  cette  enveloppe  on  lui  mène  les  tangentes  autres  que  la  tangente  en  P,  les  points  de 
contact  de  ces  quatre  tangentes  sont  en  ligne  droite,  et  trouver  Venveloppe  de  cette  droite  quand  P  varie. 

1.  Soient    xy  =  a^    Téquation  de  Thyperbole  et  x,  y  les  coordonnées  du  point  M.  Représentons  par 

X2+ Y^— 2ÀX  — 2[xY  =  0 

un  cercle  qui  passe  au  point  0,  et  écrivons  que  ce  cercle  passe  au  point  (a,  p),  au  point  [x,  y)  et  a  même 
'^angenle  en  ce  point  que  l'hyperbole;  nous  aurons  successivement 

a«+jî2  — 2Xa— 2[xp  =  0, 

x^  +  ^/  —  2Xa?  —  2p.y  =  0, 

x^  —  y^  —  Xa?-|- [xy  ±=0. 

En  éliminant  X  et  [x  entre  ces  équations,  nous  obtiendrons  l'équation 

a^  -+-  f-  2a  2p 
x^  -\-  y^  2a?  2j/ 
X-  —  v/^      X    —  y 

Cette  équation  représente  une  cubique  qui  coupe  l'hyperbole  aux  points  M,  et,  comme  nous  allons 


=  0. 


a" 


le  voir,  deux  fois  au  point  A.    Développons,  en  effet,  cette  équation,  et  remplaçons-y  y  par  — ;  nous 

aurons  d'abord 

a  y  {3x^  —  y')  H-  |3a'  {Sx/  —  x^)  —  2xy  (a^  -}-  ^^)  =  0  ; 

puis,  en  remplaçant  en  outre  p  par  —, 

a (3a;*  —  a')  4-  ^  {Sa'  —  x')  —  'ix'U^-h^]=  0, 
x»  —  3«2x*  -f-  2  f  a^  +  -  V'"  —  Sa'x^  H-  aV  =  0. 


2a*a;* 
Cette  équatiqn  est  divisible  par    x  —  a;     le  quotient    x^'-^-xx'  —  2aVH a'x  —  a*a:=o, 

est  encore  divisible  par    x  —  a,     et  nous  avons  finalement 

x'-]-^xx'-h^^-i-a'  =  0. 
a 

De  là,  nous  tirerons  les  abscisses  des  quatre  points  M  indiqués  dans  renoncé.  D'autre  part,  cette 
équation  peut  s'écrire 

^'  +  i  +  2«a;  +  ^=0. 


X'  dX 


a?  a' 

ou,  en  remplaçant  —  par  y  et  —  par  ^, 


a.2  4,  y2  _|_  2a  a?  _(- 2p  y  =  0. 


Ili) 
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Ceci  nous  inoiilr*  que  les  quatre  p  jinls  M  soiil  sur  un  cer,le  qui  passe  au  ceolre  de  l'hyperbole  el 

qui  a  pour  centre  le  point  V.  symétrique  de  A  par  rapport  au  point  O. 

a* 
2.   l'orlons  dans  celle  équation     ^  =  — ,     el  exprimons  que  l'équation  du  sciond  degré  en  x  ainsi 

obtenue  a  une  racine  double,  nous  aurons 


ol,  cnliii 


"ixx  -h  a(x-  \-  v*)  4-  2««i/  =  0, 

Ci'llt'  équation  représeute  IcnvL'lKppe  du  ccn-je  (1,  quand  le  pjinl  \  parcourt  lliyperbole.  Celle 
enveloppe  est  une  lemniscale  ayant  son  point  double  à  l'origine  et  ayant  la  première  bissectrice  pour 
a\i'  de  symétrie.  C'est  une  courbe  unicursale  et  on  obtient  iaimédialtMuenl  une  représentation  para- 
métrique rationnelle,  en  posant     //  =  /-'j;     ceci  donne 

\al  4a/' 


j  = 


!/ 


et  va  nons  per:uellr.'  de  liaiter  aisément  les  deux  dernières  parties. 

3.  Désignons  par  ./•,  //,  z  les  coordonnées  homogènes  du  point  courant  de  la  lemniscale:  nous 

aurons 

j=iM/,  j/  =  .4a/',  :=l-f-/i, 

et  l'équation  de  la  tangente  au  puini  l  sera 


ou 


ou  enlin,  développée. 


X         y  s 

\ai  \ai'  1  -h  /' 

4a  12^//-  4/» 

X         ij  (IZ 

M  -4/'  I      ;-/• 

i  ;{/-  r 


=  0. 


-JZU. 


(/«  —  :U')x  h  (1  —  'U')  y  -h  HaPz  =  0. 

Kn  exprimant  que  celle  droite  passe  au  point  de  paramètre  0(.r,„  y^],  nous  oblenons  une  équation 
du  sixième  degré  en  /  qui  admet  deux  fois  la  racine  0, 

laO(/«  — 3/»)-f-4aO^(l  —  ;W*)-H8a(l  -h  û^) /»  =  (). 
0/e  _  :{0»/'  4-2(1-4-  0')/^  —  30 1-  4-  0'  =  0. 
Divisons  deux  fois  |)ar     l  —  0,     nous  aurons  successivement 

0 /'•  -h  0^/'  —  20' / '  4-  2/*  —  0  /    -  0»  =  0. 
puis 

0/*  4- 20»/^ -h  2/ -4- 0  =  0. 

Cflte  dernière  équation  donne  les  t  des  points  de  contact  des  i{uatre  tangentes  menées  du  poin 

(j?o.  .'/«)»  autres  que  la  tangente  au  point  {x^,  y^). 

Cherchons  alors  les/  des  points  de  rencontre  d'une  droite  quelconque     ux  4- ry  f-w:=0    avec 

la  lemniscale;  nous  trouvons 

a>/'  -4-  Aacl*  -f-  iaut  -4-  w  =  0  ; 

celle  équation  peut  être  identifiée  avec  la  précédente  et  donne 


1 


0« 


^  =  2a' 


tv=.9. 
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Les  quatre  points  sont  donc  bien  situés  sur  une  droite,  sur  la  droite 

L'enveloppe  de  celte  droite,  quand  0  varie,  est  l'hyperbole  équilatère 

1-^  =  0. 
a- 

C'est  l'hyperbole  donnée. 

Remarques  géométriques.  —  Il  est  facile  de  vériher  que  la  lemniscate  est  la  courbe  inverse 
de  l'hyperbole  équilatère  par  rapport  à  son  centre,  avec  4a-  pour  puissance.  Il  en  résulte  évidemment 
que  le  premier  problème  est  une  conséquence  du  second  :  lorsqu'on  connaît  la  propriété  de  la  lem- 
niscate relative  aux  tangentes  issues  d'un  de  ses  points  et  que  l'on  a  trouvé  l'enveloppe  de  la  droite 
qui  porte  les  quatre  points  de  contact,  il  suffit  de  transformer  cette  figure  par  inversion  en  prenant 
pour  pôle  le  centre  de  la  lemniscate  pour  avoir  le  premier  problème. 

Ces  propriétés  de  la  lemniscate  ont  été  établies  à  diverses  repiises  dans  la  Revue.  Le  fait  que  la 
transformée  d'une  hyperbole  équilatère  par  inversion,  le  pôle  étant  au  centre,  est  une  lemniscate  est 
un  fait  très  connu  et  qui  peut  se  démontrer  géométriquement  de  diverses  manières. 

Enfin,  le  problème  actuel  peut  se  généraliser  en  remplaçant  l'hyperbole  équilatère  par  une  conique 
quelconque  et  le  triangle  OU  par  un  triangle  conjugué  à  cette  conique.  Les  cercles  de  la  questioa 
seraient  remplacés  par  des  coniques  circonscrites  au  triangle  OU. 

G.  R.,  à  Marseille,  et  René  IIÂRMEG.NIES. 
Bonnes  sohitions  :  .M.M.  Jolly,  à  Honfleui-;  G.  Lach,  à  Douai;  S..  t\oux,  lycée  de  Lille;  L.  Simon,  à  Fourmies. 


MECAxNIQUE 


2225.  —  1"  On  considère  la  droite  variable 

(1)  x  =  z-\-lt,  rj  =  tZ'j~^t^; 

trouver  la  surface  quelle  engendre  quan  l  t  varie.  Cette  surface  est  un  paraboloide  qui  est  coupé  par  le 
plan  y  =.  Iz  -{-'El-  suivant  une  autre  droite.  On  demande  le  lieu  de  l'intersection  des  deux  droits 
quand  l  varie. 

2°  On  considère  deux  génératrices.,  t  et  t',  du  système  (1),  rectangulaires.  Former  les  équations  de  la 
perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites  et  le  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  sur  l'une  d'elles. 

3°  Trouver  lé  plan  tangent  à  la  quadrique  en  un  point  de  la  génératrice  (1),  le  plan  asymptote  et  le 
plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  asymptote,  pour  la  même  génératrice.  Lieu  du  j  oint  de  contact  de 
ce  plan  quand  t  varie. 

4°  On  suppose  maintenant  que  t  désigne  le  temps  et  que  la  courbe  ainsi  trouvée  soit  parcourue  par  un 
point  mobile  de  masse  I,  suivant  les  lois  indiquées  par  les  valeurs  de  x,  y,  z.  Trouver  la  force  qui  actionne 
ce  mobile. 

5°  On  suppose  ensuite  que  ce  même  point  soit  astreint  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  le  paraboloide, 
sous  l'action  d'une  force  tangentielle;  trouver  la  réaction  normale  de  la  surface  sur  le  point,  la  force  tan- 
gentielle  et  le  lieu  de  la  droite  de  support  de  cette  dernière  force. 

1.  L'élimination  de  t  entre  les  deux  équations  (l)  donne  immédiatement  l'équation  de  la  surface 

x{x  —  :)  — 2j/  =  0. 
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Celle  surface  esl  un  paraboloïdo  hyperboliiiue  donl  les  deux  plans  directeurs  sont  les  plans  j-  =  0 
et    X  —  z  =  0. 

Le  plan  j/^/c-h  2/-  conlient  une  généralrice;  donc  cesl  un  plan  langent  et  il  coupe  le  parabo- 
loïde  suivant  deux  droites,  celle  qui  est  donn«''e.  cl  une  seconde.  Pour  avoir  celle-ci.  il  suffit  de  remplacer 
y  par  /:  -<  2/^  dans  l'éqnalion  du  paraboloide  el  de  résoudre  l'équation 

x{x—z  —  2/:—  i/-  =  0 

par  rapport  à  x.  Nous  avons  ainsi  les  deux  équations 

j:-I-2/  =  0  el  x  —  z  —  it  =  {). 

La  seconde,  combinée  avec  l'équation  j/=:/z-h2/%  redonne  la  première  droite;  l'autre  conduit 
k  la  nouvelle  droite  cherchée  : 

1/  =  /:  -+-  2/-,  j  -h  2/  =  0. 

L<'  lieu  du    point  de  rmconlre  drs  deux  droites  s'obtient  en  combinant  les  trois  équations:  cesl  la 

courbe 

j=  — 2/,  z  =  —U.  if  =  —H-. 

Celle  ligne  est  une  parabole  située  dans  le  plan     :  =  2j'     elsur  le  cylindre  parabolique     2y-f-x*^0. 
Elle  esl  aussi  située  sur  le  cylindre  parabolique     2*H-Hj/=rO,     et,  comme,  dans  le  plan  des  »/z,  la 
parabole     s^4-Hj/  =  0    est  l'enveloppe  des  droites 

7  =  /z  -4-  2r», 

nous  voyons  que  celle  tourbe  esl  le  contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au  plan  des  y:.  Cela 
était  d'ailleurs  évident  a  prioriy  car,  le  plan  ii=zlz-\-±t*  contenant  les  deux  droites,  le  point  de 
rencontre  de  celles-ci  esl  le  point  de  contact  du  plan,  et,  comme  il  est  parallèle  à  Ox,  le  lieu  de  son 
point  de  contact  est  le  contour  apparent  relatif  .i  la  direction  Ox. 

2.  Les  païamèlres  de  direction  de  la  droile  (1)  sont  I,  /  el  1.  Si  donc  on  considère  deux  droites  /  el 
/',  la  condilion  de  perpendicularité  est  lH-//'-»-i=0  ou  tt' ^  —  2.  Nous  aurons  ici  la  perpendi- 
culaire commune  en  menant  par  chacune  des  droites  un  plan  perpendiculaire  in  l'autre.  Soit 

À  (a:  _  :  _  2/)  -h  y  —  /i  —  2/'  =  0 
un  tel  plan:  pour  (ju'il  «oit  perpendiculaire  \x  la  seconde  droile,  il  faut  que 

ces  deux  équations  sont  coiiipalibles  el  donnent     *  =^  .i     'J"     ''=  —  a-     Le  plan  a  donc  pour  equalit 


9n 


ou 

L'autre  plan  esl 

o 
ou,  en  remplaçant  /'  par       ' 


t{x—i  —  2/)  -h  2»/  —  2/:  —  Al'  =  0, 
Ix  —  'Ii/  -i-/:-f-2/»  =  0. 
/'x  — 2i/-h/'z-f-2/'«  =  0, 


tX  -h  /*t/  -4-  /x  —  i  =  0. 
En  retranchant  les  équations  des  deux  plans  l'une  de  l'autre,  il  vient 

>J  =  2, 
ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  indique  esl  la  section  de  la  surface  parle  plan     y  =  -•  C'est  l'hyper- 
bole    y  =  2,  x(x  — z)  — 4  =  0. 
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3.  Un  plan  passant  par  la  généralrice  (1)  a  pour  équation 

l{x—z  —  2t)^y  —  tz  —  ^2i'  =  0; 

pour  ([u'il  soit  langent  au  point  de  cote  z  =  C,  il  faut  qu'il  contienne  une  tangente  à  une  courbe  de  la 
surlace  passant  en  ce  point.  Prenons  la  courbe  d'intersection  du  paraboloïde  par  le  plan  z=z^;  elle 
a  pour  équations  paramétriques 

et  les  paramètres  de  la  tangente  sont 

x'  =  2,  y'  =  -C+ït,  z'  =  0; 

d'autre  part,  nous  devons  avoir 

X(a^'  — z')-hy'  — /s'  =  0, 
ou 

2X  +  ^  +  4^  =  0. 

Nous  avons  donc  À=:  —  — ^ — ,  et  le  plan  tangent  au  point  l,  de  la  génératrice  /  a  pour  équation 

(C  4-  40  [x  —  z  —  2/)  —  %i  4-  2/3  H-  U-  =  0. 

Ce  sera  le  plan  asymptote  si  'Ç  est  infini.  Ceci  donne 

x  —  z  — ^1  =  0. 

Le  plan  perpendiculaire  à  celui-ci  est  donné  par  la  relation 

Il  —  IV  =  0 
ou 

^-+-At-i-K-h^t  =  o,  i  =  —  'sr, 

par  conséquent,  le  point  de  contact  a  pour  coordonnées 

x=  —  t,       '     y  =  —  t-,  z  =  —  3t. 

C'est  le  point  cenbal.  Le  lieu  de  ce  point,  quand  /  varie,  la  ligne  de  slrkl'wn,  est  donc  une  parabole 
située  dans  le  plan     z  =  3a?,     et  ayant  pour  projection     y  =  —  x^. 

d}x    d-ii    d^z 

4.  La  force  a  pour  expression  -y--,  -rji,  —  ;  ses  composantes  sont  donc  0,  — 2,  0.  Cette  force  osl 

constante,  parallèle  à  Oj/,  dirigée  vers  Oy\  et  a  pour  intensité  2. 

5.  Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  tangentielle  ;  celles  de  la  réaction  normale  sont  propor- 
tionnelles aux  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  l'équation  du  paraboloïde;  elles  ont  donc 

pour  expressions 

X(2a?  — z),  —  2X,  —Ix, 

ou,  en  fonction  de  /, 

II,  —  2À,  It. 

Les  équations  qui  donnent  X,  Y,  Z  sont  donc 

X  +  X<  =  0,  Y  — 2X  =  — 2,  Z-hAt  =  0; 

il  faut  y  joindre  la  relation  qui  exprime  que  la  force  X,  Y,  Z  est  dans  le  plan  tangent,  c'est-à-dire  per- 
pendiculaire à  la  normale.  Cette  relation  est 

a  — 2Y-h/Z=0; 

donc,  en  multipliant  les  trois  équations  précédentes  par  /,  — 2,  /  et  ajoutant,  on  a  de  suite  la  valeur 

d    )      )—      ^      _-      2 

^  ''      '       4  +  2<-~2H-r^' 

Par  conséquent,  X.  Y,  Z  ont  pour  valeurs 

..  ___     2^  .._ 2^^  ..  __     2/ 


2-{_/i'  '—       2+/-'  2-l-/= 
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Les  paramèlres  de  lu  direclion  de  celle  force  sont  1.  /,  l;  ce  soûl  précisénienl  ceux  de  la  généia- 

liice    1^.  La  force  •■si  donc  dirigée  suivant  celle  gént-ralrice  el  elle  a  pour  inlensilê  • 

\s-f-  / 

Il  va  sans  dire  que  le  lieu  de  la  ligne  d'aclion  de  celle  force  esl  le  paraboloïd»'. 

Quanl  à  la  réaction  norniale,  elle  a  pour  composanles 

2_l_/»'  <i-4^t*'  2-h^'' 

Son  inlensilê  a  pour  \iileur  numérique 


/     2 

V  -2  ^-  r- 


Il  sérail  facile  «l'avoir  le  lieu  de  la  droite  de  su|)porl  de  celle  force. 

M.  .IULLY,  ;i  IIoiill<'iir.  t-'l  (i.  LACll,  a  Douai. 
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10174.  —  <»ii  'iorine  ti"is  axes  reclangnlnirps  el  dnn^  le  plan  ;0(  uiu-  liyptibole  .lyaiil  {luur  asyiii|ttoti-s  Oj  el  (•;. 
Iii  i.lim  I'  |iai,illtlf  au  plan  ilrs  a»/  rcncnnire  l'liyperlM>le  au  poinl  M  el  0;  au  poiiil  N  ;  on  consiilère  le  cercle  C  de 
dianitlre  MN  situé  dans  le  plan  V.  Trouver  la  surface  eiiu'  •ndree  par  ce  cercle  ijuand  le  plan  I'  se  déjiiace  parallèl«-nienl 
au  plan  xO»/.  On  coupe  la  surface  par  un  cylindre  de  revululion  langent  au  plan  z0.i  suiNant  O:;  dénionlrer  «juc  Tinler- 
sertion  est  orlliogonalc  à  tous  les  cercles  C.  A 

J75    _  On  considère  la  surface  ilclinie  par  les  f.iualions    x  =  cosm  —  t?  sin  «,    y  =  sinu -t- p  cosu.    :  =  i» -4- u.       ^C^ 
Celle  surface  est-elle  réglée*  Trouver  ses  conlours  apiiarenls  >ur  les  plans  de  coordonnées.  ^ 

_  jiyg  _  Qr,  (joi.ne  deux  droites  D  et  D'  perpendiculaires,  non  situées  dans  un  même  plan,  el  on  considère  toutes 
les  droites  qui  s'appuient  sur  1)  el  D'  el  qui  sont  a  une  ilislance  donnée  du  milieu  de  la  perpendiculaire  commune  a  D 
el  I)  .  Trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droite;^. 

—  177     -    l.ie\i  des  points  d'un  ellipsoïde  en  lesquels  les  normales  ont  leurs  milieux  dans  l'un  des  plans  principaux. 
_  17g    _  (it-néralion  lUi  paralioloïde  liyperltolique.  Lieu  des  points  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

—  179.         Oue  rcprcsenleni   les  r.iuations    x=^^'  ^.,    y  =  ,-^-75.    *  =  ,-^75'    Trouver  l'aire  limitée  par  celle 

courbe. 

—  180.  —  Lieu  des  points  d'oii  l'on  i>eul  mener  <lcux  plans  tangent»  rectangulaires  au  cAne    s*  —  2fixy  =  0. 

181.  —  Que  représentent  les  équations 

(al  4-  ,0  (a«  +  y)  (g»  -4-  »)  ,,i  —  {ÈLd  l>l±_w)  -j-lfL"  "•>. 

*'  = («t  _  fct,  (flî  -  C)        '  ■'   ~        C'  «')       '  '  »' 

où  M  el  V  sont  deux  paramèlres  variables  et  a*.  6«,  c«,  w  des  conslanlcs? 

—  182.  —  Que  représente  l'équation  x;  =  2n(i -f- »/-»-:  — o)?  Trouver  le  volume  limité  par  cette  surface  elles 
trois  plans  de  coordonnées. 

—  183.  —  Trouver  la  !iui  face  eii|;eiidiée  par  la  droite    :       0.    j— y— !     en  tournant  autour  de    »/ =  0,    x  =•  :. 

_  184.  -  (lénéralrircs  reelilignes  île  l"hyperl><>Ioidi'  h  une  n.ippe.  Lieu  des  projeclions  du  centre  >ur  les  aénéra- 
Irices. 

—  185.  —  Lieu  des  pAles  di-s  plans  qui  coupent  I  li>  pcrholoide  à  une  nappe  suivant  «les  paralwlrs. 

—  186.  —  Lieu  des  perpendiculaires  lommunes  a  O:  et  "aux  génératrices  de    xy  =  n:. 

_    187.   —  Couditif>n    pour  que  les  «leux  plan»  tangents  à  l'ellipsoïde    ^"♦"p"*"^~'  =  *    menés  par  la  droile 

'."" £JB  —  LnJÙ»  —  LZLr"    sojrnl  rectangulaires. 
Il  V  »< 

_  188.  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  perpendiculaires  communes  i>  Oy  et  aux  génératrices  de  la  surface 

/'         7 
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—  189.  —  Comiilions  pour  que  la  surface    cnjz  -h  izx -{-  cx>j  =  0    soil  de  révolution. 

—  190.  —  Section»  circulaires  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Trouver  le  volume  limité  par  la  surface  et  deux  plans 
parallèles  de  sections  circulaires. 

X-  -+-  u-       z- 

—  191.  —  On   considère  la  surface    ~ -,^  l;    soicnl   M  un  point  de  la  surface,  P  le  plus  tangent  en  ce 

point  et  G  une  génératrice  passant  au  point  .M.  On  désigne  par  /)  la  distance  du  point  0  au  plao  P,  et  par  r  la  distance 
du  point  M  à  la  trace  de  G  sur  le  plan  xO/y.  Démontrer  que    p-{r^  ->r-  c-)^  a-c-. 

—  192.  —  Lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  la  quadrique 

a;- -+- .'y- +  =- -(- 2Axr  —  2;jix  —  4v :  =  0. 

—  193.  —  Que  représente  l'équation  x-  +  j/^  —  2//;  —  z^  =  0'.'  On  la  coupe  par  le  plan  //  =  mv  -h  iz.  Déterminer 
771  de  façon  que  l'angle  des  génératrices  soit  ma.ximum. 

—  194.  —  Lien  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  p^in!  (x,  [i,  -;)  sur  les  cercles  de  la  surface 

a-       0-        c- 

—  195.  —  Que  représente  l'équation    ix-  —  z- =  iy  ■+- 1?    Génératrices  de  cette  surface. 

X- 

—  196.  —  Trouver  les  génératrices  de  la  surface  -j- -',- y-  —  i-^l.  On  obtient  deux  systèmes  /,  et  \x.  Lieu  des 
symétriques  des  génératrices  [i  par  rapporta  la  génératrice    X=:  1. 

—  197.  —  Génératrices  rectilignes  de  la  surface    x-  —  3xz  -f  2;-  —  4y  —  4  =:  0. 

—  198.  —  On  considère  les  droites  situées  dans  un  plan  donné  et  par  lesquelles  on  peut  mener  deux  plans  tangents 
perpendiculaires  à  un  paraboloïde  hyperbolique.  Trouver  l'enveloppe  de  ces  droites  :  montrer  que  c'est  une  parabole. 

—  199.  —  Equation  générale  des  quadriques  passant  par  le  cercle  x- -i- y-  —  2ax^0,  z^O  et  par  l'axe  Os.  Lieu 
des  centres. 

—  200.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  Oy,  un  point  G  sur  Oz.  Équation 
générale  des  quadriques  passant  par  les  droites  AB,  BG,  GO  et  OA. 

—  201.  —  Former  l'équation  générale  des  paraboloïdes  équilatères  passant  par  deux  droites  données. 

—  202.  —  Couper  la  surface    x-  +  iy-  —  2az  =  0    suivant  un  cercle  de  rayon  R. 

—  203.  —  Lieu  des  droites  conjuguées  des  génératrices  d'un  hyperboloïde  de  révolution  par  rapport  à  une  sphère 
tangente  à  l'axe  de  l'hyperboloïde  au  centre. 

—  204.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  sections  de  la  surface  x-  -+-  y^  _  ^î  _  «î  =  o  par  des  plans  passant  par 
un  point  fixe  [xq,  y^,  Zq). 

—  205.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  et  une  droite.  Un  point  lumineux  décrit  cette  droite.  Déterminer 
ce  point  de  manière  que  l'ombre  portée  par  le  paraboloïde  sur  le  plan  tangent  au  sommet  soit  tangente  à  une  droite 
donnée.  Étude  du  faisceau  des  conique»  d'ombre.  Equation  tangentielle.  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  est  perpen- 
diculaire à  l'axe,  trouver  l'enveloppe  des  axes  de  la  conique  d'ombre. 

—  206.  —  Trouver  le  volume  de  l'ellipsoïde    ^  +  ^  +  ^—1=0    compris  entre  le  plan  yO:  et  un  plan  cyclique. 

'  a-       b-       c- 

V.  —  Géométrie  descriptive. 

—  207.  —  On  donne  un  axe  vertical  et  un  segment  de  droite  («6,  «'6');  on  demande  de  faire  tourner  ce  segment 
autour  de  l'axe  pour  l'amènera  être  vu  d'un  point  (c,  c)  sous  un  angle  droit. 

—  208.  —  Construire  un  cube  connaissant  une  diagonale  et  la  direction  de  la  projection  horizontale  d'une  arôte. 

—  209.  —  On  donne  un  triangle  isocèle  qui  est  la  projection  horizontale  d'une  face  d'un  tétraèdre  régulier.  Con- 
struire ce  tétraèdre. 

—  210.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  c'est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  la  direction  des  géné- 
ratrices est  donnée.  On  le  coupe  par  un  plan  défini  par  ses  traces.  On  prend  cette  section  comme  base  d'un  cône  de 
sommet  donné.  Trouver  les  contours  apparents  de  ce  cône. 

—  211.  —  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  (s,  s)  et  pour  directrice  un  cercle  situé  dans  un  plan  défini  par  ses 
traces  et  donné  par  son  rabattement.  Trouver  la  section  du  cône  supplémentaire  par  le  plan  horizontal.  Tangente  en  un 
point.  Nature  de  la  section. 

—  212.  —  Construire  une  normale  commune  à  un  cône  qui  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  à  un 
cylindre  qui  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  vertical. 

—  213.  —  On  considère  un  cylindre  de  front  dont  la  directrice  est  un  cercle  situé  dans  un  plan  défini  par  ses 
traces  et  donné  par  son  rabattement.  On  coupe  le  cylindre  par  le  premier  bissecteur  et  on  prend  la  section  comme  base 
d'un  cône  de  sommet  donné  (5,  s).  Trouver  le  contour  apparent  du  cône. 

—  214.  —  On  considère  un  cercle  ayant  son  centre  en  un  point  donné  et  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  les 
contours  apparents  du  cylindre  qui  a  pour  base  ce  cercle  et  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée. 

—  215.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  le  cône  par  le  deuxième 
plan  bissecteur.  Déterminer  un  point  et  la  tangente.  Trouver  le  point  de  la  conique  section  où  la  tangente  fait  l'angle 
de  30"  avec  la  ligne  de  terre. 
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—  216.  —  On  lionne  un  cercle  C  «lan»  le  plan  horizontal.  Lieu  <lii  sommet  «i  un  cône  ayant  pour  \*H<e  le  cercio  C  et 
tel  que  le  plan  liuri/.onl/tl  coupe  le  cône  suppit'menlair<-  suivant  une  hvperhole  de  «hrectic  ns  asxniptoliqiios  (1(innee>. 
On  so  donne  le  sommet;  construire  les  asymptotes  de  l'hyperbole. 

—  217.  —  On  «tonne  un  plan  par  ses  traces,  un  cercle  dans  le  pl.in  par  son  rabattement.  Ce  cercle  est  la  hase  <1  un 
cône  doni  le  sommet  est  donné  par  ses  projections.  Trouver  la  section  du  r«*ine  supplémentaire  par  le  deuxième  bi>see- 
leur.  .N.ilnre  de  la  section. 

—  218.  —  On  donne  un  cAne  ayant  pour  base  un  ci'i<le  (;  dans  le  plan  horizontal  et  jnuir  sommet  le  point  S.  l'ar 
le  [loint  S  on  mène  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  sur  celte  droite  on  prend  un  point  S,,  qui  est  le  sommet  d'un 
autre  r.")nc  ayant  pour  base  le  cercle  C.  Déterminer  le  point  S,  pour  que  l'intersection  des  deux  ci^nes  soil  une  parabole. 

—  219.  On  donne  un  cône  de  révolution  délini  par  son  axe  et  une  génératrice  quelconque.  Mènera  ce  cône  une 
n«'i'niale  par  un  point  donné. 

—  220.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  et  une  parabole  située  dans  ce  plan  et  définie  par  son  rabattement 
'     ti-iiiiire  le  cône  de  révolution  qui  contient  cette  parabole  et  dont  l'angle  au  sommet  est  égal  h  60*. 

{.4  suivra.) 
^ 

srjETs  ni;  co.ncoihs 


.\(jiu:(..\ri(hN  DES  SCIENCES  .\i.\riii-:M.\Ti()i  i:s 


Conrours  de  1919. 

Miithfiiiatiqiies   i'iéiufutaires  (*). 

1°  On  donne  un  tiièdre  l  de  .sommet  A.  Soient  1*.  O.  Il  les  projections  ortlioçonales  d'un  point  quelconque 
M  sur  les  plans  des  faces  de  ce  trièdre,  AM'  la  droite  rnem^e  |)ar  A.  perpendiculainMnent  au  plan  PUR;  soient 
I'',  O'.  ]{'  les  jtrojerlions  orlliogonales  du  point  .M'  sur  les  plans  dos  faces  du  même  trièdre.  Démontrer  que  le 
pian  P'O'ir  est  perprndirulaire  à  AM.  Les  deux  dn-ites  AM  et  AM'  sont  dites  réciproques  l'une  de  l'autre  par 
ra|)|)ort  au  trièdre  l;  peuvent-elles  <Hre  confondues? 

2"  On  donne  un  tétraèdre  T,  de  sommet.'*  A,,  Aj,  A,,  Aj  et  un  point  M  ;  on  construit  la  droite  A, .M,,  réciproque 
«le  A, M  par  rapport  au  trièdre  A,  (A.,,  Aj,  A4)  de  sommet  A,.  <tn  construit  de  ra/^nie  la  droite  AM^,  réciproque 
de  A.M  par  r;if)[tort  au  liièdre  A.,  A,,  A3,  A;);  etc.  Démontrer  que  les  (piatre  droites  A, M,,  AçM,.  AjMj,  A^M; 
concourent  en  un  point  .M'. 

Les  deux  points  M  et  M'  sont  dits  réciproques  l'un  de  l'autre  par  rapport  au  tétraèdre  T:  peuvent-ils 
être  confondus'.' 

.3"  Démontier  que  les  projections  orthogonales  des  points  M  et  M'  sur  les  faces  du  télraèdre  sont  des  points 
.litués  sur  tine  niéme  sphère. 

4"  Si  M  se  déplace  sur  un  plan  P  quelcontiue,  M'  .se  déplace  sur  une  surface  il  cjui  passe  par  les  six  arêtes 
de  T.  .Montrer  que  cette  surface  contient  trois  autres  droites  qui  s'appuient  chacune  sur  deux  arêtes  opposées 
de  T  et  qui  sont  dans  un  même  plan.  Montrer  que  si  l'on  remplace  le  plan  P  par  le  plan  P',  le  jdan  P'  est 
remplacé  |)ar  le  jdan  P. 

il"  Le  tétraèdre  T  étant  supposé  régulier,  on  porte  sur  les  deux  arêtes  opposées  \,Aj  et  .\,Aj  des  longueurs 
égales  A,ï  et  A, fi.  toutes  deux  de  A,  vers  A^,  et  de  A,  vers  A^,  ou  toutes  deux  dans  les  sens  opposés.  On 
suppose  (|ue  M  décrive  la  droite  a  3  :  quel  est  alors  le  lieu  du  milieu  de  MM'? 

Mutliématiijuex  tpériales. 

2365.—  l^Sui  la  surface  conoïde(C)ayant  pouréqu.ilion  en  coordonnées  rectangulaires  z  =  a~^ — ^^  |(«i>0). 

on  eonsidère  la  courbe  (A)  dont  la  projection  sur  le  plan  Cn/  a  pour  équation  i>olaire  ç,-=  /»-'siD20,  G  étant 
le  pôle  et  Ox  l'axe  polaire. 

Vérifier  que  le  plan  tangent  à  la  surface  (C)  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  (A)  ftsl  osculaleurà  (A'. 

F-lxprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  lA)  en  fiMirlion  rationnelle  d'un  paramétre. 

l'ar  la  courbe  ,.\)  on  peut  faire  passer  un  hyperboloide  [\\)  dont  l'équation  est  de  la  forme 
Axî/ -+- Bs* -f- C  =  0.     Chaijue  génératrice  de  1  H)  rencontre    A)  en  un  point  ou  trois  p«»ints. 

(*)  Des  yolutions  étudiées  de  la  qursliou  sont  publiée»  dans  le  Journal  de  Maihémaliqurf  .•/'•."'•»i/.ii>/-« 
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On  considère  une  génératrice  de  (H)  rencontrant  (A)  en  trois  points  M^  Mo.  M.,.  Trouver  le  lieu  du  centre 
des  moyennes  dislances  de  M,.  Mj,  M3  lorsque  la  génératrice  varie. 

2"  Former  l'équation  tangentielle  de  la  surface  (C). 

Montrer  que  (C)  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  infinité  de  quadriqucs  (Q)  ayant 
pour  équation 

Kx'-  +  [xy^-  +  ;2  +  =^  3  -f-  «2  =  0, 

X.  u,  V  désignant  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire  de  (C). 

Trouver  l'enveloppe  des  quadriques  (Q).  Elle  comprend  un  conoide  (C)  qui  est  polaire  réciproque  de  iC^ 
par  rapport  à  l'hyperboloide  (H)  de  la  première  partie. 

3''  Tout  plan  P  passant  par  une  génératrice  rectiligne  G  de  (C)  coupe  en  outre  la  surface  suivant  une 
ellipse  E  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  un  cercle  passant  par  l'origine  0  des  coordonnées.  Hécipro- 
quement  tout  cercle     x-  +  j/-  —  2xr  —  23y  =  0     du  plan  des  xy  est  projet^tion  d'une  ellipse  tracée  sur  (C). 

Montrer  que  toutes  les  ellipses  E  ont  la  même  distance  focale. 

On  considère  sur  (C)  les  ellipses  E  dont  Ip  petit  axe  a  une  longueur  donnée  2H.  Leurs  plans  P  enveloppent 
une  surface  développable  (A).  Construire  la  trace  de  A  sur  le  plan  des  xy. 

Trouver  l'arête  de  rebroussemenl  (F)  de  (A)  et  construire  sa  [)roJection  sur  0.r//.  Comment  se  développ'^ 
T)  quand  on  développe  sur  un  plan  le  cylindre  projetant  (i;)  sur  le  plan  des  xy. 

Par  (I')  on  peut  faire  passer  une  quadrique  de  révoluJ,ion  autour  de  0^. 

Trouver  le  lieu  de  (r)  quand  R  varie. 

4°  Comment  se  coupent  les  deu-x  surfaces  (C)  et  (A)? 

Calcul  différentiel  et  inti'ijral. 

l.  —  Appelons  R,  6,  «p  les  coordonnées  sphériques  d'un  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

■V,  y,  z,  de  sorte  que 

.r  =  R  sin6  cosç,  y  ^  R  sin6  sio'f,  ;=RcosO. 

On  considère  la  surface  S  dont  léquation  est 

R  =  oe», 

n  étant  une  constante,  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  u  la  fonction 


u  =  //y  -h   /     s  /--  —  cos-  0 (l 0, 


où  À  est  une  constante  donnée. 

1°  On  demande  de  former  les  équations  diPTérentielles  des  lignes  asymptotiques  et  des  l'gnes  de  courbure 
de  S. 

2°  Montrer  que,  dans  les  deux  équations,  on  peut  séparer  les  variables. 

3*^  Prouver  que  toutes  les  lignes  de  courbure  de  S  (de  l'une  quelconque  des  deux  familles)  sont  semblables. 
De  même  pour  les  lignes  asymptotiques. 

40  Considérer  le  cas  où  a  =  1. 

II.  —  l^*  On  considère  les  fonctions  réelles  o  (a?)  qui  sont  continues  sur  l'intervalle  J  :     O^.r^l, 

telles  que 

0<Qfj;)<i. 

2»  Parmi  ces  fonctions  envisageons  d'abord  celles  dont  l'oscillation  reste  inférieure  à  dans  tout  inl<i- 
valle  partiel  de  longueur  -• 

Montrer  qu'il  existe  un  nombre  fini,  2s,  de  fonctions 

gi[x),  A, (x),  g-i^x),  h.,[x),  ...,  g, (a-),   hjx) 

qui  sont  continues  sur  J  et  telles  que 

r/,  {x)  —  /',  (a?)  <- ,  . . . ,  y.  fx]  —  h.. (x)  <  - , 

de  sorte  qu'à  chacune  des  fonctions  o(.t)  envisagées  on  peut  assigner  un   des  couples  ,,7,  .<•},  /»,i.i-)  salis:',iis;int 

sur  .1  aux  conditions 

/i,(.c)  <^{x)  <r/i{x). 
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3'^  On  demande  non  seulement  de  prouver  l'existence  des  fonctions  g,  h  en  nombre  fini,  m:iis.  parmi  tous 
les  choix  possibles,  d'en  d<';finir  au  moins  un  explicitement  connaissant  seulement  «  et  ;*. 

4"  Si  l'on  ne  peut  fixer  en  fonction  do  n  et  de /<  la  plus  petite  valeur  possible  du  nombre  s  des  couples 
(/,  /*.  on  demande  de  déterminer  au  moins  une  fonction  algébrique  simple  de  p  et  de  ii  qui  soit  une  des  valeurs 
possibles  de  s. 

■■)"  F'aimi  les  fonctions  'f  (.r)  décrites  au  par.'i;;raplie  1,  considérons  seulement  rnainlenant  ci-llos  qui 
admettent  partout  sur  J  une  dérivée  tf'z  dont  la  valeur  absolue  reste  inH-rieure  ou  au  plus  L-jjale  à  un  nombri* 
dt'lerminé  A  >  0.  Montrer  que  si  >..  tu  sont  deux  nombres  arbitraires  l'un  supérieur  à  A-,  l'autre  à  zéro,  il  existe 
un  nombre /!n/,  21,  de  fonctions  g, fx),  r,(x),  ....  qj{x),  ri{x)  admettant  partout  sur  J  une  dérivée  continue  dont  la 
valeur  absolue  reste  inférieure  à  X  et  telles  que 

(i<r,(x)<g,(j:)^l,  ...,  0  <  r,{x)<  ç,(j)^  t . 

7,^x)— r,(x)<u>,  ...  q,(x)  —  r,(x)<to, 

de  sorte  qu'à  chacune  des  fonctions  ç(x)  envisagées  miintenant.  on  peut  assigner  un  des  couples  (f,(x),  r,(X; 
satisfaisant  sur  J  aux  conditions 

»v(t)  <çfx')  <  q.ix). 

Méconiquc  ralionnell':. 

On  considère  un  corps  solide  formé  de  deux  sphères  homogènes  pesantes  (S)  et  (S')  reliées  suivant  la 
ligne  dos  centres  par  uno  tige  riuiili'  de  poids  né^'llgeable.  Les  sphères  sont  do  nn^ine  rayon  «  cl  de  même 
p<iid>;  on  désignt-ra  par  2/  la  dislance  00'  de  leurs  cf  ntres. 

A  l'instant  initial  les  deux  sphères  reposent  sur  un  plan  horizontal  fixe  (II)  et  on  leur  imprime  un  raouve- 
int-nl  instantané  initial  compatible  avec  la  condition  que  les  deux  sphères  restent  en  contact  avec  le  |dan. 

I.  l)étorminer  le  mouvement  ultérieur  du  corps  en  supposant  qu'il  n'y  ail  pas  de  frottement  et  «jue,  au 
moins  au  début  du  muiivemi'nt,  aucune  des  sphèreiî  ne  se  détaclu'  du  plan,  «-ommenl  iloivi'ut  être  choisies  les 
conditions  initiales  pour  qu'il  m  soit  ainsi? 

II.  On  suppose  qu'il  y  ait  frottement  de  la  sphère  (ïl)  sur  le  plan  (lli,  1»»  coefficient  de  frottement  étant  f. 
iJi'terminer  tous  les  mouvements  du  corps  solide  tels  que  la  sphère  (il)  roule  sans  glisser  sur  le  plan  ([II,  la 
s|)hère  (i)')  restant  en  contact  avec  (ij),  mais  sans  exercer  aucune  pression  sur  lui.  Déterminer  dans  chacun 
de  ces  mouvements  le  lieu  d»*  l'axe  instantané  de  rotation,  soit  dans  le  corps,  suit  dans  l'espace.  Ces  lieux  sont 
deux  cônes  :  déterminer  et  discuter  le  lieu  des  positions  que  peut  occuper  dans  le  corps  leur  sommet  commbn  S. 
A  quelle  condition  doit  satisfaire  f  pour  que  l'axe  instantané  de  rotation  initial  puisse  être  aussi  peu  incliné 
(|u'on  veut  sur  la  liijne  des  centres? 

III.  On  supposf!  f|u'il  y  ait  frottement  k  la  fuis  de  la  s[)lii're  li]  «n  de  la  sphère  (i^'  sur  le  plan  (II),  les 
coefficients  de  frolt(;mont  étant  respectivement  f  cl  f,  supposés  inférieurs  à  1.  On  donne  les  composantes 
initiales  de  la  rotation  instantanée  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité,  ainsi  que  les  angles  que  font  avec 
la  direction  O'O  les  vitesses  initiales  de  glissement  des  deux  sphères  (i))  et  (!')  sur  le  plan  (11),  ces  vitesses  de 
glissement  étant  supposées  toutes  les  deux  diffi'Tentes  ile  zéro. 

Heionnaitrc  si  au  début  du  mouvement  ull'rierir  les  deux  sphères  restent  en  conl.irl  aver  le  plan  '11^  ou 
si  l'une  des  s[)hères  s'en  détache,  et  laquelle. 

IV.  On  suppose  /"  =  0,  /"étant  toujours  compris  entre  0  et  1.  On  imprime  au  corps  une  rotation  instantanée 
initiale  autour  du  diamètre  vertical  de  la  sphère  (2;>.  Reconnaître  : 

1  "  Si  au  di'-liul  du  mouvement  l'une  des  sphères  se  détache  du  plan; 

2"  Si  au  début  du  mouvement  il  y  a  glissement  ou  non  de  la  sphère  iï.)  sur  le  plan. 

Dans  le  cas  du  glissement,  déterminer  la  direction  initiale  et  le  sens  initial  du  glissement,  ainsi  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  du  contre  de  gravité  du  corps  au  début  du  mouvement. 

N.  B.  —  Ot)  négligera  les  frottements  de  roulement  et  de  pivotement. 

On  pourra  prendre  trois  axes  de  coordonnées  recUingulaires  mobiles  Gx,  (iy,  <i;  ayant  pour  origine  le 
centre  de  gravité  du  corps,  l'axe  G:  étant  vertical  et  ascendant,  le  plan  :Gr  étant  le  plan  vertical  qui  contient 
la  ligne  des  centres  O'O.  On  pourra  désigner  par  5,  r,,  ;  les  composantes  suivant  ces  axes  de  la  vitesse  de  (I,  et 
par/),  f/.  /•  les  composantes  de  la  rotation  instantanée  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité.  1,'axe  Gx  éUnt, 
au  moins  au  début  des  mouvements  considérés  dans  l'énoncé,  porté  par  la  ligne  des  centres  00',  on  le 
supposera  dirigé  de  G  vers  0. 

On  pourra  aussi,  si  l'on  préfère,  prendre  des  axes  invariablement  liés  au  corps  solide,  en  particularisint 
convenabi'  ment  leur  orientation  initiale. 


ECOLE    DES    MINES    DE    SAINT-ÉTIENNE  119 


QUESTION    PROPOSEE 


2366.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz.  Un  point  malériel  M  de  masse  égale  à  1  se  déplace 
•dans  l'espace  sous  l'action  d'une  force  MF  parallèle  au  plan  des  xy    et  dont  l'extrémilé    F   est  constamment 
située  sur  l'hélice  circulaire  définie  par  les  équations    a;  =  2cos^,     i/  =  2sin;:. 

1"  l'icrire  les  équations  du  mouvement,  puis  les  intégrer.  On  désignera  par  a-o,  t/u,  ^o  les  coordonnées  de  la 
position  initiale  Mo  et  par  a,  b,  c  les  projections  de  la  vitesse  initiale  MoVo  à  Mnslant     (  =:  0. 

En  supposant  c>  0,  on  montrera  que  si  c:^i  on  obtient  pour  x,  y,  z  un  premier  groupe  de  valeurs, 
et  si  c  —  i  un  deuxième  groupe.  Démontrer  que  si  l'on  fait  tendre  c  vers  1,  les  valeurs  du  premier  groupe 
ont  respectivement  pour  limites  celles  du  second. 

2°  On  fait  ensuite  aro  =  ),  i/o  =  =o  =  0,  a  =.  b  =.  0,  c  =  1.  Soit  alors  (G)  la  trajectoire  du  point  M. 
Montrer  qu'on  peut  la  définir  gconiétriquement.  Calculer  à  l'instant  t  la  vitesse  du  point  M,  son  accélération 
totale,  langenlielle  et  normale.  En  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  et  vérifier  le  résultat  obtenu  au 

moyen  de  la  formule    —  =  [-^)   -^  (--j   +  (^^^j  . 

3o  Calculer  la  longueur  de  l'arc  parcouru  par  le  point  M  de  l'instant  zéro  à  l'instant  t,  et  l'aire  engendrée 
par  cet  arc  tournant  autour  de  0-. 

4»  Etudier  l'hodographe  du  mouvement. 

5°  Soit  (y)  la  projection  de  la  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  ;  cette  courbe  (v)  passe  au  point  Mo-  Soit  m  un 
point  quelconque  de  cette  courbe  ;  on  pose    Ow  =  p,     arc  Mow  =  s.    Démontrer  que  l'on  a    p^  =  2s-|-  1. 

Inversement,  toute  courbe  du  plan  des  xy  passant  par  le  point  Mo,  et  telle  que  l'on  ait  cette  relation,  coïn- 

•cide  avec  la  courbe  (y). 

G. 
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Concours  de  1913. 

2199.  —  On  considère  la  courbe  C  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

t  i^  t^ 


^=m-r*'  y  = 


♦ 


i-ht"  -^"l-j-i'"  -  — n-f 

I.  —  Construire  les  projections  de  la  courbe  C  sur  les  trois  plans  de  coordonnées.  Indiquer  les 
■éléments  de  symétrie  de  ces  courbes  et  de  la  courbe  C.  Indiquer  pour  chacune  des  symétries  trouvées  la 
relation  entre  les  t  de  deux  points  symétriques. 

II.  • —  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré  contenant  la  courbe  C.  Former  leur 
équation  générale.  Déterminer  les  cônes  ou  cylindres  qui  font  partie  de  ces  surfaces.  S'il  y  a  des  cylindres^ 

déterminer  leurs  sections  droites. 

III.  —  Foi  mer  la  lelaticn  qui  doit  exister  entre  quatre  valeurs  distinctes  de  t  pour  que  les  quatre 
points  correspondants  soient  dans  un  même  plan.  Mettre  celte  relation  sous  une  forme  aussi  simple  que 

possible. 

Déduire  de  cette  relation  celle  qui  doit  exister  entre  deux  valeurs  de  t  pour  que  les  tangentes  aux 
points  correspondants  soient  dans  un  même  ])lan.  Montrer  i/ue  ce  plan   est  tangent  à  un  des  cylindres 
obtenus  précédemment . 

IV.  —   Calculer  l'aire  d'une  des  boucles  fermées  de  la  projection  de  C  sur  le  plan  des  xz. 


IH) 
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1.  La  projection  de  la  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xij  a  pour  équation 

/ 


/ 


V  » 


Si  on  y  change  /  en  — /,  x  se  change  en  — x  et  j/  ne  cliange  pas;  la  courbe  est  donc 
sviuélrique  par  rapport  à  Oy  et,  en  tenant  compte  de  celle  symétrie  il  suflil  de  faire  varier  /  de 
1»  a      j-  X. 

Pour  /  =  0,  x  el  J/  sont  nuls,  J-  esl  nul.  la  courbe  part  du  point  0  langenliellemenl  à  Ox:  pour 

«X' 

/=  1,  ./•  cl  tj  sont  égaux  à      /,  pour  /  =  x  ,  x  et  y  sont  nuls  et      -     esl  iolini;  la  courbe  revient  au 

point  U  tangt'ntii'llt'iiifiil  à  {)>/.  La  dérivée  par  rapport  à  ./•  est 

dt~(i-hi'r 

elle  sannule  pour     t  =  ^  .  ;     pour  celle  valeur,  x  passe  par  un  maxi- 
niuui.  La  dérivée  par  rapport  à  /  de  j/  esl 

dt  ~  (  i  -h  t'Y  ' 

•Kig.  1. 

elle  s'annule  pour     t=l;     à  ce  moiiM-nt  >/ esl.  nia\inui:i).  Le  nia\iniuni 

di'  Il  a  lieu  après  celui  de  x  et  la  forme  de  la  cnurbe  esl  évidente  maintenant  (lig.  !). 

L'éi|ijalion  cartésienne  do  la  courbe  s'obtient  de  suite  en  rempla(;anl  par  /,  soit  dans  x,  soit  dans 
'/  ;    c'rat 

Les  valeurs  de  /  i|iii  correspondent  aux  points  symétriques  par  rapport  à  0;/  sont  liées  par  la 
rlition     t-ht'  =  0. 

La  projectittn  de  la  courbe  sur  le  plan  des  »/:  a  pour  r-cjualion 

_/-  ,  _     /' 


V 


Le  même  changement  de  /  en  ^  /   manifeste   tme  symétrie  par  rapport  à  0»/,  cl  il  suflil  de  faire 

varier  /  de  0  à  •  x  .  La  courbe  se  construit  aussi  aisétnenl  que  la  prccé- 
(lente  el  a  une  forme  analogue.  Elle  a  d  ailleurs  la  même  é(|ualion  carlé- 
sienne 

Les  valeurs  de  /  (jui  correspondent  aux  points  syinélrii|ues  par  rapp(»rt 
à  0»/  sont  d'ailleurs  lii-es  par  la  relation  /  h/'  =  0,  la  métne  que  précé- 
demment. 

Enfin  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xz  a  pour  é(|ualion 

—  _JL_  —      '' 

Ici  il  y  a  deux  symétries  ;  l'une,  par  rap;>orl   au   point    (>,    qui  se    manifeste  par  le   changement 
de  /  en    — /;    r.iiitre  jar  iap|>ort  a  la   prcsmiere  bi'Seclrice,  «|ui  se  manilole  par  le  changement  de 


Via.  2. 
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Les  deux  relations  correspondantes  sont     t-ht'=:0    et    t—p  =  0.    En   tenant  compte  de  ces 

deux  symétries,  il  suffit  de  faire  varier  Me  0  à  1.  Pour     /  =  0,     .r  et  :  sont 
nuls,  -  est  nul,  la  courbe  part  du  point  0  tangentiellemenl  à  Oa?;  pour    (=1, 


Fig.  3. 


1 

^  a  et  «  sont  égaux  à  g,  la  tangente  en  ce  point  est  perpendiculaire  à  la  première 

bissectrice,  à  cause  de  la  symétrie.  La  forme  de  la  courbe  est  évidente  (fig.  3). 

D'ailleurs   cette  courbe  est  une  lemniscute,   comme  le  montre  l'équation 

cartésienne 

{x^  +  zy-  —  2a?  =  0, 


qui  s'obtient  immédiatement,  en  remplaçant  t-  par  -. 


X 


Dans  l'espace,  la  courbe  (C)  est  symétrique  par  rapport   à   Taxe   des   y,   comme  le   montre  le 
changement  de  f  en    —  t,     et   elle  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  bissecteurs  du  dièdre  Oy, 

1  1 

comme  le  montrent  les  deux  changements  de  t  en  -,  de  ^  en    —  -. 

2.  La  courbe  (C)  est  visiblement  située  sur  les  deux  quadriques 

xz  —  y^=^0,     x^  -4-  s-  —  y^=0, 

comme  on  le  voit  de  suite,  en  formant  les  deux  quantités  xz  et  a- -h  2^.  La  courbe  (C)  est  donc  une 
biquadratique,  intersection  du  cône  xz  —  y-  =  0  avec  le  paraboloïde  elliptique  x--^z-  —  î/  =  0. 
Le  sommet  du  cône  étant  sur  le  paraboloïde  à  l'origine  des  coordonnées,  la  courbe  a  son  point  double 
■en  ce  point.  Elle  est  située  sur  une  infinité  de  quadriques  dont  l'équation  générale  est 

X-  H-  2-  —  y  H-  À  (y-  —  xz)  =  0. 

Pour  avoir  les  cônes  qui  font  partie  du  faisceau,  il  faut  former  l'équalion 


H  (À)  = 


0       —~ 


0 

X 

'2 

0 


0 

1 

9, 


0 

1 

0 


0 

1 

'2 
0 

0 


0. 


Cette  équation  se  réduit  à  — j  (1 


0.  Comme  elle  doit  être  du  quatrième  degré,  elle  admet 


deux  racines  infinies  et  les  deux  racines  X  =  —  2,  À  =  -f-2.  Pour  À  =  x,  onalecône  y-  —  a:^0, 
qui  est  un  cône  double.  Pour  X:=  —  2,  on  a  le  cylindre  hyperbolique  {x-hzf  —  2y-  —  y=^0,  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  la  deuxième  bissectrice  de  l'angle  des  axes  Oa;  et  Os.  Pour  À  =:-f-  2, 
on  a  le  cylindre  elliptique  {x  —  zy  -h  2y"^  —  y  =  0,  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  première 
bissectrice  de  l'angle  des  axes  Ox  et  Oz. 

Nous  aurons  les  sections  droites  de  ces  deux  cylindres,  en  faisant  tourner  le  Irièdre  des  axes  autour 
de  Oy  d'un  angle  égal  à  45".  Les  formules  de  transformation  sont 


X  : 


X  —  z 


v=y  ^ 


V^î 


et  les  deux  équations  des  cylindres  deviennent 

^x'-^  —  2y'-  —  y'  =  0, 


2z'^ 


2y'-'-y'  =  0. 
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Les  deux  sections  droites  sont  en  évidence;  la  première  est  une  hyperbole  équilalère:  la  ileuxième, 
un  cercle. 

3.  Les  /  des  points  de  rencontre  avec  un  plan  «[uelconque    mx -h  t'.'/  f- w: -H  >"  =  U    sont  donnés  par 
l'équation 

i//  1  r/- -4-//'/^ -+-»•(!  -   l'')  =  0: 

ils  vérilienl  la  relation     tj.l.l.  =  1. 

lit» 

Si  on  veut  que  le  plan  contienne  deux  tangentes  à  la  courlie,  il  Tant  <|iie     /,  =  /.,     'j  =  'i-     i*l  'a 
rtl.ition  devient 

q.ii  se  décompose  en  deux     //'  =1     ut     11=—  l.     Les  deu\  points  liés  par  la  relation     //'  =  l     so.»l 
symétriques  par  rapport  au  premier  bissecteur  ilu  dièdre  U»/:  ils  sont  donc  sur  une  génératrice  du 
cylindre  hyperl)oli(|ue  et  le  plan  correspondant  est  langent  à  ce  cylindre.  Les  deux  points  liés  par  l.i 
relation     //' =:       I     sont  sur  le   cylindre  de  révolution   et   le   plan    correspondant   e.^l   langent  à   ce 
cylindrt'. 

4.  Pour  avoir  l'aire  de  la  boucle  de  droite  de  la  lemniscale,  il  faut  calculer  linlégiale 

,   /     {.1(1  z  -  zdj\. 
Or 

l'osons      I        /'•:=»;      nous  aurons      Mil(—dti,     et  l'inlégralc  indelinie  se  rcduil  à 

1    rdii__    1 

On  [it'ul  aussi  prendre  l'équation  cartésienne  de  la  lemniscate.  puis  l'équation  polaire  ei  calculer 

« 


Laire  A  est  donc 


Honncs   soliiliun^    ;    MM.    I,.    Simon,    a   Foiirniios;   K.   Hm  i;k.    à   Sainle-Karlip;  C.  I.\>  ii.   .t    Do.iai   ri    A.    |{(>fssK\f.     • 
Fouriies-fiiWcpiifs. 
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2207.  —  l"  h'/iiiil  donné  un  corch:  (0),  un  demande  d'èlud'ui-  tes  proprirlés  des  droites  A  trlles  que 
Iriir  li'iiii'  sur  un  jtlitii  l*  ijui  leur  l'st  perpendiculaire  soit  fot/er  de  lu  projeetivn  de  0  sur  ce  plan. 

2"  Une  telle  droite  A  l'tant  donnée,  (juet  est  le  lieu  de  la  perpendirulaire  cumniunc  à  A  el  aux  diffé- 
rentes tam/enles  au  rerc'e  (U)? 

Première  partie.  —  Il  sullit  de  projeter  (D)  sur  les  plans  passant  par  son  centre  (>  pour  obtenir 
toutes  les  droites  (A  ;  ii  chaque  direction  (A)  correspond  un  plan  uriique  (P)  qui  lui  est  perpendiculaire, 
donc  une  ellipse  centrée  en  U,  el  quatre  droites  (A),  deux  réelles,  deux  imaginaires,  sytnélriques  par 
rapport  .i  ().  Ia's  droites  A  forment  une  congrucnce  admettant  le  point  U  comme  centre. 

/traites  (A)  particulières.  —  Désignons  par  (  \)  l'axe  du  cercle  ,0),  par  (P)  son  plan;  les  droites  (A) 
parallèles  ii  (.\)  sont  conTondues  avec  (A).  ,\  toute  direction  située  dans  (I*)  corresponJenl  les  deux 
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tangentes  à  (0)  parallèles  à  celte  direction  el  le^  deux  droites  rencontrant  (A)  aux  points  \  et  A'  tels 
que  OA  =  OA'  =  rJ;  cela  résulte  de  ce  que.  dans  ce  cas,  les  ellipses  projections  se  réduisent  à  un 
segment  de  droite. 

Définition  géomdlrique  des  droites  (A).  —  Considérons  les  directions  définies  par  les  génératrices 
d'un  cône  de  révolution  d'axe  (A),  de  demi-angle  au  sommet  6;  l'angle  des  plans  de  projections  corres- 
pondants avec  (P)  est  égal  à  0;  les  éléments  de  l'ellipse  projection  sont  donc 

a  =  '/-,  /^^rcosO,  c  =  r  si  nO. 

Les  droites  (Aj  réelles  relatives  à  ces  ellipses  rencontrent  (I^)  en  des  points  F  tels  que     OF  =  rsinO, 

sont  perpendiculaires  à  OF  et  font  avec  (P)  un  angle      (^  —  OJ;     par  suite  elles  engendrent  un  hyper- 

holoïde  de  révolution  autour  de  (A),  à  une  nappe,  dont  le  cercle 
de  gorge  est  ci-nlré  en  0,  situé  en  (P)  et  a  pour  t-ayon  /'sinO; 
son  équation  est 


.2?- 


r 


sin^'O 


cos'O 


Soit  'j  un  foyer  imaginaire,  x  le  point  où  la  droite  A)  oassanl  en 
o  rencontre  Oz;  dans  le  triangle  rectangle  Oao,  on  a 

Oao  ^  0,  0  'x.  =:  /  /  si  1 0  ; 

par   suite,     Oa  =  ?'*';     les   droites   (A)    imaginaires  sont   donc  les 
génératrices  des  deux  cônes  de  révolution  autour  de  Os,  dont  le 
demi-angle   au   sommet   est  6,  dont  les  son)mets   sont  les  points 
A  et  A'. 
Faisons  varier  ô;  nous  voyons  que  la  congruence  (A)  est  constituée  par  les  génératrices  rectiligues 

de  la  famille  de  quadriques 

(1)  a;^-hy/2  =  :Mg^0+r^sin-0, 

el  par  les  droites  passant  en  lun  des  points  A  ou  A'.  Dans  la  suite,  nous  étudierons  uniquement  les 
droites  (A)  correspondant  aux  foyers  F  situés  dans  (P). 

Ordre  de  la  congruence.  —  Les  liyperboloïdes  à  une  nappe,  correspondant  aux  valeurs  réelles  de  0. 
engendrent  tout  l'espace  d'une  façon  'continue.  Par  un  point  donné  réel  x,  y,  :  passe  donc  un  hyperUo- 
luïde  et  un  seul,  c'est-à-dire  deux  droites  (A)  réelles.  Mais  on  obtiendra,  pour  certaines  valeurs  imagi- 
naires de  0,  les  quadriques  conjuguées  des  précédentes,  qui  ne  peuvent  être  que  des  ellipsoïdes 
imaginaires  ou  réels;  on  peut  donc  prévoir  que  par  M  passera  aussi  un  ellipsoïile  réel  unique,  c'est-à- 
dire  deux  droites  imaginaires. 

Fn  effet,  résolvons  l'équation  (1)  par  rapport  à  l'inconnue     lg-0  =  /  : 

-Jl'  +  (s^  H-  r'  —  .v'  —  y'jt  —  ix'  -4-  y')  =  0. 

Pour  un  point  M  quelconque,  les  coellicients  extrêmes  sont  de  signes  contraires;  il  y  a  une  racine 
<  >  0  et  une  <  0;  à  la  première  correspond  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  à  la  seconde  une  quadrique 
réelle,  donc  un  ellipsoïde;  il  faut  remarquer  d'après  l'équation  (1)  que  les  deux  valeurs  de  sin'O  corrrs- 
pondanl  aux  racines  sont  <  0. 

Si     z  =  0,     une   racine  est   x,   l'aulre  est     / 


i- 


r 


lî' 


SI 


>.x-  +  V",     la  seconde   est 
/  -  —  x^  —  y  '' 

>  0,      elle  donne  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  dont  le  cercle  de  gorge  passe  en  M  : 

si     ?"2  ^ .r^ -h  J/^     on  doit  regarder  la  racine  X  comme     >0;     elle  correspond  aux  tangentes  menées 


du  point  M  à  [O);  si     x-  -h  y-  ^0,     autrement  dit,  si  M  est  sur  (A),  une  racine  est     / 


<0. 
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l'autre  est  nulle;  on  doit  la  regarder  comme     >  0;     elle  donne  drux  droites  (A)  confondues  avec  (A). 

Classe  de  la  congruence.  —  Tout  plan  pa>>ant  par  O  conlient  deux  droites  (A)  réelles;  ce  sont  deux 
de  ses  lignes  de  plus  grande  pente,  symétriques  par  rapport  à  (0),  dont  on  détermine  Tacilemenl  la 
trace  sur  (P)  connaissant  l'angle  0  du  plan  avec  (P);  il  ne  peut  être  langent  à  aucun  ellipsoïde  centré 
en  0,  donc  ne  contient  aucune  droile  (A)  imaginaire;  ceci  nous  permet  de  prévoir  que  la  congruence 
est  de  classe  2,  Le  plan  (1*)  est  un  plan  particulier  pour  la  congruence.  puisque  toutes  les  tangentes 
à  (0)  sont  des  droites  (A). 

Soit  {r.)  un  plan  quelconque,  (U)  son  intersection  avec  (P);  les  points  où  les  génératrices  (A) 
contenues  dans  (tt)  coupent  (D)  sont  situés  sur  le  cercle  de  gorge  de  la  quadrique;  si  (D  coupe  ^0)  en 
deux  points  imaginaires,  (r)  ne  peut  être  tangent  à  aucun  hyperholoïde,  donc  il  est  tang«Mil  à  un 
ellipsoïde  et  contient  deux  droites  (A)  imaginaires;  si  (D)  est  tangente  à  (0),  les  deux  droites  (A)  se 
confondent  avec  (D)  et  la  quadrique  correspondante  est  le  plan  double  '(P)-  Oe  tout  ce  qui  précède,  il 
résulte  que,  si  (D)  coupe  (0)  en  deux  points  réels,  (::)  est  tangent  à  un  hyperholoïde  unique  et  contient 
deux  droites  (A)  réelles,  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  la  projection  de  (A)  sur  (::). 

On  retrouve  aisément  tous  ces  résultats  par  le  calcul;  les  quadriqucs  <int  pour  équation  langentielle 


si  l'on  se  donne  un  plan  réel  u,  v,  m,  h,  on  a 

sin-0  = 


>,       h- 
//•-cos-0=  —  ; 
r- 


tr 


r-w- 


r-{u- -h  V^ -h  w-y 

le  second  membre  est  toujours     >  0;     donc  chaque  plan  (::)  est  langent  soit  à  un  hyperholoïde  à  une 
nappe,  soit  à  un  ellipsoïde  réel;  on  aura  un  hyperholoïde  si     sin-0  <  1, 

Ir 


c'est-ii-dire 


0- 


<H. 


Ur,  »,  i\  h  sont  hs  paramélres  de  (D);  »('(lt'  inégalité  exprime  donc  bien  (jue  (D)  coupe  (O)  en 
deux  points  réels. 

Deuxième  partie.  —  Lil'udesdroites{^^)per|lcndiculah•l'sro1nm^^nes^^une(^ro^le{l)etauxtalUJetlll^sà 

(0).  —  Si  (A)  coïncide  avec  (A),  le  lieu  est  le  plan  double  (P).  Si  (A)  est 
une  tangente  à  (0),  el  lieu  est  le  plan  perpendiculaire  à  (P)  de  trace 
(A),  ou  si  l'im  veut,  il  se  compose^de  toutes  les  droites  rencontrant  (A). 
Supposons  (A)  quelcon<iue,  cherchons  combien  de  droites  (A,) 
passent  par  un  point  M  de  (A),  projeté  en  m  sur  (P);  soit  (D)  la  trace 
sur  (P)  du  plan  perpendiculaire  îi  (A)  mené  par  M,  N  un  point  de  (D); 

menons  par  N  une  tangente  NT  h  (O);  si  langle  MiNT  est  droit,  il  en  est 

de  même  de  l'angle  ;nNT,  autrement  dit  N  est  sur  la  podaire  de  (O) 

relative  au  point  m;  c'est  un  lima(;on  de  Pascal  qui  coupe  (D)  en  quatre 

points;  il  y  a  donc  qualre  droites  (A,)  passant  en  M;  la  discussion  de 

la  réalité  de  ces  droites  suivant  la  position  de  M  sur  (A)  serait  d'ailleurs 

compliiiuée.  Ce  résultat  montre  que  (A)  est  une  droite  quadruple  de 

la  surface  (S)  engendrée  par  les  droites  (A,). 

Cherchons  maintenant  eombien  il  y  a  de  droites   A,)  dans  uii  plan  (it,)  passant  par  (A);  ces  droites 

étant  perpendiculaires  à  (A)  dans  (tt,),  la  direclion  des  tangentes  (T)  <]ui  leur  sont  perpendiculaires  est 

déterminée,   il  y  a  donc    deux  droites  (A,)  dans  \r.^)\  on  en  conclut  que  la  droite  à  l'inlini  du  plan 

perpendiculaire  à  (A)  est  une   droite  double  de   S)  et  que  (S)  p.sl  une  siivfoct^  du  6'  ordre.  On  voit  éga  e- 

ment  «juc  le  diamètre  de  (0)  qui  rencontre  (A)  est  une  droile  double  de  (S). 
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Vérifions  ces  résultats  par  le  calcul;  prenons  ce  diamètre  comme  axe  des  ?/;  (A)  a  pour  équations 


X 


sinO      cosO      ^' 
y  =  î'sin6. 

Les  équations  des  tangentes  (T)  dépendent  d'un  paramètre  x  : 

(  a?  cos  a -4- j/ sin  a  =  r, 
(  z  =  0. 

Une  perpendiculaire  à  (A)  et  (T)  est  définie  par  les  équations 

xj  cos a  —  X  sin  (x.  =  h. 


(2)  (A  ) 

^  a^sin  0  + s  cosO  =/t. 

Déterminons  h  et  k  par  la  condition  que  {^^)  rencontre  (A)  et  (T),  il  vient 

i  k-hh  sin  a  sin  0  =  r  cos  a  sin  6, 
(  ^-h  AsinasinO=:  )'cosxsinO, 
c'est-à-dire 

(3)  k=h  =  /^^^^^^^. 
'  1 -H  sin  7.  sin  6 

On  aura  l'équation  de  (S)  en  éliminant  /«,  k  et  a  entre  les  relations  (2)  et  (3). 
Posons     tg5^^     on  obtient  pour  l  les  deux  valeurs 

i= j — ; ^-7SinO,  ou  £=:-f-l. 

La  première  des  relations  (2)  s'écrit 

h[V^ï')  =  y{\—V-)~'Hx, 

h{{h  +  r  sin 6)2  +  {h  -\-tr)-  sin^ô]  =  î/[(/i  +  r  sinO)-  —  sin2ô(/i  +  er)-]  +  2aî-  sin6(/«  +  sr)  (//  -\-  r  sinO). 
Pour  faire  disparaître  £,  il  suffira  de  l'isoler  et  d'élever  une  fois  au  carré;  on  remplacera  ensuite  // 
par    a?sin6H-z  cos6,     d'où  une  équation  du  6"  degré  en  x,  y,  z,  dont  les  termes  du  6'  degré  ne  se 
détruisent  pas.  (S)  est  donc  bien  du  6''  ordre. 

F.  A.  ROUSSELET,  école  normale  supérieure. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  L.  Simon,  à  Fourmies. 

« 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1019) 


ÉCOLE  CENTRALE  (Suite) 


9936.  —  G  est  le  centre  de  gravité  d'un  cône  de  révolution  de  poids  P  qui  a  un  point   fixe,  savoir   le  sommet  0;  on 

3  P 

applique  en  un  point  A  situé  sur  l'une  des  génératrices,  aux  t-  de  la  génératrice  à  partir  du  point  0,  une  force  ;j^  vcriirale 

et  dirigée  vers  le  haut.  Position  d'équilibre. 

993"?.  —  Un  corps  solide  de  poids  P  est  mobile  autour  d'un  point  fixe  0;  le  maintenir  en  équilibre  au  moyen  d'une 
force  d'intensité  F;  comment  doit  être  placée  F  pour  que  la  pression  sur  le  point  d'appui  soit  maximum  ou  minimum? 

9938.  —  Un  cube  pesant  est  soumis  à  son  poids  P  et  à  une  force  horizontale  F  supposée  appliquée  au  sommet  li- 
l»lus  haut  H  de  la  diagonale  AB.  Le  sommet  A  est  lixe;  trouver  la  position  d'équilibre. 

9939.  —  Un  corps  solide  a  un  point  fixe  0;  peut-on  le  maintenir  en  équilibre  au  moyen  de  trois  forces  placées  sur 
trois  ilroites  données?  Condition  de  possibilité. 


HO 
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9940.  -  On  duriiu-  ini  cor|»s  solile  «y.inl  un  point  lixe  el  quatre  tiroiles:  sur  une  «les  droites,  une  forre  «loniu-e. 
.Placer  sur  l<-s  trois  autres  dt-s  Torces  telles  que  le  solide  soit  en  équilibre. 

9941.  —  lilint  donnés  trois  axes  rolin^nlaire^  Or,  Oy,  0:  el  <leiix  forces,  l'une  F,,  par.ilkle  a  •':,  eiL'ale  a  -r-  I  el 
ap|di(]iiée  en  A  <l,  0,  0'.  I  autre  F,,  panllcli-  a  Or,  d'iniensilé  -i-  I  el  appliquée  en  B  (<i,  1,  Oi.  commeul  d  terminer  le 
point  O',  tel  q  l'en  lisant  f»  etO'.  il   y  ail  é-iuHilire? 

9912.  —  kquitilir."  d'un  cube  pesan'  dont  les  fao'S  .VHCI).  .\  IH^  l)  sonl  hori/ontale":  If  cuIm;  esl  moliile  autour 
di-  HA'  el  il  esl  soimiis  à  une  forre  diri^éf  suivant  CD. 

9943.  i)ii  donne  ttn  soli<le  srtumis  au  système  (OR.  OG)  et  un  plan  P  passant  par  0;  trouver  dans  P  un  axe  tel 
iju  ,  le  solide  pouvant  tourner  autour  de  cet  nxc  el  v'Ii-ser  le  long  de  cel  axe,  il  y  ail  équilibre. 

9944.  —  L'n  corps  solide  peut  >îlirsrr  el  loiirner,  sans  frollemenl.  autour  t!e  l'axe  (»::  il  est  >oumi-  :  1'  a  i  Miium  île 
s  »n  poids  I'  =  I.  parallèle  a  O:  et  en  s«.mis  contiaire  et  appliqué  au  point  \  (I.  0.  0):  2"  a  une  force  «J=  I.  parallèle 
a  Or  et  appliqu  e  en  II  0,  t,  M).  Déterminer  une  force  F.  d'inleusité  2,  appliijuie  en  un  point  C  (0,  1,  I)  el  qui  main- 
tienne le  système  en  éijuilibre. 

9945.  —  Un  solide  repose  xir  un  plan  I'  par  un  de  ses  points  0  el  e^l  soumis  à  un  s\>léme  de  forces  <0H,  Od). 
•Déterminer  une  force  F  parallt-le  à  P  el  telle  qu'il  y  ail  éi|uilil>re. 

9946         iiii  donne  trois  axes  rectangulaires  (*rf/z  f{  deux  points,  l'un  A  sur  (tj-  («,  0.  0).  l'aulie  B  sur  Oy  <0,  6,  0). 

L'n  solide  reposant  sur  le  plan  des  xy  par  les  points  O,  A,  B  est  soumis  à  l'action  de  trois 


/ 

L 

E-: - 



\-<'"'' 

fores:     r  Fi''.  0.  0;  I),        P.  P);     2°  F(tJ,  ^,  <l:  0.  (J,  o)  :     3"  une  for.  e  F    dan- le  pi 
nélerniiner  la  force  F'    pour  «ju'il  y  ail  équilibrt^. 


au 


II. 


9947.  •—  Soit   un  cube   honiogén^  pesanl   reposant  par  sa  ba^^e  infèrieiiie  -nr  un  plan 
liori/ontal  par  deux   somineU  F,  0  el   un  point  I   intérieur  à  la  lias*-.   I><  terminer  une  force 
suivant    l'aréle   AI>  el   une  autre   force  issue  de  A  el  située  dans  In  force  AIl'iD.  de  fa«;oii  à 
p     él.iblir  léqui  ibre. 

9948     —    L'n    c\lindre   circulaire   ilroit    iKtmogcue   el   de   poids  P   repose   sur  un    pl.in 
Il  /^  hori/.orital    par    trois  points  .\.   B.  C  sommets  d'un  triangle  équilatéral    inscrit    'laus   la  cir- 

conféri'iice   d«"    ba.»e.  On    a,  |dii)ne    nin'    force   O,  située   dans    le    |dan   lancent   le  lonjf  de    la 
getieralrice  D  el  faisant  avec  celle  g  nératriee  un  anu'l"-  di-   l'i"    pinl-.iii.  sans  délciirr  l'i''i|iiililo-i'.  .iiinliiiii.T  un     f.o-n-  H, 
fo  tuant  avec  Q  un  couple* 

9949    —  Luc   échelle    AH   de    lon;;neur   /   et    de    p.dd>  P  fait  un  angle  de  tiO"  avec  le  sol;  elle 

s'a|it>nie  en    A    Mir  un    mur  verliiai.  et  >on   extr<  mité  inférieure   It  est       *j\       ^     ^ — ^      y« 

riliacliee   au    pont   0   pir   un   III  <»ll.  Trouver  la  tension  <bi   lit  ion  ne  ^  ^        ^'         ^    '" 

tieni  JUS  compte  <le?<  frollemenl-  en  A  et  en  Bi. 

9950.  —  Sur  une  parabole  j*  =  y.  on  prend  le  point  A  ilabsci  .se 
x=  l  et  le  point  M.  d'abscisse  t  =  —  2;  AM  e>l  une  barre  lioMio;.'énc. 
lie  poid-  Rrril*';  elle  peut  tourner  autour  dn  point  H  el  glisser  »nr 
la  paribole  par  son  an:re  extrémité  A:  calculer  la  réaction  en  \ 

9951.  —  Sur  deux  plans  OV.  O.V.  é>:ileinent  imliné'  sur  l'hori/.ou.  ropo>enl  ileux 
di-ques  de  même  rayon,  el  de  même  poids  /<  ;  ilelerminer  :  I*  le>  pressions  en  H  et  H  : 
2"  li's  pousséi-3  des  disques  l'on   Mir  l'antr  . 


Gôom4trie  et  Géométrie  descriptive     M.   .M  M.l.oiZKl.). 

9952.  —  Ou  donne  sur  une  droite  ileiix  couple»  de  point-  \  et  H.  (]  el  D;  déterminer  un  couple  de  points  conju;:ués 
I    .1  foi-  par  rapport  A  AH  el  à  CD. 

9953.  Par  deux   points,  mener  un  cercle  orlliogonal  a  un  cercle  donné. 

9954.  -  P.ir  un  pidnl  A,  on  mène  un  cercle  i.r,  orthogonal  à  un  cercle  donné  (t  :  I"  lieu  du  p<dnt  de  reiici^ntre  M 
d     la  corde  commune  aux  deux  cercle-  (i  el  <,<  avec  In  tangente  en  A  au  cercle  u;  i"  lii  u  du  cenlie  >•>  de  ce  cercle 

9955.  —  Circonférence  passant  par  un  point  et  tangente  à  deux  circonférences  données. 

9936.  —  Circonférence  passant  par  deux  points  A  et  R  et  coupant  ileux  circonférences  o  it  O  sous  îles  angles 
ég.Miv. 

9957.  —  Lien  des  |>oinls  d'un  plan  d'oO  l'on  voit  deux  cercles  sous  le  niémé  angle;  lieu  des  points  de  l'ispacc  d'où 
l'on  voit  deux  sphères  sons  le  môme  angle;  lieu  des  point-*  d'où  I  on  voit  trois  sphères  sr.us  le  même  angle.  Trouver  les 
points  d'oii  l'un  voit  i]nalrir  sphères  sous  des  angle»  égaux. 

9958.  —  Construire  une  sphère  passant  par  l'inlerseclion  de  deux  sphères  données  el  Inn^-enlcÀ  un  •  dmilc  donnée. 

9959.  —  Déterminer  une  sphère  connaissant  deux  pi.ins  tangents  P  el  0  el  le  point  de  conlncl  A  du  premier  avec  la 
sjdicre.   Le  plan    P  est  ihuiné  par  deux  droites  (]ui  se  coupent  en  {u,  a)  cl  le  plan  O  coïncide  avec  le  plan  horizontal. 

I  1  re  l'epnrc. 

9960         Lien  des  centres  des  sphères  passant  par  deux  pidnls  et  tangentes  d  un  plan. 

9961.  —  Soient  irois  droile»  (concourantes);  lieu  des  centres  des  sphères  tangente-  aux  trois  droites;  envclo;»pe. 
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9962.  —  Délerininer  une  conique,  connaissant  deux  tangentes  et  le  cercle  principal. 

9963.  —  Construire  une  conique  connaissml  deux  sommets  et  un  point. 

9964.  —  Construire  une  conique  connaissant  :  1°  un  axe  et  trois  points  \,  B,  C;  2°  un  axe,  deux  points  A,  B  et  la 
tant-'calc  en  l'un  d'eux;  3"  un  axe,  un  sommet  A  sur  cet  axe  et  deux  points  B  et  C  (on  cherchera  le  secon<l  sommet  sur 
Taxe  connu). 

9965.  —  On  donne  deux  points  A,  B  d'un  parallèle  d'une  surface  de  révolution  et  deu.x  points  C  et  D  d'un  autre 
parallèle:  trouver  l'axe.  En  supposant  la  surface  de  l'évolution  du  second  degré,  comment  peut-on  achever  d^:  la  définir? 
Trouver  alors  les  sommets  de  la  méridienne. 

9966.  —  Lieu  des  points  équidistants  d'une  droiti;  et  d'un  cercle. 

9967.  —  Construire  une  parabole  connaissant  :  1°  l'axe  et  deux  points  A  ol  B;  2"  l'axe,  un  point  A  et  la  tancenle  en 
ce  point. 

9968.  —  Soient  trois  points  A,  D.  C  et  une  droite  H:  déteiminer  une  conique  passant  par  ces  trois  points  et  admet- 
laiit  pour  directrice  la  droite  D. 

,  9969.   —  Mener'  par  un   point   A   les   tangentes  à  une  hyperbole  définie  par  ses  asymptotes 

et  un  point  H. 

9970.  —  On  considé  e  un  point  C  variable  sur  une  cirronférence  de  diamètre  AB;  soit  B 
le  jioiut  de  rencontre  des  tangentes  en  B  et  C,  CD  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  C  sur  le 
diamètre  AB;  lien  du  pdnt  de  rencontre  M  de  AB  avec  CD. 

9971.  —  Mener  par  une  droite  AB  un  plan  coupant  deux  plans  donnés  suivant  deux 
droites  rertangulaires. 

"        ^  "  9972.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  et  dansée  plan  uu  triangle  ABC; 

«Il  leiuàncr  h:  soninei  S  du  tétraèdre  SABC  dont  les  quatre  faces  sont  tangentes  à  la  sphère. 

9973.  —  Construire  une  droite  connaissant  un  point  ('/,  o),  .«a  projection  horizontale  ad,  et  sachant  que  celle  droite 
(m/,  a'W)  esi  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  (hc.  Le). 

9974.  —  Construire  un  carré,  connaissant  un  côté  [ah,  ah)  et  la  projection  horizontale  du  côté  issu  du  sommet  (a,  a'). 

9975.  —  On  donne  uuî  droite  (IJ,  D)  et  un  point  (a,  a');  construire  un  triangle  équilatéral  ayant  pour  sommet  {a,  «'), 
le  coté'  oppose  et  ml  porté  par  la  droite  (1),  D). 

9976.  —  Construire  un  triangle  équilatéral  ABC,  connaissant  les  sommets  A  et  B  et  sachant  (jue  le  sommet  C  est 
dans  uu  |dan  donné  P;  faire  l'épure. 

9977.  —  Soit  un  segment  [ah,  a'b')\  construire  un  carré  ayant  ce  segni'  nt  comme  côté  et  un  autre  somuiel  dans  un 
plan  donné. 

9978.  —  Construiri'  un  carié  ayant  pour  diagonale  un  segment  donné  (ar,  a'<-'}  et  un  troisième  sommet  dans  un  plan 

donné. 

k 

9979.  —  On  donne  un  plan  PaQ'  et  deux  dj'oites  A.  A'),  (B,  B);  faire  tourner  PaQ  autour  de  ;A.  A  ),  jusiiu'à  ce  qu'il 
soit  devenu  parallèle  à  (B,  B  ). 

99SD.  -  On  donne  un  pkiii  PaQ  et  le  raballeieent  sur  le  plan  horizontal  d'un  cercle  de  ce  plan;  un  jioinl  {s,  s')  est 
le   sommet  d'un  côr.e  ayant  ce  cimcIc  pour  base;  intersection  de  ci;  cône  avec  une  droite  (A,  A). 

9981.  —  Un  cône  a  comme  sommet  S  et  pour  base  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  B  et  situé  dans  le  jdan  AGI); 
trouver  ses  contours  apparents. 

9982.  —  Déterminer  un  cy  lindre'ayant  pour  b,,se  une  ellijjse  située  dans  le  plan  horizontal,  connaissant  deux  points 
(a,  a),  (h,  h)  de  ce  eylindr»'. 

9983.  —  Trouver  les  contours  apparents  d'un  cône  d;  sommet  .\  avant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  BCD. 

9984.  —  Trouver  les  contours  apiiarcnts  d  un  cône  de  sommet  donni'  ayant  pour  I)a5e  la  section  d'un  cylindre 
donné  [)ar  un  plan  donné. 

9985.  —  Contours  nppai'.nts  d'un  cône  de  sommet  donné  et  ayant  pour  base  la  sev'li(m  d'une  sphère  pa:'t 
un  iilan. 

9986.  —   Contour.^  apparents  d'un  cylindre  de  révolution  d'axe  (ob,  ah)  et  langent  a  une  droite  (rd,  cd). 

9987.  —  Mener  jtar  la  ligne  de  terre  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  PaQ'. 

9988.  —  Par  deux  jioinls  donnés  A  el  B,  faire  passer  un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère  donnée. 

9989.  —  Section  ])lane  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  le  second  plai\  bissecteur. 

9990.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  el  une  droite  de  l'espace:  mener  par  la  droite  un  plan  cou- 
pant le  cône  suivant  une  parabole. 

(.1  suivre.) 
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CONCOURS    l)K    1919    (Suile.) 


ÉCOLE   DES   PONTS   ET  CHAISSÉES 
Cours  préparatoires. 


AUjèhre  et  Annly^e. 
I.  —  2367.  1"  liuiilior  I;i  vaiiation  de  la  fonction 


J/  = 


X  v'j-î 


3x 


t-l  construire  la  courbe  représentative,  en  délenninant  l»>s  valeurs  de  x  qui  rendent  ij  maximum  ou  miiiimura- 

•2"  Évaluer  le  volume  de  révolution  engendré  par  l'aire  comprise  ejntre  la  courbe  et  les  deux  ordonnées 

1  3 

correspondant  à    x  =  j     et    -^  =  r  .     quand  cette  aire  tourne  autour  de  O.r. 


'  tlnXf* 


de  faron  qu'elle 


II.  —  2368.  1' Déterminer  les  coefficients  fl,  de  la  série    y  =  «g -i- a,x  +  . . 
satisfasse  à  la  relation    y"  ^ax-y,     où  a  est  un  paramètre. 

55"  Vérili**r  que  la  série  obtenue  est  convergente. 

3°  Dans  cette  série,  les  deux  cjuantilés  a^,  a^  restent  arbitraires  :  It-s  déterminer  de  façon  que  i»our    x  =  0, 
l'on  ait    y  =  1,    .v'  =  0.     Soit  y,  la  série  particulière  obtenue,  oîi  l'on  fait  en  outre    a  =  1. 

4"  X  étant  supposé  ^  1  en  valeur  absolue,  combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  la  série  y,  pour  que 

leur  somme  représente  y,  avec  une  erreur  plus  petite  que  j-ttttjv  t'»  valeur  absolue? 

Géométrie  auah/tujiie  et  mécanii/ue. 

I.  —  2369.  Ln    point    déciil  la  parabole  cubii|u.'     i/'  =  :i/i-j-     de   telle   façon  que  l'bodograplp-   (!••   son 
mouvement  soit  la  parabole     y-  —  2i/x  =  0. 

1"  Équation  du  mouvement  et  accélération  à  clia.jue  instant. 

2°  Lieu  de  l'extrémité  du  vecteur  accélération  ayant  pour  origine  l'origine  des  coordonnées. 

II.  —  2370.  On  considère,  dans  un  plan,  tous  les  cercles  passant  par  un  point  fixe  (A;  et  coupant  une 
droite  donnée  (A)  sous  un  angle  constant  V^. 

Déterminer,  analyticjuement  et  géométri(|uement  : 
1<*  le  lieu  (b's  centres  des  cercles  mobiles  : 
^  "    '  2°  l'envelopite  de  ces  cercles,  * 

Gi'OiHi'tric  descriptive. 

2371.  —  On  donne  tlans  le  plan  liorizontiil  deux  circonférences  tangentes 
dune  part  à  l'IiDrizontale  de  front  D  située  à  4(1"""  au-dessous  du  petit  axe  wX 
de  la  feuille,  et  placées  au-dessous  de  cette  droite  D.  Os  circonférences  sont 
langent(>s  d'autre  part  au  grand  axe  w\  de  la  feuille.  Celle  de  centre  G  cl 
de  rayon  H  =  30"""  se  projette  à  droite  de  o>Y.  Celle  de  centre  C  et  de  rayon 
H' =  60"""  se  projette  à  gatiche  de  «oY. 

La  circonférence  de  centre  0  est  ln  base  d'un  cylin<lre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  In  droite  de  front  projel<'-e  sur  le  plan  vertical  en  i>>\.,  le  point 
L  étant  situé  à  60"""  à  gauclie  de  tuY  et  à  200"""  au-dessus  de  «.jX.  La  circonfé- 
rence de  centre  0'  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  S,  .S',  le  point  .S  étant  sur 
la  droite  D  et  le  point  S'  se  trouvant  h  60"'"'  à  droite  de  wY  et  à  200"'"'  au- 
dessus  de  <')X. 

On  demande  de  rej)résenter  par  ses  deux  projections  le  solide,  supposé 
plein  et  opaque,  commun  au  c«\ne  et  au  cylindre  ainsi  délinis 

Ces  projections  seront  tracées  en  noir  (parties  cacbées  en  pointillé  .  Les 
lignes  tie  construction,  en  traits  rouge^  lins,  indii|iieront  le  mode  de  détermi- 
nation d'un  point  courant  et  des  points  remarquables  de  l'intersection  ainsi 
que  de  la  tangente  en  ces  points. 

Un  li.H.  r.i  en  iiuii  un  cadre  de  270  x  420"""'. 
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•^0 


Les  cotes  sont  en  luilhiuclres. 


/.(•  Hi'dacteur-Gerant  :  Il     M  IHKUT. 


Coulommicrs.  —  Iinp.  Paci.  MUoD.MJD. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


RÉSOLUTION  DE  L'ÉQUATION  DU  3«  DECxHE 

par  M.  P.  Maurice,  ingénieur,  professeur  de  malhémaliques,  à  l.yon. 


Si  Ton  fail  la  transformation     x  =  X  -h  ^     dans  Téquation 


(1)                                          AX»  -+-  BX^  +  ex  -h  D  - 

=  0, 

(A^O) 

on  obtient  l'équation 

a                     3AC  — B^ 

(2)                x'-hpx  +  q  —  O,             p—                   , 

27A2D  —  9ABC  +  2B- 

9—                   9.1  \-^ 

que  l'on  sait  résoudre  de  plusieurs  manières. 

3.\C  — B-  =  0.  —  Dans  le  cas  particulier  où  3AC  — B-z:±0,  l'équation  (2)  se  réduit  à  une  équa- 
tion binôme  dont  la  solution  est 

.       .  3 D        B^  ^.  B  ^^,    '/'W        ET 

3AC  — B-:?^0.  —  Dans  le  cas  général  où  l'équation  (1)  n'est  pas  réduite  à  la  forme  binôme  par  la 
transformation  ci-dessus  indiquée,  on  a    pqz^i);     en  particulier,     3AC  —  B^     n'est  pas  nul. 

La  méthode  ici  proposée  consiste  à  déterminer  deux  nombres  réels  ou  imaginaires  a  et  4  tels  que 
la  formule 

(3)  r^  —  l— 0,  X:=_^_l_r.  voô^-hî'-.'v/^, 

o  A 

donne,  pour  chaque  valeur  de  r,  une  el  une  seule  racine  de  l'équation  (l). 

La  détermination  des  deux  radicaux  cubiques  qui  entrent  dans  celle  formule  sera  précisée  :  si  a 
el  b  sont  des  nombres  réels,  on  prendra  pour  chaque  radical  sa  détermination  réelle;  dans  loute  autre 
hypothèse  on  choisira,  pour  chaque  radical,  la  détermination  dont  le  plus  petit  argument  positif  est 

moindre  que  ^.  Dans  ces  conditions,  chaque  valeur  de  r  ne   fournit,  au  moyen  de  la  formule  (3), 

qu'une  seule  valeur  de  X  ou  de  x,  en  tout  trois  valeurs,  généralement  distinctes;  calculons  a'  : 

(4)  X- '  =  Tx  -+-  ^T  =:  0*2  ^_  bai  +  3fl  A  [r .  y  oF  T^-- .  l'iP] , 

el  en  tenant  compte  de  la  relation  (3)  elle-même  on  trouve  que  les  trois  valeurs  de  x  satisfont  à 
réquation 

(5)  a,''  —  'iabx  —  a6(a  -h  h)  =  0. 


l.K)  RÉSOLUTION  DK  LÉOUATION    DU  3*  DEGRÉ 

Il  suffit,  pour  déterminer  a  et  b,  didentifier  les  équations  (2)  et  (5),  ce  qui  donne 


ab  =  —  lj,  rt  -h  4  =  ?2 ,  («  —  ^j»  =  (a  -h  6)-  —  -4a6  =  4 , 


A 


3'  --p' 


w 


3  3 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3)  on  retrouve  la  formule  de  Cardan. 

Discussion.  —  Si  A  est  positif  (les  coeflicienls  sont  supposés  réels),     r:=  1     donne  une  racine 

1         v'3 

r(''plle;  les  deux  autres  racines,  qui  correspondent  à    ?  =  —  ^,±i  a  ,    sont  imaginaires  conjuguées. 

Si     A=(),     a=zb  =  'J,     l'équation  (1)  admet  une  racine  doul)le  et  une  racine  simple. 

Si  A  est  négatif,  les  valeurs  de  n  et  b  sont  imaginaires  conjuguées.  On  posera  alors 

a^u  (cosu  —  «  siny),  b=.  u  (cosu  -h  i  sinu), 

a/^=ri/2  =  — §,  M  =  v/— ??.  cosy  =  ^-J^  = l (p  est  négaliO. 

fl6^=:u''(cosy-f- 1  sini'),  ba-^  m'(cosw  —  i  sint»), 

r.  yjnî?  =  Il {cosz,  -f-  i  sin^.).  »•*.  \Tm-^  u(cos^  —  i  sin^). 


Langle  s  est  défini  par  l'égalité 

_2^7r       y 
'^~    3   "^3^ 
Il  en  résulte  la  formule 

(3')  X  =  — .J^^-f-2MC0Sï,, 


k  =  {0,  1,  ou  —  1). 


qui  exprime  les  trois  racines  réelles  de  l'équation    l)  dans  le  cas  actuel. 

En  résumé,  nous  trouvons  trois  genres  dillérenls  d'équations  du  3'  degré  : 
/"  ijcnrr.  Il  est  caractérisé  par  la  c<tnditinn     //^H    ou 

2B'  — l».VBC-h-i7.\-l)  =  (). 

Le  premier  membre  de  l'équation  (l)  est  divisible  sans  reste  par  le  binôme  3.\\ -h  H,  et  l.i 
division  abaisse  le  degré  de  cette  équation  au  second  degré. 

H"  genre.  p^O  nu  3.\C  —  B-  =  0.  L'é(juation  (I)  est  réductible  k  la  forme  liinomc  si  son 
premier  membre  n'est  pas  un  cube  parfait. 

.^'  genre.     p(/:?^0.     C'est  le  cas  où  l'équation  est  résolue  par  une  formule  telle  que  (3)  ou  (3'). 

Appliquons  ce  qui  précède  à  quelcjucs  exemples. 

/exemple  1,  —  L'équation  proposée  est 

(  1  )  27x^  —  t)3j-   f-  Vl»x  —  5  =  0. 

A  =27,  H  =  — (>3,  C=41»,  3AC— H^  =  0. 

Les  trois  premiers  termes  de  l'équation  S(»nl  ceux  d'un  cube  parfait;  l'équation  peut  sécrire 

(2)  (3a--^y  =  7-^-+-5, 

d'où  l'on  déduit 

i.i)  ^— 9"^^L3"^3vr*""3vr»"^3vr»~""  I'       '*-' 
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formule  qui  donne  les  trois  racines  sous  forme  de  séries  convergentes.  En  prenant  trois  termes  de  la 
parenthèse  et    r=i,     on  obtient  la  racine  réelle  à  une  demi-unité  du  sixième  ordre  près  : 

^  =  3,122063. 

Exemple  II.  —  On  donne  à  résoudre  l'équation 

(1)  2a?^  +  3a;-'- -+- ox -I- 2  =  0, 

A  =  2,  B  =  3,  C==5,  D  =  2,  B^  — 3AC9£:0, 

mais  28'  — 9ABC  +  27A2D  =  0. 

B  1 

On  doit  en  conclure  que  l'une  des  racines  de  l'équation  (1)  est    — TI^^  —  ô     ^^  ^^^  ^^^  deux 

autres  racines  sont  fournies  par  l'équation  du  second  degré 

(2)  ^•^-4-ar  +  2  =  0,  ou  (2ic  +  l)^  + 7  =  0,  x  =  ~^^'^' . 


-^ 


{A  suivre.) 
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2226.  —  Une  spirale  logarithmique  se  déplace  dans  son  plan;  elle  passe  par  un  point  donné  et  reste 
tangente  à  une  droite  fixe. 
On  demande  : 

1°  Le  lieu  décrit  par  le  point  asymptotique  de  la  spirale; 

2°  Quel  est,  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile,  le  lieu  des  centres  instantanés  de  rotation. 
Construction  et  discussion  des  courbes  obtenues. 

Nous  n'avons  pas  reçu  de  solution  satisfaisante  de  cette  question.  Vu  l'abondance  des  matières, 
nous  laisserons  cette  question  de  côté.  Si  un  de  nos  correspondants  trouve  une  bonne  solution,  intéres- 
sante, nous  pourrons  la  publier  plus  tard.  yy    [)    j^    /( 

2230.  —  Étant  donnée  une  ellipse,  en  un  point  M  quelconque  de  fellipse  on  mène  la  tangente  MT  et 
la  droite  MQ  symétrique  de  MT  par  rapport  à  la  perpendiculaire  au  grand  axe  menée  par  M.  1°  Lieu  du 
milieu  de  la  portion  de  MQ  comprise  dans  V ellipse;  2°  lieu  du  pôle  de  la  droite  MQ  par  rapport  à  l'ellipse; 
3°  enveloppe  de  la  droite  MQ;  aire  de  la  courbe  obtenue  ;  i^"  lieu  de  V  intersection  R  de  MQ  avec  la  perpen- 
diculaire menée  par  0  à  la  tangente  MT. 

A  part  la  quatrième  partie,  ce  problème  peut  se  traiter  tout  entier  dans  le  cercle  homographique 
de  l'ellipse,  et  les  résultats  obtenus  se  projettent  ensuite  orthogonalement  sur  le  plan  de  l'ellipse.  Par 
le  calcul,  le  problème  n'est  pas  plus  difficile  dans  l'ellipse  que  dans  le  cercle.  Aussi  allons-nous  d'abord 
le  traiter  directement.  Nous  nous  servirons  de  l'anomalie  excentrique  du  point  M. 

1°  Alors  les  coordonnées  de  M  sont  a  cos-i,  b  sin-j  et  récjualion  de  la  tangente  MT  est 

oîcoscfi      ys'nx'jf 


a 


1  =  0: 


celle  de  la  droite  MQ,  a^cosa-      7/smc&  a.        ,^ 

^  '-  —  -^—7 — '-  —  cos2-i  =  0. 

a  b 

D'autre  part,  le  milieu  de  MQ  est  sur  le  diamètre  conjugué  de  cette  droite, 

f'x  -+-  »ifl  =  0, 

ou  X       b      ,    y       ,. 

—,-h-  cot»^,  =  0. 
a^      a        '  b- 
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Celle  dernière  équalion  se  simplilie  et  sécril 


^  -l-  •'-  ,  =0: 

a  0 


joinle  à  celle  de  MQ,  elle  donne  les  coordonnées  du  milieu  I  de  MQ  en  fonction  de  =.. 
Nous  avons  ainsi  successivement 


y. - 


a  C09Z, 


//  sin  5 


=  C0S2 


«*. 


puis, 


l    X=<l  COS^  COSS9, 

)  v:=  —  /;sins  cos2:i. 


Ce  sont  les  équations  paramétriques  du  iiiu.  Les  deux  changements  de  ^  on    —  =.,    de  ^  en    -  — 5, 
manifestent  chacun  une  symétrie,  par  rapport  à  ()j-,  puis,  par  rapport  à  ()»/.  Ils  permettent  de  réduire 

successivement  rinlervalii;  initial,  de     — -     k     -\--,     d'ahorJ  de  0  à  -.  puis  de  0  à  'j. 

Dans  cet  intervalle,  il  y  a  trois  valeurs  remarquables  :  0,  ^  et  ^.  l'our     j-:=0    ou     Oie,     .1  .  «-i 
égal  ?!  n  et  y  est  nul  <*t  né^^atif.  l)f  0  à  ",  .r  n-sle  positif,  »/,  néj^alif.  Pour     ^=  ".     s  cl  »/ devienmnt 

nuls  et  changent  de  signes.  De  -r  ii  ^',  x  reste  négatif.  7.  positif,  •'!, 

|i()iir,     i  =  ^^ ,     X  devient  nul  et   1/,  égal  a  /;.  Nous  pouvons  doiir 

tracer  la  courhe;  il  n'y  a  plus  qu'à  vérilier  par  l'élude  des  dérivées 
et  .^i  arhcvrr  par  symétrie.  I.cs  dérivées  sont 

dx  .....         .. 

'.    ^  —  <i  suis. (•» ces-»  —  1), 
d'y  .  .         ' 

7^:=  —  //cosid  — (isin*:.); 
Il  "i 


lit;.  I. 


elles  montrent  hien  que  -j^  s  annulf  pour  un»*  valeur  de  ^  plus  peliîe 
que  ,  et   ,    ,  après  V,  ce  qui  est   d'accord  avec   la  forme  adoptce. 


La  tangente  ci  l'origine  est  ;/ = x.  Celle  courhe  a  l'aspect  d'une  rosace;  c'est  d'ailleui*s  la  projec- 
tion dune  rosace  k  quatre  hranches,  qui  est  le  lieu  trou\é  quand  11  =  h,  c'est-à-dire  dans  le  cercle 
homograptiique 

« 

2°  Le  p<>le  de  .Mtj  est  ù  l'inlerscclion  de  la  l;mgente  MT  avec  le  diauièlie  conjugué  de  M(J.  Ce  pniiil 
I*  est  fourni  par  les  deux  équations 

xsin:;.       vcosç.       „ 
(i  b 


de  là,  nous  déduisons 


a  0 

g    _      y      _    i    ^ 

acos3>  A  sin*      pos2ç' 


X=:  fl 


(2) 


COSif 
COSÎftf.' 


.   Bip 

^  cosi 


2? 
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Ces  deux  équalions  sont  les  équations  paramétriques  du  lieu  de  P. 

Mêmes  remarques  que  tout  à  l'heure  au  point  de  vue  des 
symétries  et  de  la  réduction  de  l'intervalle.  Les  valeurs  particu- 
lières sont  les  mêmes  et  nous  pouvons  tracer  tout  de  suite  le  scliéma 
suivant  (fig.  2). 

Les  dérivées  sont 


0 


B 


dx 

d'f 

dy 

d^ 


=  a  sinc& 


2  cos^ 


1 


cos-2'j 


,  i  -|-2sin^cù 

0  cos  0- TEi — -  ; 

cos-2cp 


Fig. 


leurs  signes  justifient  la  Forme  adoptée. 
Il  reste  à  trouver  Tasymptote. 


Nous  avons 


b  Tz       ..     y  h 

-tg-^,     et,  pour     cp  =  ^,     l,mj  =  — -. 


Formons     y-\-~x^  —  b 
a 


smo»  —  cos-^ 
cos  Si 


=  -\ ;     la  limite  est -p;  d'autre  part, 

coscp-hsincp  V2 

coscp  -|-sin9=:  v^2cos(  cp  —  y  j , 

b          b  •      ,  •     ,  - 

el  nûu.s  voyons  (fue     y -\- ~x -,     qui  est  égal  a 

b  b 


V2cos(^cp  — J 


Fig.  3. 


est  positif  au  voisinage  de     ;&  =  7-.     La  courbe  est  donc  au- 

dessus  de  son  asymptote,  et  la  courbe  totale  a  la  forme 
ci-contre  (fig.  3).  Elle  a  l'aspect  d'une  kreuzcurve.  C'est 
d'ailleurs  la  projection  de  celle  qui  correspond  au  cas  de 
a=zb,  c'est-à-dire  que  Ton  trouve  quand  on  Iraite  le 
même  problème  dans  le  cercle  homographique. 
3^"  La  droite  MQ  a  pour  équation 

acosï»      î/sincs  ^        ,. 
'-  —  ï-^ — ^  —  C0S2:i  =  0. 


Nous  aurons  son  enveloppe  en  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  ce  et  résolvant  les  deux  équa- 
tions par  rapport  à  j?  et  à  y.  Cela  donne 


a?  cos  9       j/sinœ 


cos2ci  =  0, 


ajsincp   ,   j/coscp      c»   •    o        m 
a  b  ' 


X 


-  =  cos?  cos2cp  -h  2  sin  -j  sin  -ii, 
|  =  2cosc6sin2cp  — sin  9  cos2a», 
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et  enfin 


(3)     S  x  =  acos^(lH-2sin*^), 
^  '    (  »/  =  6sin«,(l-i-2cos*î,). 


Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe  de  MQ. 

Nous  avons  exactement  les  mêmes  remarques  au  point  de  vue  des  symétries  et  de  l'intervalle  de 
variation  de  ^  que  dans  les  exemples  précédents.  Les  dérivées  sont 


dx 


=  lia  sin*(cos*5  —  sin*^), 


■^  =  3AcoSv{cos-^  —  sin*3.); 

elles  mettent  en  évidence  un  point  de  rebroussenient  qui  correspond  à    coSî»  =  sin:p,     9  =  ^,'    et  la 

courbe  a  l'aspect  dune  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements  ,fig.  t).  C'est  d'ailleurs  la  projection 
d'une  hypocycloïde  ci  quatre  rebroussements,  de  celle  qui  correspond  au  cas  de  a  =  b,  c'est-à-dire 
que  ion  trouve  dans  le  cercle  liomograpliique  de  l'ellipse. 

Nous  aurons  le  quart  de  l'aire  de  cette  courbe  en  calculant  l'inté- 
grale 

r 

et  l'aire  totale  en  calculant 

A  =  2  /    {xdy  —  7  dx), 

\  =  ('tah  1    cos-2(j'rf*, 
A^'.iab  I     {l  -hCOS\<f)df. 


y 

/^ 

B 

'^^c 

0 

.:-.,\    ; 

""■■■\  i 

-V' 

Fig.  4. 


ou 


«■I  •! 

Nous  trouvons  ainsi  A  =  '  v,    ;  c'est  les  '^  de  l'aire  de  l'ellipse. 

\"  La  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  .MT  du  point  0  a  pour  équation 


b  cos 


en  résolvant  cette  équation  avec 


^      asiDf 


-— *-^L-^-COs2-^=:0, 


nous  avons  les  coordonnées  du  point  U 


-^Jl 


cos29 


6  cos  3.      osin©      î       I         a   . 

'  _  l>rkO*  ir. Cl 


a 


cos"^  —  T  sin*;p 


cos  2^  cos  y 


(i) 


\  '»'cos*(f.  —  fl*sm*!f 

i  ..        cos29sin9 

wcos*;>  —  a'sin'(p 


Ce  sont  les  équations  paramétriques  du  lieu  du  point  U. 
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Elles  donnent  lieu  aux  mêmes  remarques  que  les  précédentes.  Dans  l'intervalle  (o,  |j  les  valeurs 

b 


t:    7c 


arc  tg- 


a> 


remarquables  sont  0,  a,  v,  ^, 

Pour      <p  =:  0,      ou     0  -h  e, 

x  =  a,  y  =  -^i; 

de  0  à  a,  a?  et  y  restent  positifs;  pour    a  =  a  —  e,    ar  et  y 
s  ont  égaux  à    H- oo  ;     pour    {p  =  aH-£,     x  et  y  sont  égaux  à 


—  X  : 


pour    9  =  7,     a;  et  y  sont  nuls;  et,  enfin,  pour 


■2' 


Fig.  5. 


Nous  avons  donc  le  schéma  ci-conlre  (fig.  5).  Il  reste  à  en 
vérifier  l'exactitude  et  à  chercher  l'asymptote. 
L'étude  des  dérivées  est  assez  compliquée;  nous  la  laisserons  de  côté  et  nous  bornerons  à  l'asymp- 
tote. Nous  avons 


limV  __  ^. 

=  ~"X  ' 


y  —  "^  ^ 


ab  cos2z- 


b-  cos"cp  —  a-sin^cp 

ab  cos2c6 
y  —  x  = 


-(asina.  —  b  coso), 


et,  pour    cp  :=  a, 


sina 


lim(y  —  a;)  = 


b  coscp  -+-  a  sincp 

COSa                1 

«         Va' -h  6' 

R^  

2v/a'+62 


Fig. 


L'asymptote  a  donc  pour  équation. 

a'  —  b' 


rj  =  x- 


2  v'a' 


La  courbe  a  dès  lors  la  forme  ci-contre  (fig-  6),  ou  une  forme  approchée.  Ce  point  ne  peut  être 
élucidé  complètement  que  par  l'élude  attentive  des  dérivées. 

Bonnes  solutions  analytiques  :  MM.  Roux,  au  Creusot;  L.  Naucellk,  à  la  Châtre;  M.  Roux,  à  Lille;  G.  Lach,  à  Douai. 
G.  Bah-leui.,  à  Houplines;  Joi.ly,  à  Honfleur. 


Solution  géométrique. 


Nous  allons  résoudre  le  problème  dans  le  cercle  homographique  de 
l'ellipse  et  projeter  les  résultats  sur  le  plan  de  Tellipse.  Soient  MQ 
et  iM'Q'  deux  positions  voisines  de  la  droite  MQ  et  rfa  la  rotation  de 
MT,  c'est-à-dire  l'arc  MM';  il  est  évident  que  l'arc  QQ'  est  égal  au 
triple  de  dt  et  de  sens  contraire;  si  donc  nous  appelons  cet  arc  </&, 
nous  aurons  rfp-h3rfa  =  0,  et  pH-3a  =  C,  en  appelant  a  l'arc 
o)M  et  jî  l'arc  coQ,  comptés  tous  deux  dans  un  sens  positif  donné  à 
partir  d'une  origine  o).  Cette  rotation  se  réduit  à,  ^  +  3a  =  0,  en 
prenant  pour  w  le  point  où  a  et  ^  sont  nuls  en  même  temps. 
Cette  relation  caractérise  l'hypocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments  qui  est  circonscrite  au  cercle  donné  et  le  touche  aux  quatre 


points  i-),w,,(.).^,(.)^.  C'est  l'enveloppe  de  MQ. 
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Lf*  lif'u  du  rnili'U  de  M(J  est  l;i  poduire  de  celle  hypocydoide  par  rapport  au  poinl  O.  C'esl  donc  une 
rosace  à  quatre  l>rancli»'S. 

1^''  li<'U  du  pùlf  de  MQ  est  la  polaire  réciproque  de  celle  enveloppe  par  rapport  au  cercle.  C'esl  une 
kreuzcurve  dont  les  sommets  sont  les  quatre  points  c,  «.>,,  <..,,  (.•,. 

La  quatrième  partie,  nous  l'avons  déjà  dit,  na  pas  dan  ilogue  simple  dans  le  cercle. 

On  peut  voir  autrement  que  la  droite  MQ  enveloppe  une  liypocycloïde  a  quatre  rebrous'^ements. 
Nous  prendrons  MO'  qui  .-si  plus  commode  sur  la  ligure.  Appelons  alors  0  l'angle  M  TV,  I  inclinaison  de 

M'T'  sur  ./V;  comme  OM'  est  perpendiculaire  sur  M  T,  l'angle  de  OM    aver  MQ  ,  est  égal  ù     ~^  —  ^i 
l/angle  de  (  )M   avec  la  hisseclrice  de  langle  j/Or'  est     J  _  o  —  ^  =  ^  —  0;     c'esl  la  moitié  du  précèdent. 

Donc  le  poinl  .M'  est  le  milieu  de  la  portion  interceptée  entre  les  deux  l.isseclrices  de  l'angle  des  axe* 
sur  la  droite  MQ'.  Celle  portion  est  donc  égale  à  :JOM',  elle  est  constante  et  la  droite  MQ  enveloppe 
une   liypocycloide   à  quatre   rehrousseiiients  dont   les  deux  liissectrices  de  l'angle  des  axes  sont  les 
tangentes  df  rehroussement. 

Il  11  y  a  plus  qu'à  faire  tourner  la  figure  d'un  angle  c  égal  a  arc  cos  'autour  du  grand  axe  de 
I  ellipse,  a'./,  puis  projeter  sur  le  |)lan  de  l'ellipse,  pour  avoir  les  résultats  ohtenus  antérieurement. 


(;i:o.MKTIUK    DKSCllll'ÏIN  !•: 


2298.  —  /.//  loi;-  „;/.,„ I  /xjiir  ,ix,-  lu  li,jn^  de  tare,  on  en  conserve  ht  partir  ,ini  se  trame  au-dessus  du  plan 
horizontal  ri  m  nvunl  du  phin  v.-rtical  de  projection.  Ce  quart  de  tore  est  coupr  par  un  paraholoitr  hi/perbalique. 
Crhn-c,  a  pour  directricrs  une  rerlicalr  et  w,e  droUr  d-  bout,  toutes  deux  bilan:,ent,s  an  tore,  et  nncontrant  la 
li'jne  de  terre  :  la  r.rtirale  à  droite,  la  liyne  de  bout  à  yaurh,-.  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  bitsectnir  du 
dirdrc  >im  a  pour  faces  le  d-aii-plan  vrtical  situé  au-dcss;s  dr  la  ll,,ne  de  Icrr  cl  le  demi-plan  horizontal  situ-'  en 
arrière  de  la  liffuc  de  terre  [second  bi.ssecteur\ 

Le  solidr  formé  par  le  quart  de  tore  est  coupe  par  le  païaholoidr  m  deux  partie^.  Représenter  relie  de  ces. 
parties  qui  est  comprise  entre  le  paraholoide  et  le  plan  horizontal. 

On  prendra  pour  li.,ne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille.  Le  centre  du  tore  est  au  centre  de  la  feuille.  Le  ra.jon 
du  cercle  rpnin-ateur  est  de  T-m  rt  le  rw/oi  di  cercle  de  yonjr  est  de  3'"». 

N.  H.  —  Pour  d.-tnmi'ier  des  poiid^i  de  la  courl.r  commune  au  torr  et  an  paraboloid-,  „n  p.mrra  prendr,  il-> 
plans  na.rihaires  de  profit  ou  hicn  passant  par  la  liane  de  terre. 

{licole  hdi/technhpir.   I'.»l'.».> 

l.e  quart  d.-  loiv,  av.inl  (r.Un-  rnlaill.-.  .s<'rait  |)n.visniremrnt  rr|.iv.s.-iilr  |.ar  1rs  ,ifux  .rrcl.-s  (•...  et  co,», 
.suivant  le.s(iuds  il  s'appuie  sur  les  plans  .1,.  proj.Mtion.  puis  par  les  perlions  .le  .In.iles  porpondicul.iin-s  à  j-y 
et  lauKontes  a  .-es  cercles,  qui  sont  les  projections  des  quarts  de  parallèles  limites  compris  .lans  l-  piv- 
mier  dicilrc. 

I..'  paral.olui.lr  .lemandr  à  .-iiv  .x.i, „,!..•  p|,is  .iiiruiivnn.nl.  D.'-siK'nons  par  (X)  et  Y  l.-s  deux  direrlrice.* 
donn.fs,  rpn  sont  situns  respe.  livtMu.-nl  dans  le  plan  lion/... niai  et  le  plan  verlical.  et  ronronlronl  .n/  aux 
centres  3  et  i  des  deux  parall.'.|,.s  limiles.  Les  iÇHipTairics  du  systèm.-  auquel  elles  apparli.nnenl  adm.u,.nl 
«m  plan  .lirecU'ur  de  prolll  ipii  est  ainsi  perpendi.  ulaire  au  premier,  de  .sorte  .juc  le  paraboloïde  est  équiln- 
l'-re  IN.m  .oiislnnre  ces  i;.'n.'iatii.-,>s  du  second  .système,  on  n'aura  qu'A  délerminer  a  priori  deux  droite» 
parliculi.'res  du  premier  système.  I.a  ligne  d-  toriv  n-poiul  ^vi.leininent  h  \^  .pieslion  ;  nous  en  oMiendroi^ 

""''  '*'''^""' "  Poupanl  (.\)  et  (Y)  par  un  plan  parallèle  au  .second  bissc.leur.  .Nous  l'avons  fait  pa.sser.  sur 

•pur.',  p.ir  le  point  le  plus  à  gauche  (e,  e')  du  cercle  (w),  et,  par  suite,  par  le  poinl  le  plus  à  droite  J,  /">  du 
ceirio    '0,1.  ce  qui  donne  la  droite    ef,  e'f). 
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Cela  posé,  on  voil  immédiatement  que  le  centre  {o,  o')  du  tore,  milieu  de  ai,  est  le  sommet  du  paraboluïde, 
car  les  deux  gf'mératrices  de  ce  point  sont  deux  axes  de  symétrie.  D'abord,  la  symétrie  par  rapport  à  la  ligne 
de  terre  transforme  en  elle-même  chaque  génératrice  de  prolil.  Knsuile  la  génératrice  de  profil  ^Z;,  qui  joint  le 
point  (0,  o']  au  milieu  de  (ef,  e'/'),  est  aussi  l'axe  dune  symétrie  qui  échange  les  directrices  (X)  et  (Y)  et  con- 
serve le  second  bissecteur,  sans  modifier  par  conséquent  la  définition  du  paraboloide. 

I/axe  du  paraboloide,  intersection  des  plans  directeurs  menés  par  le  centre  du  tore,  est  la  droite  de  prolil 
menée  par  ce  point  dans  le  second  bissecteur. 

Par  suite  de  la  symétrie  simultanée  du  tore  et  du  paraboloide  par  ra|)port  à  la  ligne  de  terre,  la  courbe 
d'intersection  complète  des  deux  surfaces  admettrait  aussi  cet  axe,  mais  nous  n'aurons  à  en  représenter  que  la 
moitié,  et  cette  symétrie  n'est  pas  révélée  sur  l'épure.  .Vu  contraire,  la  symétrie  par  rapport  à  iZ^  fait  que  les 
deux  projections  de  la  portion  de  la  courbe  située  dans  le  premier  dièdre  seront  symétriques  par  lapport  à  o, 
comme  on  pourrait  d'ailleurs  le  vérifier  sur  les  tracés  ultérieurs. 

Enfin  observons  (jue,  les  plans  de  projection  étant  tous  deux  perpendiculaires  au  plan  directeur  de 
profil,  le  paraboloide  n'a  pas  de  contours  apparents. 

CoHslrurlion  d'un  point  fie  l'inti'rsrction.  —  Vu  le  rôle  que  doivent  jouer  les  parallèles  du  toie,  il  est  indis- 
pensable de  faire  usage  d'un  plan  auxiliaire  de  projection  perpendiculaire  à  son  axe.  l'our  ménager  une  place 
suffisante  au  rabattement  de  ce  plan,  nous  prendrons  comme  nouvelle  ligne  de  terre  la  directrice  (X).  Le 
nouveau  contour  apparent  du  tore,  emprunté  aux  équaleurs,  sera  constitué  en  projection  par  les  quarts  de 
cercles  a"c"  et  b"d",  que  complètent  les  droites  ii"lj",  i:"d"  figurant  les  sections. 

Nous  allons  constater  que  les  deux  méthodes  proposées  dans  l'énoncé  conduisent  aux  mémos  tracés.  Ima- 
ginons d'abord  un  plan  auxiliaire  mené  parla  ligne  de  terre;  ce  sera  un  plan  tangent  au  paraboloide,  coupant 
cette  surface  suivant  une  autre  génératrice  de  profil,  dont  nous  n'aurons  qu'à  prendre  les  points  de  rencontre 
avec  les  parallèles  du  tore  situés  dans  le  même  plan  de  profil.  Donnons-nous  donc  la  projection  verticale 
auxiliaire  l'f."  du  i)lan  sécant  dont  il  s'agit;  elle  lenconlre  cf"  en  un  point  a"  rappelé  en  >.  sur  ef  et,  dans  le 
premier  système,  la  ligne  de  rappel  >."/.'  coïncide  avec  les  deux  projections  de  notre  génératrice  de  profil.  Sur 
le  nouveau  plan  vertical,  les  parallèles  correspondants  du  tore  sont  représentés  par  les  quarts  de  cercles  pV 
et  q"r",  rencontrant  aX"  aux  points  m*  et  u',  d'où  l'on  déduit,  dans  le  système  définitif,  les  points *(m,  m') 
et  (n,  «')  de  la  courbe. 

Le  résultat  serait  le  même  si  l'on  avait  commencé  par  couper  les  deux  surfaces  par  le  plan  de  profil  >.>.'. 

Tanijenle  en  un  point  de  la  courbe.  —  On  aura  un  point  de  la  tangente  en  (m,  m')  en  prenant  l'intersection 
des  traces  des  deux  plans  tangents  en  ce  point  sur  un  plan  quelconque.  Au  moius  pour  des  points  asseï 
rapprochés  de  la  ligne  de  terre,  il  y  a  avantage  à  prenilre  ces  traces  sur  le  plan  vertical  y\).  Pour  le  tore,  nous 
aurons  d'abord  une  perpendiculaire  fi"t"  à  la  trace  a/."  du  plan  méridien.  Elle  passe  par  la  trace  h"  de  l'hoii- 
zontale  menée  par  [in,  m")  dans  le  plan  langent.  On  obtient  la  pidjeclion  horizonlale  de  celte  droite  en 
construisant  d'abord  le  sommet  (a,  »')  du  cône  des  normales,  au  moyen  d'une  génératrice  de  contour  apparent 
telle  que  o)',.'?',  et  en  menant  ensuite  la  perpendiculaire  mh  à  mi. 

Quant  au  paraboloide,  son  plan  tangent  est  déterminé  par  la  génératrice  de  profil  (im,  i'm']  et  la  droite 
menée  par  (m,  m')  [tarallèlement  au  second  bissecteur  de  manière  ;\  s'appuyer  sur  i\>.  La  projeclion  auxi- 
liaire m"k  de  cette  droite,  parallèle  à  ef",  rencontre  X)  au  point  k,  (|ui  appartient  à  la  trace  cherchée.  Celle-ci 
est  la  parallèle  menée  de  k  à  la  projection  a/n*  de  la  génératrice  de  profil,  et  rencontre  h't'  au  point  t', 
rappelé  en  l  sur  (X),  j>uis  en  ^  ilans  le  premier  système.  .Nous  aurons  ainsi  en  m  et  m'  les  tangentes 
mt  et  m'i'. 

Éléments  renuinjuiiblra.  No\is  n'avons  que  liois  |>lans  de  profil  remar(|uables  :  celui  des  étjtiatours  et 
ceux  des  parallèles  liiniles. 

Le  jiremier  contient  la  génératrice  do  prolil  du  sommet  du  paraboloide,  sur  laquelle  se  trouvent  les 
points  (m,  u'),  (v,  v').  Ceux-ci  n'auraient  même  une  réelle  importance  que  pour  la  projeclion  auxiliaire  de  la 
courbe,  que  ncuis  avons  figurée  comme  résultat  accesstùro. 

Le  parallèle  limite  ,•/  donne  dans  le  paraboloide  la  génératrice  (X),  tangente  au  tore  au  point  (e,  e')  et,  par 
suite,  tangente  h  la  courbe.  En  «•',  la  projection  verticale  présentera  donc  un  rebroussement,  dont  la  tangente 
sera  la  trace  du  plan  osculaleur.  Sur  l'autre  parallèle  limite,  on  aura  une  singularité  analogue,  conforme 
d'ailleurs  à  la  synjétrie  signalée. 

Le  plan  osculateur  en  (c,  e')  nous  est  donné  innuédiatement  par  le  théorème  de  MiMisnier.  Le  plan  normal 
au  lore.  niené  par  (X),  est  le  plan  horizontal  de  |irojeclion,  qui  donne  le  cercle  méridien  («o).  Comme  le  plan 
normal  au  paraboloïde  contenant  la  même  droite  donne  une  section  de  rayon  infini,  la  perpendiculaire 
abaissée  de  (w,  w')  sur  le  plan  osculateur  cherché  se  confond  avec  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  du 
paraboloide,  dont  la  Irace  verticale  est  t'/  .  puisipiil  contient  la  génératrice  (cf,  c'f  .  Il  on  résulte  que  c'f  est 
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la  tangente  de  rebrousse  ment  en  e'.  De  plus,  le  cercle  (w)  est  osculateur  em  e  à  la  projection  horizontale  de 
la  courbe. 

Ces  conclusions  résultent  directement  des  constructions  qui  donnent  ;un  point  quelconque  de  la  courbe. 
Si  l'on  se  reporte  à  la  détermination  des  points  {m,  m'),  {n,  n')  silut's  dans  un  plan  de  profil  quelconque,  on 
constate  que  les  segments  pm,  qn  sont  dirigés  vers  la  ligne  de  terre.  Donc,  dans  le  voisinage  de  e,  les  arcs  em,  en 
sont  l'un  extérieur,  l'autie  intérieur  au  cercle  tangent  (oj),  qui  traverse  ainsi  la  courbe  projection  au  point  e. 
C'est  le  caractère  du  plan  osculaleur.  Enfin,  on  s'assure  que,  le  point  X"  étant  situé  entre  m"  et  n",  >/  est  égale- 
ment entre  m'  et  n',  de  sorte  que  la  droite  (;'/"  sépare  les  deux  branches  e'm'  et  en',  et  donne  la  tangente  de 
rebroussement.  (-1.  L.). 

Bonne  épure  de  M.  Mknnessier,  à  Évreux. 
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10221.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  engendré  par  la  ligne  de  lerre  en  tournant  autour  d'une  droite  située 
dans  le  deuxième  bissecteur.  Déterminer  les  contours  apparents  de  ce  cône.  Intersection  avec  une  parallèle  à  la  ligne  de 
terre. 

—  222.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite.  Mener  par  cette  droite  un  plan  qui  coupe  le 
cône  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

—  223.  —  Plans  tangents  communs  à  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet;  l'un  des  axes  est  vertical  et 
l'autre  de  bout. 

—  224.  —  On  donne  une  parabole  dans  le  plan  horizontal.  Trouver  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  passant  par 
cette  parabole,  sachant  que  ce  point  est  situé  dans  un  plan  donné  par  ses  traces. 

—  225.  —  On  donne  une  sphère,  une  droite  D  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  a  de  cette  droite.  Où  doit  être 
placé  un  point  lumineux  S  pour  que  l'ombre  portée  de  la  sphère  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole  tangente  en  a 
à  la  droite  D? 

—  226.  —  Construire  un  cône  de  révolution  conniissant  son  sommet,  son  axe  et  sachint  qu'il  est  tangent  à  un 
cylindre  de  révolution  à  axe  vertical. 

—  227.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  droites.  Mener  à  la  sphère  un  plan  tangent  qui  rencontre  les  droites  et  la 
ligne  de  terre  sous  le  même  angle. 

—  228.  —  On  donne  trois  points  par  leurs  projections  horizontales  et  leurs  cotes.  Trouver  le  centre  de  la  sphère 
qui  passe  par  ces  points  et  qui  est  tangente  au  plan  horizontal. 

—  229.  —  Construire  la  droite  conjuguée  d'une  droite  située  dans  le  deuxième  bissecteur  par  rapport  à  une  sphère 
dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre. 

—  230.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  un  cercle  situé  dans  ce  plan  et  défini  par  son  rabattement.  Cou  - 
struire  une  sphère  passant  par  ce  cercle  et  tangent  à  la  ligne  de  terre. 

—  231.  —  On  donne  deux  sphères  par  leurs  contours  apparents;  déterminer  les  projections  de  leur  intersection. 

—  232.  —  On  donne  deux  cercles  :  l'un,  dans  le  plan  vertical,  l'autre,  dans  le  plan  horizontal.  Faire  passer  un  cône 
par  ces  deux  cercles. 

—  233.  —  Ombre  au  flambeau  d'un  ellipsoïde  dont  l'axe  est  de  bout. 

—  234.  —  On  considère  un  tore  de  collier  nul  et  dont  l'axe  est  de  bout.  Trouver  l'ombre  au  soleil.  Intersection  avec 
le  deuxième  bissecteur. 

—  235.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  de  bout.  Construire  le  rayon  réfléchi  d'un  rayon  lumineux. 

—  236.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  ayant  chacun  pour  demi-angle  au  sommet  45°,  ayant  leurs  axes 
perpendiculaires;  le  sommet  de  l'un  est  sur  l'axe  de  l'autre. 

—  237.  —  Trouver  l'intersection  d'un  tore  à  axe  de  front  avec  une  sphère  tangente  au  tore  et  ayant  son  centre  dans 
le  plan  de  front  de  l'axe. 

—  238.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  le  cylindre  de  bout  qui  s'appuie  sur  la  section 
faite  par  le  premier  bissecteur.  Intersection  des  deux  surfaces. 

—  239.  —  Construire  le  rayon  réfléchi  d'un  rayon  lumineux  qui  tombe  sur  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par 
deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal. 
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—  240.  —  On  donne  uni;  verticale.  Chercher  dans  le  plan  vertical  uni-  dmilc  lelle  qu'en  faisant  tourner  la  vcrti<  aie 
autour  «II-  cette  ilroilc.  la  surface  ohleniie  soil  coupée  par  le  |»lan  horizontal  suivant  une  hyp.-rbole  cquilatére. 

241.  —  On  donne  un    paraboloide  hyperbolique  à  jdan  «lirecleur  horizontal.  Construire  le  lieu  du  point  d'inlcr- 

«cclion  de  deux  génératrices  rectangulaires. 

(.4  suioif.) 

4 

OUESTKJNS   PKOPOSHKS 

2372.  —  On  considère  un  poinl  .M  variable  sur  une  ellimie  el  le  cercle  .MFF'  pas.sunt  par  le  point  .M  et  les 
deux  loyers.  / 

I  '  La  p.ifallèle  au  grand  axe  menée  par  le  centre  du;Cercle  coupe  ce  cercle  en  deux  points  dont  le  lieu  est 

uii<-  hyperbole  <'(|uilatère.  / 

2"  Le  lieu  do  l'orlliocentre  de  ce  lriani.'le  est  une  ijuartique  ayant  deux  points  doubles.  Kvaluer  Taire  de  la 
boucle  coni|irise  entre  les  deux  points  doubles  el  ctiMes  comprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes. 

K.-.N.  Bahimkv. 

2373.  —  Soient  .M  un  point  dune  parabole  i,U  ,  C  le  centre  de  courbure  et  D  le  point  de  Krégier  relatifs  à 
ce  point  .M.  Trouver  les  lieux  du  point  II  (jui,  avec  .M,  C,  1',  l'orme  une  division  harmoni<|ue. 

f:.-.n.  n.MtisiKx. 
♦ 

DEUXIÈME    PARTIE 


.\K(;i:nHE 


2219.  —  Moulvi'i-  ifue  .si     a  >  />,     l'équalion 

{x*  —  I.-'-)  {ax  -h  k  s  n-  —  b^)-  —  b'x'-  =  0 
n  a  jamais  i/ue  deux  racitirx  rrelles. 

Comme  u  est  plus  grand  <|ue  b  el  que     a- —  b-     est  positif,  il  est  certain  que  a  el  //  sont  posihf'i. 
D'aulre  pari,  nous  voyons  loul  de  suile  que     ./-  —  /•-     esl  nécessairemenl  |>(»sitil' aussi  el  que,  par 
suite,  il  n'y  a  pas  (l(>  racines  comprises  entre     — /.     et     -f- A".     Nous  pouvons  donc  poser 

Tequalion  deviendra  alors  /i's\n-^(— hk^a*  —  bA  —  b^k*  =  i). 

'Vcos^         ^  / 

Klle  se  décompose  en  deux  :     akig^-hkainf^a*  —  b^  —  /»*  =  0, 

(ik  Ig ^  -H  A  sin  9  s  a"  —  A*  -h  6'  =  0. 

Les  dérivét's  de  ces  deux  fondions  sonl  les  mêmes  : 


'      t  A'  c«  >s  i  Ja*  —  b*  ; 
ros'^  •  ^ 

elles  ne  s'annuleni  jamais,  elles  sonl  toujours  positives. 

D'aulre  pari,  rjuaiid  ./  varie  de     —  x      à     —  /..     ros^  varie  de  »  à     —  J,     el  i,  de  ^  à  ::;  quand 

z 

/  varie  de  /.a      (   x  ,     cos^  varie  de  I  à  0  et  -^  croil  de  0  à  ^.  .Mors  il  esl  facile  de;  voir  que  la  premiér<' 

fonclion  ne  s  annule  que  dans  le  secoml  inlervalle  el  une  seule  fois;  puis,  (|ue  la  seconde  fonction  m- 
s'annule  que  dans  le  premier  intervalle  el  une  seule  fois.  La  propriélé  annoncée  esl  donc  démonlrée. 

X. 

Bonne  siilulion  :   M.  L.  Simon,  a  Kotirinios. 
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2211.  —  On  considère,  une  parabole  al  un  point  M  de  cette  parabole.  Un  angle  droit  dont  le  sommet  est 
en  M  pivote  autour  de  ce  point  et  ses  deux  côtés  rencontrent  la  parabole  en  deux  points  variables,  B  et  C. 

i"  Démontrer  que  la  droite  BC  passe  par  un  point  fixe  P  et  trouver  le  lieu  de  ce  point,  quand  le  point  M 
parcourt  la  parabole  donnée,  ainsi  que  Venveloppe  de  MP. 

2°  Le  lieu  du  milieu  de  BC  est  une  parabole.  Trouver  l'enveloppe  de  cette  parabole  quand  le  point  M 
parcourt  la  parabole  donnée,  ainsi  que  les  lieux  de  son  sommet  et  de  son  foyer. 

3"  Le  lieu  dv  pôle  de  la  droite  BC  est  une  droite.  Enveloppe  de  cette  droite,  quand  le  point  M  carie  de 
la  façon  indiquée. 

Soluticn  analytique.  —  Nous  rapporterons  la  parabole  donnée,  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au 

sommet,  de  sorte  que  son  équation  sera 

(P.)  y^=%yx. 

1.  On  sait  que  lorsqu'un  angle  droit  bMC  tourne 
autour  d'un  point  fixe  M  d'une  conique,  les  poinls  BetC 
de  rencontre  avec  la  conique  tracent  sur  cette  courbe 
une  involulion.  D'après  le  théorème  de  Frégier  les 
droites  BC  joignant  les  points  correspondants  de  celte 
involution  passent  par  un  point  fixe  P.  W  est  aisé 
d'obtenir  les  coordonnées  de  ce  point  P,  en  remar- 
quant deux  positions  très  simples  de  la  droite  BC  : 
la  position  B,C„  dans  laquelle  lo  cùlé  MD  est  piM-- 
pendiculaire  à  l'axe  de  la  parabole,  et  le  point  C  à  linfini  dans  la  direction  de  Taxe; 

la  position  B^C^,  dans  laquelle  les  côtés  de  l'angle  droit  coïncident  avec  la  tangente  et  la  nonnale 
à  la  parabole  en  M.  La  droite  B^C,  coïncide  alors  avec  la  normale  MN, 

En  désignant  par  x^,  j/^,,  les  coordonnées  du  point  M,  on  obtient,  pour  celles  du  point  P, 

Cx,.  =  2;.  +  a.„, 

^  (  y.  =  —  yo- 

Quand  le  point  M  parcourt  la  parabole  (PJ,  le  point  P  décrit  la  courbe 

(PJ  y'  =  ^p{x-2p); 

c'est  une  parabole  égale  à  la  parabole  donnée;  elle  s'oblient  par 
une  translation  parallèle  à  Or,  dans  la  direction  des  x  positifs, 
et  égale  à  2p. 

L'enveloppe  de  la  droite  MP  est  l'enveloppe  des  normales, 
c'est  la  développée  de  la  parabole  {\\)  et  on  sait  que  son  équa- 
tion est 

(D)  21pxf      H{x  —  pY^O. 

2.  D'après  ce  qui  précède,  la  droite  BC  tournant  autour  du 
point  P  a  pour  équation 

(BC)  ,y4--,/„  =  À(x-J?o  — 2/')- 

Elle  coupe  la  parabole  aux  deux  points  B,  C,  dont  l'équalion  aux  ordonnées  est 


>oc 
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I/ordonnée  du  milieu  I  de  FiC  sera  doanée  par  la  demi-somme  des  racines  de  celle  équation 


=  P: 


son  abcisse  sera 


Le  lieu  du  point  I  esl  la  parabole 


î/.= 


?/.  +  yo  +  >(j^o-f-2p) 


(Pa) 


px  =  y  (y  +  I/o)  -H  Pi^o  -+-  V)- 
irbe,  remplaçons  d'abo 
porl  au  paramètre  »/<,  : 


yl 


Pour  obtenir  l'enveloppe  de  celle  courbe,  remplaçons  d'abord  x„  par  f,  et  dérivons  par  rap- 


L'élimination    de    j/„  entre    les   deux    dornières   équalions^ 
donne 


>X 


-oc 


(P.) 


»/  =  2p(T-2p); 


nous  retrouvons  la  parabole  lieu  du  point  P. 

Il  est  facile  de  vérilier  que  la  parabole  (P,)  adnael  pour 
axe  de  symétrie  la  droite 


y=-t. 


On  en  déduit  alors  immédiatement  les  coordonnées  de  son  sommet 

(S) 


-.=   f;,+2p, 


V    =:  —   '". 

Le  lieu  du  point  S,  (juand  M  varie  sur  (P,),  est  donc  la  parabole 

(PJ  V»  =  ;7(x  — 2/)); 

elle  a  mémo  axe  el  même  sommet  (jue  la  parabole  (P.t,  mais  son  paramétre  est  la  moitié  de  celui 
de  (P,). 

Si  nous  effectuons  maintcMianl  le  cliangemont  de  coordonnées  qui  amené  les  axes  parallèlement 

à  eux -mêmes  en  S,  c'est-à-dire  si  nous  posons 


la  parabole  (P.)  est  mise  sous  forme  réduite 


(P,) 


y'«  =  2;j'.r'. 


elil  est  facile  de  voir  que  l'on  a     'i.p'  =.p  :     la  parabole  (P,) 
esl  d.'  grandeur  constante;  il  suffira  donc  de  déplacer  le 

lieu  du  sommet  S  de  '^  vers  les  x  positifs  pour  obtenir 

le  lieu  du  foyer,  el  toutes  ces  paraboles  (P,),  (P,)  et  le  lieu  du  foyer  sont  des  courbes  égales. 

3.  Le   lieu  du  pôle  de   la  droite  BC  esl  évidemment  la   polaire  du   point  P  par  rapport  à  la, 
courbe  (P,). 

Son  érjuation  esl  {x^  -h  2/))  (—  ip)  —  'i,j,j^  _  2px  =  0, 
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ou,  en  chaogeanl  tous  les  signes  et  ordonnant, 

2pa?  -h  2y(,y  H-  2/3  {x^  -h  2p)  =  0. 
Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite  quand  M  varie  de  la  façon  indiquée,  nous  commencerons 
par  remplacer  x^  par  |^,  puis  nous  dériverons  par  rapport  au  paramètre  y^  : 

27/ -^  2^0  =  0; 
éliminons  y^  entre  les  deux  dernières  équations,  nous  obtenons  l'enveloppe  de  la  droite  : 

2px  -4-  ip^  4- 1/  —  %f-  =  0, 
soit 

(R)  t/2  =  2p(a^  +  2/9). 

C'est   une   parabole   égale  à  la    parabole  proposée,  et  obtenue  par  une  translation  parallèle  à 

l'axe  Ox,  dans  le  sens  des  x  négatifs,  et  égale  à  2/?. 

La  plupart  de  ces  résultats  pouvaient  se  voir  géométri- 
quement d'une  façon  simple  : 

Solution  géométrique.  —  1.  Le  théorème  de  Frégier 
nous  a  montré  que  la  droite  BC  passait  par  un  point  fixe  P. 
Il  est  aisé  de  trouver  le  lieu  de  ce  point  P.  Nous  avons  vu 
que  ce  point  était  situé  à  l'intersection  de  la  normale  MN  et 
de  la  droite  M'a;';  or  la  longueur  M'P  est  le  double  de  la 
longueur  ?nn,  sous-normale,  qui  est  constante  dans  la  para- 
bole ;  la  longueur  M'P  est  donc  constante,  et  le  lieu  du 
point  P  dérive  de  la  parabole  (P,)  par  une  translation  égale 
à  deux  fois  le  pyramètre  :  c'est  la  parabole  (Pj). 

Quand  à  l'enveloppe  de  MP,  c'est  visiblement  la  développée  de  la  parabole  (P,). 
2.  Cherchons  maintenant  le  lieu  du  milieu  I  de  BC.  Nous  remarquerons  d'abord  que,  lorsqu'une 
droite  BC  partant  d'une  position  initiale  D^  quelconque  tourne  autour  de  P  d'un  angle  égal  à  tt,  le 


>J? 


point  I  a  décrit  tout  son  lieu  une  fois  et  une  seule.  Or,  le  point  P  appartient  visiblement  au  lieu  de  1, 
car  il  est  le  milieu  de  la  corde  dont  M'P  est  le  diamètre  conjugué.  Sur  chaque  droite  issue  de  P  il  y  a 
donc  deux  points  du  lieu  :  ce  lieu  est  une  conique.  D'autre  part,  il  n'y  a  qu'une  direction  pour  laquelle 
le  point  1  soit  à  l'infini,  la  conique  est  donc  une  parabole  d'axe  parallèle  à  Or;  et  comme  un  aulre 
point  évident  est  le  point  Q  milieu  de  la  corde  verticale  PDj,  l'axe  de  cette  parabole  est  la  droite  \\x^. 

Une  construction  très  simple  nous  donne  le  point  de  cette  courbe  qui  est  sur  Ra„  c'est-à-dire  le 
sommet  :  il  suffit  de  mener  par  P  la  parallèle  à  la  direction  conjuguée  du  diamètre  Ra-^  dans  la  para- 
bole P,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  parabole  Pj. 


14i 


(JÉOMÉTKIE    A.NALYTlgLK 


Celle  dernière  remarque  nous  pcrmellra  de  Irouver  le  lieu  du  sommel  S,  d'une  façon  1res  aisée. 
Cherchons  l'enveloppe  de  (-('Ile  parahole  l\  :  il  suflil  de  remarquer  que,  si  on  mène  la  tangente  en  P  à 

la  parab<jle  {\\),  on  obtient  la  corde  PI),  pour  la(|uelle  F*  est  pn'>- 
cisêment  confondu  avec  son  milieu  I;  donc  1*1»,  est  la  limite  de  la 
corde  Pl>^  ou  PK  ({uand  K  lend  vers  P;  la  droit»'  PI),  est  donc  la 
langenle  à  la  parabole  (P,).  P  esl  le  point  caracléristique  do 
celte  courbe,  et  l'enveloppe  est  la  parabole  (P.^). 

Chercbons  maintenant  le  lieu  du  sommet.  Soit  la  parabole 
(P,)  el  le  point  P;  nous  obtenons  le  sommet  S  en  menant  la 
parallèle  PS  à  la  direction  conjugu»'e  du  diamètre  Kj-^  el  on  sait 
que  celle  droite  passe  par  le  sommet  1  de  la  parabole  (P,);  il 
en  résulte  alors  immédiatement  que.  lorsque  P  décrit  la  courbe 
P^,  le  point  S  décrit  une  courbe  obtenue  en  diminuant  de  moitié 

les  loordonnées  de  P  :  c'est  une  parabole    PJ  de  paramètre  //  égal  à  "• 

rendions  le  lieu  du  foyer  de  la  parabole  I',. 

Soit  une  des  positions  de  celle  courbe.  On  sait  qu'on  obti-'ut  !■■  foyer  en  nienanl  par  le  point  tb* 

renconli'e  de  la  tangente  au  sommet  el  de  la  tangente  en  P  une 
perpendiculaire  à  cette  dernier»;  droite:  le  foyer  esl  linter- 
seclion  de  l'axe  de  la  parabole  el  de  cette  perpendiculaire. 
Soit  alors  P  un  point  voisin  du  point  P,  el  S  le  point  corres- 
pondant de  la  parabole  (Pj;  d'après  le  théorème  de  Thaïes,  les 
droites  PP  et  SS  sont  parallèles;  elles  le  sont  encore,  à  la 
limile.  quand  1'  esl  confondu  avec  P,  S  avec  S  el  que  ces  deux 
cordes  sont  tangentes.  Il  en  résulte  que  les  triangles  ll'T  et 
S/f  sont   égaux   et   que    la   distance   S5.  =  i:F  =  Cte,  le  lien    du    foyer    ^    est    done    la    parabole  (P^) 

déplacée  vers  les  ./•  positifs  par  une  Iranslation  dune  valeur  égale  à  ïl",  cesl-à-dire  ^. 

3.  Cherchons   enlin    l'enveloppe  de   la    polaire   du   poiiil   I'.  Cherchons    d'abord    »iuelle   est    celle 
l>ol..ire.   i'our  l'avoir,   il    nous  suflil  d'en  connaître  deux  points.  Or,  si  nous  menons  par  P  la  corde 

PM,  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole  (P, ),  le  point  conjugué 
harmonitpie  de  P  par  rapport  aux  doux  poinls  M,  et  M,,  esl 
le  point  /<,.  tel  (|ue  M,  soit  le  milieu  de  P/),. 

Si  lie  [dus  nous  envisageons  la  corde  .M,PMj  qui  esl 
tangente  à  la  parabole  (P,J,  nous  savons  (jue  le  point  P  t'sl 
le  milieu  de  cette  corde,  cl  par  suilc  que  sa  direction  donne 
la  direction  de  la  polaire  «le  P. 

Il  esl  liés  lors  évident  <iuo.  la  distance  P;>,  =  PM,  =2/> 
étant  eonslante,  la  droite  /i,/>^  enveloppe  une  parabole  égale 
à  la  parabole  proposée  et  déplacée  par  Iranslation  do  5/; 
vers  la  gauche. 

.lenn  TONtîAS,  H'  régiment  du  génie,  i»  Uueil. 


(H)       (Pal 


2oo 


2oo 


|l,.iiii.-s  s.,li.li..Ms  an.ilvli.iiies  :   MM.   K.  .N.  IUiumkn;  U.   I'i.mu.;  T-m-im  a   i.ran  Ivillier.s  ;   (i.  L\.;m.  a   D.uni  ;  K.    Di-.n. 
Va-,<U'  norm.ili;  sii|n'n.iir.'(l.-  .^aiiil  Cioiid  ;  Dki-khuoih.  a  Kvrciix;  .M.  Houx,  au  Creiuol;  M'"  Hvnniu.oN.  à  Naiir). 

HoiuiPS  soliili..n»   K'r-i.iiiPln.|iirs  :  MM.  I'hin.  ikhk.  écolo  <li-s  An({tai-*.  h  Lyon;  Jm.i.v,  \  Hr.nn.'iir;  Il    I.k.h  >»►.  .•,.>,• 
a   la  KacuMé  tli'H  scii-mrs  il.-  I'ari>.  J.  Cmm/k.   K.-.oIo  normale  il.«  r.nseignnnpnl  Ir.hniquc 

n..nn.'«  soluté. ns  nnalyli.iiios  t-t  Réom«*lri.iii«s  :  MM.  I,.  Simon,  n  Foiirmies;  Dksfono-»  cl  Ciiv/.Ki.Kr.  .-l.vc-«  nii  lycée  Av 
lilcrnionl-Forrantl. 
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2216.  —  La  droite  x  cos/j  -h  y  sin  o  —  ;j  =  0, 

où  p  désigne  une  certaine  fonction  de  cp,  enveloppe  une  courbe  (C).  Soient  M  /e  ^îo'»/  t^"?  contact,  N  /c  y>0(/(  ' 
c?e  rencontre  de  la  normale  en  M  avec  Ox,  P  /a  projection  de  t' origine  sur  In  tangente. 

1"  Déterminer  la  fonction  p  pour  que  l'on  ait  constammrnt 

MN       ,  ■ 

=^  I  —  », 

PO 

n  désignant  une  constante  donnée. 

2"  Montrer  gue  pour  une  certain",  oaleuv  de  n  bu  courfjcs  (C)  ainni  ohhnmes  xnul.  IcUps  que  le  rnijon  di'. 
courbure  en  M  soit  fonction  linéaire  de  p.  Parmi  les  r.ourhiis  p^irtillèies  à  (C)  il  g  l'it  n  alors  une  dont  le 
rayon  de  courbure  est  triple  de  la  norinnle  limitée  à  0.r. 

3"  Construire  une  des  courbes  (C)  Irnuvécs  dans  la  deuxième  partie.,  cl  cnlcuirr  ffi  longueur  totale. 

(CerLificul  de  ni((Uië)na/?(ji/Ps  f/é/iéta/cs.  (l''r>r.OHt.  iiovenihri'  \K^\i.) 

1.  Comme  les  vecteurs  MN  cl  PO  sont  portés  sur  des  droites  parallèles,  le  rapport  de  leurs  vjileiiis 
algébriques  est  é,i^a[  au  rapport  de  leurs  projections  orthogonales  sur  un  ;i\i'  ([uelconque.  Projetons 
surOy;  les  projections  de  ces  vecteurs  sont  respectivement  égales  à  — g^  et  — 7'',  j/m  et //|.  désignant 
li's  ord');inées  dos  points  M  et  P,  et  ceci  montre  que  l'égalité  donnée  |»LMit  se  r.-  nplacor  pnr  la  relation 

Les  coordonnées  du  {)i)inl  M  s  )nt  les  solutions  communes  aux  deuK  équations 

("1)         a?  cos  i  +  1/ sin  cp — /)  =  0,  (.'{)         — .r  sino  +  »/ coso  —  p'  =  (). 

la  seconde  étant  obtenue  en  dérivant  la  première  par  rapport  à  9.  IVous  en  tirons  aisément 

?y,i  :z=  p  ?i  n  -^  -h  p  cos  -j  ; 

d'autre  part,  Tordonnée  yy  du  point  P  est  égale  à  p  sin,i.  et  par  suite,  l'égalil  ■  (  l    devient 

n  sin  'i  H-  ;/  cos  o        .  w'  n  si  n  ■:, 

'■ — ^ ^=1  —  n,  ou  Lr=:  — 

/^'sin'^  ,  p  cosj 

ou  encore 

dp         d  cos  j 

— ^  =  n . 

p  cos  cp 

L'intégration  est  alors  immédiate  et  donne 

L  I/j!  =  1/  cos"cp  -h  I>  rt  , 
ou 

p  =  a  cos"cp, 
a  désignant  une  constante  arbitraire. 

2.  Les  équations  (2)  et  (3)  représentent  deux  droites  perpendiculaires  passant  par  le  point  M; 
comme  la  première  représente  la  tangente,  la  seconde  représente  la  normale,  et  îe  point  limite  de  celte 
normale,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure  o  de  la  courbe  (C)  au  point  M.  sera  dt-tini  par  ré(jualion  (:{) 
et  par  la  suivante  : 

(  i)  —  X  cos  -y  —  y  si  n  cp  — •  //'  =  0. 

obtenue  en  dérivant  l'équalion  (.'{)  par  rapjiort  à  cp. 

On  voit  alors  que  l'équation  ('i'*  représente  une  droite  parallèle  à  la  iangcnle  en  M  et  passant  par 
le  point  C).  On  en  conclut  que  le  rayon  de  courbure  Mto  est  égal  à  la  distance  des  droites  (2)  et    \). 

Pour  évaluer  aisément  cette  distance,   projetons  l'origine  0  en  Q  s;ir  la  droittM'f).  lious  avons 

Mo.=  PQ. 

Si  l'on  prend  comme  sens  positif  des  vecteurs  Op  et  OQ  la  dcnu-droit.'  (pii  l'ail  l'angli'  p  avec  Oy. 
on  a  ijp  —  p  OT)^  — />", 
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On  en  déduit  que  le  rayon  de  courbure  R  est  égal  à      p-hp"  . 
Nous  avons    p  =  a  cos»^  ;     nous  en  lirons  successivement 


p  ^ —  tia  cos' 


ein 


f» 


et 


p"=  —  «rt[cos»cp  —{n  —  l)  cos"-^*!  sin^^p]  =  —  na[n  cos»&  —  («  —  1)  cos"-«(j,J, 

K  =  ip+p"|=|a(l  — »^)cos-9  4-n(n  — l)acos"-*ç|. 

Pour  que  R  soit  une  fonction  linéaire  de  /),  ou  de  a  cos"^,  il  faut  que  le  terme  mn  —  l)aco6"-»(^ 
se  réduise  à  une  constante,  et  pour  cela,  il  faut  qu'on  ait  ou  bien     h(w  — 1)  =  0,     ou  bien     >j  — 2  =  0. 

Si  »  =  0,  on  a  p  =  fi,  la  courbe  (C)  est  un  cercle  ayant  pour  centre  lorigine;  c'est  un  cas 
particulier  peu  intéressant. 

Si     n  =  i,     on  a     p  =  acos^,     la  droite  donnée  passe  par  un  point  lixe. 

Kxaminons  enfin  le  cas  où     »  =  2.     Nous  avons    /j  =  r/cos*ï.     et 

R=|  — ."Vj-l-aai. 

Toute  courbe  (I'),  parrtllèle  h  la  courbe  (C|,  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  de  la  droite 

(^)  xcosip-f-T/sins.  — (;;-hX)  =  0, 

>.  étant  une  constante. 

Il  nous  faut  montrer  qu'on  peut  déterminer  la  constante  À  de  façon  que  le  rayon  de  courbure  p  en 
un  point  de  cette  courbe  soit  le  triple  de  la  normale  limitée  à  Ox. 
On  verra  comme  tout  à  l'heure  que 

pz=:\p^A-hp"\, 

ou,  en  remplaçant    p-hp"    par  la  valeur  trouvée  plus  haut, 

s  =  ;  — .'ip-f-2a-+-X|. 
D'autre  pari,  nous  avons  vu  que  pour  la  courbe  (C)  on  a 


—  =1— ->  — _ 


ou 


N.M  =  — (>F=:  — ;>, 


en  conservant  le  même  sens  positif  que  plus  haut. 

On  en  déduit  que  les  points  M  et  P  sont  de  part  el  d'autre  de  la  tangente  .MP. 

Considérons  maintenant  la  tangente  à  la  courbe  (I')  qui  est  parallèle  k  MP;  s..il  M    le  point  de 
contact  (situé   sur   MN),   el   soif    F»'    la   projection   du   point  O   sur   la    tangente. 

On  a    (>P'  =  pH-X,     et,  par  suite, 

PF'  =  X=MM, 

el 

N.M'=.NM       MM'  =  — ;)-f-X. 
La    longutur    de    la    normale    pour   la  courbe   (P)   est   donc 
—  ;j-t->|,     et  l'on  doit  avoir 

—  :\p-^<ia-hl\  =  :i  — /'-l-À|, 
ou 

—  3/J  -+-  2a  -I-  X  =  ±  3(—  p  -4-  X). 

Kn     prenant  le  signe  4-  dans  le  second  membre,  on  obtient     \  =  a\     en  prenant  le  signe  — , 
eciuation  ne  définit  pas  pour  X  une  valeur  constante. 

\ai  seule  solution  acceptable  est  donc    X  =  rt,     el,  par  suite,  la  seule  courbe  parallèle  à  la  courbe 
(C),  jouissant  de  la  propriété  indiquée,  est  l'enveloppe  de  la  dnute 

XCORÇ-+-  j/8ini  — fl(i  -f-cos'?)  =  0. 
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3.  Il  nous  reste  à  construire  la  courbe  (C),  enveloppe  de  la  droite 

a?  coscp  H- î/ sincp  —  acos-ci  =  0. 

Le  point  limite  est  défini  par  celte  équation  et  la  suivante  : 

—  a?  sin  Cf.  -h  y  ces  cp  +  2a  cos  cp  sin  ©  :=  0. 

En  résolvant  ces  deux  équations,  on  obtient 

x=za  cos  0.(1  -h  sin'^cp), 
y  =.  —  a  sin  cp  cos-  cp  ; 

•ce  sont  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  (C). 

a?  et  y  sont  des  fonctions  continues  de  -f  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable. 

Si  l'on  change  cp  en      '^  h-  St:,     a?  et  j/  ne  changent  pas,  donc  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffit  de 
faire  varier  cp  dans  un  intervalle  quelconque  dont  l'étendue  soit  égale  à  2::. 

Si  l'on  change  cp  en  cp-l-7:,  x  eiy  changent  de  signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue;  donc 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'origine.  Il  suffira  de  faire  varier  cp  dans  un  intervalle  quel- 
conque (I)  d'étendue  égale  à  tt,  de  construire  la  branche  de  courbe  correspondante,  puis  la  branche  de 
courbe  symétrique  par  rapport  au  point  0. 

Enfin,  si  l'on  change  cp  en    — cp,     x  ne  change  pas  et  y  change  simplement  de  signe.  Donc  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

Ceci  nous  permet  de  réduire  de  moitié  l'intervalle  (1),  mais  il  ne  faut  pas  le  faire  arbitrairement; 
il   faut  décomposer  cet  intervalle  en  deux  intervalles  tel  qu'à  toute  valeur  a  du  premier  corresponde  la 

valeur  — a  du  deuxième.  Prenons  pour  (I)  l'intervalle     I — |,     4-^);     et  décomposons-le  en  les 

deux  intervalles     ( — S'  ^)     6''  (  ^'  I  )  !  ^  c^s  intervalles  correspondront  des  arcs  de  courbe  symé- 
trique par  rapport  à  Ox. 

En  résumé,   pour  avoir  toute  la  courbe,  nous  ferons  varier  cp  dans  l'intervalle  (  0,  '^\,  nous 

construirons  l'arc  de  courbe  correspondant,  puis,  nous  prendrons  le  symétrique  de  cet  arc  par  rapport 
à  Oar,  et  enfin  le  symétrique  de  toute  la  courbe  ainsi  obtenue  par  rapport  au  point  0.  On  en  conclut  que 
la  coHrbe  sera  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes. 

En  calculant  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  cp,  on  a 

dx 


-j—  =  a  sinc&(l  —  3  sin- et), 


-T^  =  —  a  cos  cp  (1  —  3  sin^cp), 

■et  l'on  en  tire 

dy_ I_ 

dx  tgcp' 

ce  qui  nous  donne  la  pente  de  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe.  Ce  résultat  était  à  prévoir,  car 

1 

—  — ;-     est  précisément  la  pente  de  la  droite 

X  cos  '-^  -hy  sin  a.  —  a  cos^cp  =  0, 
qui  enveloppe  la  courbe  (C). 

Désignons  par  a  l'angle  aigu  dont  le  sinus  est  égal  à  -=;  on  voit  aisément  que  —  est  positif  pour 

v/3  rfcp 

f  <  a    (en  supposant    a  >  0),    et  négatif  pour    cp  >  a;    c'est  le  contraire  pour  -y-  .  Nous  en  déduison.s 
les  variations  suivantes  : 


i4H 
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• 

0 

s 

2 

X 

n 

/^ 

\ 

-4 

0 

y 

0 

\ 

2«  ^/;i 
9 

/ 

0 

du 
dx 

—  X 

/ 

-Vi 

/ 

0 

•^'Lve^,,  ,  „„ 


cl  nous  ()I)Umioiin  l'arc  dr  couri)»'     |{AO(OT  =  ^/.(),HI...). 

I.;i  langeiile  au  point  b(o  =  0)  c>l  porpenliculaire 
à  Uj  ;  le  point  A(s  =  a;  est  un  point  df  rel)rousscuient, 
1.1  tangente  AT  .lyanl  pour  pente     — \î\     la   tangente  au 

point     ()(s  =  ^'|      est  l'axe  lies  j-. 

'^  Kn  achevant  par  .s\  iiii'trie,  on  ol)tient  la  courlx'  repré- 

sentée par  la  ligure  ci-contre, 
l-i   longueur  totale  de  cette  courbe  est  égale  ii  quatre  fois  la  longueur  Ay  lan-  HAO. 
Nous  avons  trouve  c/x  =  /*sin-.(i       .{ .«,in-.  )(/-., 

,.  ,   .  </'/  =  — «cos -il  I —:{sin-5.)f/i: 

nous  en  deduisr>ns 

lis-  —  dx'  -+-  dif'  =  «-■( l  —  ;{  sin-i)-rfi-, 

rf*  =  ±rt(l  — .'{sin-i)rfo. 

Nous  prendrons  comme  sens  positif  des  s  le  sens  des  =,  croissants:  alors,  ^  doit  être  positif. 

ai 

^1  I  on  a     0  <  5  <  a,     l       .'Jsirrç-     est  positif,  on  doit  prendre 

t/s=:a(l  —  .■}sin-i)f/i, 
el  en  intégrant,  on  obtient 

arcHA=  r%/(l— 3sin-î,)£^i. 

Si  l'on  a     x<»<^,",     I— 3sin»:p     est  négatif,  il  faut  prendre 

ds  =  —  aA  —  :{sin*5)rfo. 

'••'""'•"  lin-  arcAO  =  —  Ç'' n{^\     ■  3  sin--.)'/-^. 

Soit  \<{-^)  (inr  fonction  primitive  quelconque  de     <t({  —  3sin-^);     nous  avons 
arcBA  =  V{i)  -  F(0),  arc  AO  =       1  F  (  ^  )  -  l(  xA  . 

arc  HAO  =  2 F  (  x)  —  F  (0)  —  l''  (  ^  )  • 
<i[\  -3sin*^)  =  //  [l— ;](!  -cos2v)]=^3cos2:i  — I], 


•  I  iMi  ajoutatil. 

•  Ml  peut  écrire 
••1  Ton  en  dt'dnit 
<t 


<i  I  :< 


•*  («)  =  ^  L)  sin  "Ja       X    =  ^  3  sin 
F(0)  =  0, 


X  COS  X 


■]="{,«-«). 


MI)=-T 


EXAMENS   ORAUX  (ÉCOLE  CENTRALE,  1919) 


l'.9 


On  a  donc 


ar. 


a rc B AO  =  a {\t  —  a)  -h  -^ ; 


en  multipliant  par  4,  on  voit  que  la  longueur  totale  de  la  courbe  est  égale  à 

r/(z  +  4  v'^2  — 47.). 
Calculons  a  avec  l'approximalion  des  tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales.  Nous  avons 


sina 


log  sina  =  —  -log3  =  1,76144; 


nous  en  déduisons  immédiatement  la  valeur  de  a  en  grades,  39^,1830,  puis  sa  valeur  en  radians 

_  39,1830X71 

Pour  calculer  ce  quotient,  nous  prenons  les  logarithmes;  nous  avons 

log  39, 1830  =1,39310 
logTt  =0,49715 

—  loffSOO         =3,69897 


d'où 


log  a  =1,78922, 

;'.  ^0,6153. 
1 


On  en  déduit  que  la  longueur  de  la  courbe  est,  à  ,         près,  6,336r/ 


L.  XAUCELLE,  à  la  Châtre, 
lionnes  solutions  par  MM.  Joli.y,  à  Honfleiir;  G.  Lvcii,  à  Douai;  II.  Lkcouffe,  à  Paris;  Topi.n,  à  Grandvillieis. 

• ^ 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1910) 


ÉCOLE  CENTRALE  {Fin.) 


0) 


H' 


9991.  —  Un  cône  n  comme  Ijnse  une  cnniiino  dans  le  plan  horizontal  de  projection  ;  trouver  un  plan  coupant  ci; 
cône  suivant  une  conique  itrojelée  verticalement  suivant  un  cercle. 

9992.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  (a,  a')  sur  le?  ^génératrices  d'un 
cône  de  révolution;  tangente  en  un  point. 

9993.  —  Intersection  de  deux  cônes;  le  premier,  de  sommet  {m,  «o),  a  pour  base  le  cercle  o' 
dans  le  plan  de  front  F;  le  second,  de  sommet  (o,  o),  a  pour  base  le  cercle  w  dans  le  plan  horizontal  H'. 

9994.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  et  une  hyperbole.ayanl  pour  centre  le 
iiirme  point  0;  on  donne  aussi  un  point  S  par  sa  projection  cotée.  Intersection  du  cône  avant  pour 
>omniet  le  point  S  cl  pour  base  le  cercle  avec  le  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  SO  et  ayant  pour 
Insp  l'hyperbole. 

9995.  —  Inlerscclion  de  deux  cylindres  de  front  circonscrits  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à 
axe  vertical. 

9996.  —  Inlersection  de  deux  cylindres  à  bases  circulaires  dans  le  plan  hoiizonlal  de  projecli(Ui 
et  tangents  tous  les  deux  au  plan  vertical  de  projection.  Tangentes  au  point  double. 

9997.  —  On  considère  dans  le  plan  horizontal  une  hyi)Crbole  et  le  cercle  décrit  sur  l'axe  Iransverse  ah  comme 
diamètre;  on  considère  une  droite  de  l'espace  ayant  pour  trace  horizontale  l'un  des  points  de  contact  '>  de  l'hyperbole  et 
du  cercle.  Sur  cette  droite  on  prend  deux  points  s  et  s,  pour  sommets  de  deux  cônes  ayant  pour  bases  l'un  le  cen-lc. 
l'autre  l'hyberbole.  Intersection,  point  et  tangente;  nature. 

Même  question  en  prenant  comme  bases  deux  coniques  bitangenles  en  a  et  h.  En  déduire  la  propriété  suivante  ;  par 
l'un  des  points  de  contact,  b  de  deux  coniques  bitangentes  (en  a  et  b),  on  mène  une  sécante  bcd;  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre t  des  tangentes  en  c  et  rf  est  la  tangente  commune  en  a. 

9998.  —  Deux  ellipsoïdes  de  révolution  ont  leurs  axes  de  front  et  parallèles;  mener  à  ces  deux  ellipsoïdes  un  plan 
langent  commun  faisant  un  angle  a  avec  les  axes. 
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9999.  —  0(1  donne  un  ellipsoï<le  «le  révolulion  âaxc  .!.•  fmnl:  on  le  coupe  par  un  plan  quelconque;  déterminer  ui> 
poinl  lie  1.1  ><'rlion  el  la  tangente  en  ce  point. 

10000.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolulion  à  axe  de  front  avec  un  plan  vertical. 

10001.  —    Section   par  un  plan  PxQ    d'une  surface  île  révolution  engendrée  par   un   cercle    horizontal  tournant 
autour  lie  la  droite  (.V,  A'). 

—  2.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  de  frf>nl. 

—  3.  —  Intersection  d'un  ellipsoï  le  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  cylindre  de  révolution  horizontal. 

—  4.  —  Intersection  d'une  sphère  avec  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donn.*  ayant  comme  axe  une  droite  de 
front  (A,  A  ). 

—  5.  _  Intersection  d'un  cône  de  révolulion  avec  une  sphère  ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône. 

—  6.  —  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolulion  à  axe  vertical  avec  un  ctine  dont  la  base  esl  une  parabole  donnée 
dans  le  plan  horizontal,  el  le  sommet  le  point  le  plus  haut  de  l'ellipsoïde. 

—  7.  —  Intersection  d'-uie  sphère  avec  un  cône  dont  l:i  base  est  une  hyperbole,  dans  le  plan  horizontal,  et  le  sommet 
le  point  le  plus  haut  de  la  sphère. 

—  8.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolulion  à  axe  vertical  avec  un  cylindre   de  bout  dont  la  base  dans  le  plan 
vertical  esl  un  cercle  0'  Ungentà  la  projection  de  l'une  des  génératrices  s'a'  de  contour  apparen  t  vertical. 

—  9.  -  On  donne  dans  un  m'"-ine  plan  de  front  une  ellipse  et  un  cercle  o'  tangent  à  celle 
ellipse  en  l'un  des  sommets  a  situés  sur  le  petit  axe;  l'ellipse  en  tournant  autour  de  son  grand 
axe  supposé  vertical  engendre  un  ellipsoïde.  Intersection  de  cet  ellipsoïde  avec  la  sphère  dont 
le  cercle  o'  est  un  grand  cercle. 

_  10.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  à  axe  vertical.  Un  cône  de  révolu- 
tion a  axe  de  front  a  pour  générnlrices  principales  la  tangente  à  la  méridienne  principale  de 
l'ellipsoï.le  en  son  point  le  plus  haut  {a,  a')  et  la  droile  (6c,  b'c)  joignant  le  point  le  plus  ha» 
(f/,  b)  au  point  le  plus  a  droite  (r,  ci.  Intersection  des  deux  corps;  point  et  tingenle.  point 
double  el  tangentes  en  ce  point. 
_  11.  _  On  donne  un  liyperboloide  de  révolution  [»ar  son  axe  vertical  el  une  génératrice  de  front  (A,  A).  Trouver 
une  .Hocondc  génératrice,  per|>fiidiculaire  à  la  première,  ou  faisant  avec  elle  un  angle  donné   a. 

—  12.  —  Mènera  un  h\|)erboloide  de  révolulion  à  une  nappe  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

—  13.  —  Inlersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  a.vant  pour  génératrice  (A,  A'),  avec  un  plan 
déterminé  par  (A,  A)  et  un  point  donné  (m,  m'). 

_  14.  _  On  donne  un  hypt-rboloide  de  révolution  pir  -on  axe  vertical  el  une  génératrice;  mener  un  plan  tangent 
tel  que  les  génératrices  de  seition  fassent  un  angle  donné. 

—  15.  —  On   donne  deux  hyperboloïdes  et  un  point;  mener  par  ce  point  un  plan  coupant  les  deux  hyperboloïde  s 
suivant  des  hyperboles  ayant  des  asymptotes  parallèles. 

-  16.  Un  hvperlioloïde  de  révolulion  à  une  na|)pc  esl  engendré  par  la  rotation  île  la  droite  (A.  A)  autour  d'un 
axe  vertical;  on  preiid  sur  la  droite  un  point  (n,  a);  normale  à  la  surface  en  ce  poinl.  En  déduire  les  points  de  la  méri- 
dienne principale  qui  correspnndenl  au  parallèle  engendré  |.ar  le  point  [n,  n'K  et  les  tangentes  en  ces  points.  On  .-onsidi-re 
le  cercle  bilangenl  à  la  méridienne  principale  en  ces  points;  c'est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de 
bout  :  inlersection  de  l'Iiyperboloïde  et  du  cylindre. 

—  17.  —  Contours  apparents  dun  hyperboloïde  de  révidution  à  axo  de  front,  connaissant  une  génératrice  également 
d.'  front. 

—  18.  —  Inlerseclinn  de  deux  hyperboloïdes  de  rév..lnli..n  ii  axes  verticaux,  eniîcndres  par  deux  droites  iwirallèles; 
point,  tangente,  nature. 

—  19.  —  Intersection  de  deux   hyperboloïdes  de  révolution   a.vant  une  génératrice   commune  el  dont  les  axes  se 
rencontrent.  « 

—  20.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  a  un  paraboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

—  21.  —  Section  dun  paraboloïde  de  révolution  h  axe  vertical  par  un  plan  PaO  •.  point,  tangente,  sommets,  foyers. 
Projection  horizontale. 

22.    -  Intersection  d'une  droite  (A.  A  )  avec  le  cône  de  sommet  (».  i  )  circonscril  .i  un  paraboloïde  de  révolution  à 
axe  vcriiral. 

—  23.    -  liilersecliou  de  deux  paraboloïdes  de  révolution  h  axe.s  verticaux. 

—  24.     -  On  considère  deux  i.araboloïdes  de  révolution  de  môme  foyer,  ayant  leurs  axes  dans  un  même  plan  de 
fronl  :  intersection,  point,  tangente,  nature. 

—  2B.  —  On  a  un  paraboloïde  hyperbolique  ii  |dan  directeur  horizontal,  dont  une  génératrice  (de  l'autre  système)  esl 
une  droite  de  fronl.  Trouver  le>  génératrices  de  la  surface  <|ui  font  un  anxie  donné  avec  la  génératrice  de  front. 

—  26.  —  Un  paraboloïde  hvpcrboliquc  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizonUl  el  on  en  connail  deux  génératrices 
(de  l'autre  système)  dont  les  projections  horizontales  sont  pirallèlo-t.  Section  pir  le  pl.m  PaQ  ;  p»inl.  tangente,  asymp- 
totes. 

—  27.  —  On  donne  deux  paraboloïdes  hyperboliques  ayant  un  plan  directeur  commun;  les  couper  pir  un  plan 
passant  par  un  poinl  donné  cl  tel  que  les  deux  scellons  soient  homolhétiques.  (hin.^ 
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SUJETS  DE  CONCOURS 


ÉCOLE  NAVALE 


Concours  de  1919. 

Algèbre. 

I.  —  2374.  Soit  l'équation  difTérentielle 

dï  ~  ^"  Ê  "^  ^"'  +  *')  2/  =  '^"^  cos  6.3-, 

où  a  et  6  sont  deux  constantes  réelles.  Donner,  sous  forme  réelle,  son  intégrale  générale,  ainsi  qu'une  fonction 
primitive  de  cette  intégrale. 

II.  —  2375.  1°  Désignant  par  .3:  un  infiniment  petit  principal,  on  demande  de  calculer  la  partie  principale 
de  l'expression     tg.x  L  (1  H-sina.-)— sin.r  L  (1  -+-tga'). 

2°  On  pose  ensuite  f{x)  =  (1  +  sina;)  i<^  —  (1  h- tga.-)"'"'^. 

Reconnaître  la  convergence  ou  divergence  de  la  série 


III.  —  2376.  On  pose     ?==J" 


«"+KI)-K5)+KI) 


1°  Expliquer  pourquoi  la  relation 

*J/^  — S.y  —  cos3.x-  =  4(,(/  —  cos.rr)  [//  —  cos(.r+  P)][ij  —  cos(a?-|-2^)J 

est  vérifiée  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  h  x  et  h  >j. 
2°  Calculer  les  arcs  x  qui  vérifient  l'équation 

sinj;  sin(a;H-^)  sinf^-H-  2,3)  3 

a  —  cos.r      a  —  cos(a;-h!ii)       a  —  cos(a;H-2f5)       7' 

où  a  désigne  une  constante  réelle  donnée.  Montrer  que  les  extrémités  des  arcs  x,  sur  le  cercle  trigonométrique, 
sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  certains  diamètres  de  ce  cercle,  dont  les  positions  sont  indépen- 
dantes de  la  valeur  attribuée  à  la  constante  a.  Déterminer  ces  positions.  Discuter.  Cas  particulier  où  a  =  ±'^2 

IV.  —  2377.  Calculer  l'intégrale      /  "  sin3  2xL  Igxdx. 

Géométrie  analytique. 

2378.  —  1*^  On  donne  un  cercle  C  et  une  droite  D.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  points  M  tels  que,  si 
on  mène  de  l'un  d'eux  une  tangente  MI  au  cercle  C,  la  longueur  de  cette  tangente  soit  dans  un  rapport 
coïistant,  e,  avec  la  distance  du  point  M  à  la  droite  D. 

Ce  lieu  est  une  conique.  Déterminer  ses  foyers. 

2°  On  se  propose  de  faire  varier  le  cercle  C,  la  droite  D  et  le  rapport  e  de  façon  que  la  conique  reste  la 
même.  A  cet  eflet,  on  se  donne  une  conique  fixe  E  et  on  cherche  à  déterminer  C,  D  et  e  de  façon  que  la  conique 
obtenue  ainsi  soit  précisément  la  conique  E. 

Démontrer  qu'il  existe  une  infinité  de  cercles  C'répondant  à  cette  condition  et  trouver  l'équation  générale 
de  ces  cercles. 

3"  Étant  donnée  une  droite  A,  combien  y  a-t-il  de  cercles  G  tangents  à  cette  droite?  Distinguer  les  droites  à 
pour  lesquelles  les  cercles  sont  réels  de  celles  pour  lesquelles  ils  ne  le  sont  pas. 

4"  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  aux  cercles  C  menées  par  un  des  foyers  de  la  conique  E. 

Mécanique. 

I.  —  2379.  Une  canne  homogène  est  formée  par  une  demi-circonférence  AU  suivie  d'un  segment  recti- 
ligne  BC  tangent  en  B  à  la  circonférence;  la  longueur  de  BC  est  égale  à  huit  fois  celle  du  diamètre  de  AB. 

On  place  cette  canne  au  bord  d'une  table  de  manière  que  l'extrémité  A  seule  touche  la  table  en  un  point 
de  la  face  supérieure  supposée  horizontale. 

Déterminer  la  valeur  d'une  ligne  trigonométrique  de  l'angle  que  la  direction  de  BC  fait  avec  la  verticale 
lorsque  l'équilibre  est  établi. 
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II.  —  2380.  Sur  un»*  liv'n*'  <!'•  peiilo  d'un  plan  in<lin«''  rugueux  de  penle  f^„  un  plare  s;ins  vitesse  à  rt-poijue 
z>'-ro  deux  points  mahMiels  pHsanls.  do  niénu'  massf.  M  «-i  M';  les  poinis  M  «-l  M'  sont  réunis  par  un  (il  t»ndu. 
inPXl'Misibie  et  de  in.isse  n«'^lii;e;iblc.  et  le  point  M'  e>t  au-Jessus  de  M.  I.es  coefficients  de  holtement  «le  M  »  i 
M'  sur  le  plan  sont  f  et  /';  f  est  inférieur  à  f . 

l'ituditT  lesdilTérentes  rin-onslanc  s  qui  peuvent  se  présenter  suivant  la  valeur  de /"o. 

On  admet  que.  lorsijiruii  lil  d»*  niasse  népljgealde  «-st  tendu,  la  tension  est  la  même  en  chacun  de  ses  points. 

Calcul. 

Doiin.'es  :  a  =  :<:i    ii  21",  :»  :  /i  =  52'  28'  13'.  T  :  c  =  68 ■  3r.'  l<.r.  <;. 

Inconnues  :  r.  .\,  M.  C  et  «.  l'ormules  à  applii|u<r. 


,,,.       .  /sin(p  — aisMMp— 6)siu(p  — c)  A  t:;r 

'  V  sinp  '  ®2       suiip  — fl) 

|{  Ui  la?—        ^^'''  ^;„M_         sinntgr 

''•'.>  ~  win   n -/.  '  ^^2~  sinin-c)'  ^'"2~,         a         h         c' 

'  t  '  2  COS7,  COS.,  COS;^ 

Vérilicalion  :     A  -:-  B  -r  C  =  180" 4-  u. 

Un  piendra  la  plus  petite  valeur  positive  pour  cliruine  inconnue. 

I\  pu  >•'•}*■ 

2381.  I.i;,'ne  <le  lerr<'  parallèle  au  petit  axe  et  au  milieu  de  la  feuille. 

On  donne  dans  le  plan  Ipiri/ontal  de  projection  un  liexa^ono  régulier  de  Vt""  de  côté.  L'un  de  ses  colés. 
nh,  coïncide  avec  le  yraïul  a\<'  d-  la  feuille  et  rhexiiione  est  tout  entier  à  paucln'  de  cet  axe.  Éloignemenl  du 
centre  Q*"'". 

On  fait  tourner  l'hexagone  de  45'auto»ir  de  nh  de  façon  qu'il  vienne  au  dessus  du  plan  horizontal,  bans  sa 
nouvelle  position,  il  sert  de  bise  i  une  pyramide  ré^'uli'-re  de  15""  de  hauli'ur. 

Ou  coupe  cette  pyramidf  juir  une  sphère  ayar»!  pour  centre  le  centre  de  la  base  de  la  |)yramide  et  pour 
rayon  S"". 

Ufjirésenlei-  ji*  s'dide  forru''  par  la  portion  de  la  pvramide  intérieure  à  la  sphère. 

l'iinso/ue. 

2382.  —  Dans  une  cliambre  fermée,  mainti-nue  à  0",  dont  le  volume  intérieur  est  de  2n""  et  d«uil 
raliuosiilière  est  parfailt-ment  sèche,  on  inlro  luil  un  récipient  ouvert  contenant  une  solution  de  ?>*■■  de 
riilorure  de  sodium  d.ins  .'UK)»-'  d'eau. 

I"  On  dem.iiide  (|ii(lle  s.-ra  la  (  oinposition  de  la  solution  et  quelle  sera  la  pression  de  la  vapeur  d'eau  dans 
la  chambre  lors  juc  l'équilibr'-  s  -ra  établi,  sachant  que  la  tensi  )n  de  vapeur  /)  de  l'eau  pure  à  0°  est  in'^.RS  de 
mercure  et  (|ue  l'abaissement  de  tension  ^]>  d'une  seluli«in  de  sel  de  cmict  niralion  '•  (en  irammes  de  mI  pour 
iOU'^  d'eau)  est  donnée  par  li  r.I.iiion  inc|é|>.-ndante  d'  la  lenipérature 

it  =  ().((053c. 
/' 

2"  Li  température  de  la  chambre  étant  abaissée  de  manière  à  provoquer  la  fonn.ition  de  cristaux  cb-  ^lacC' 
montrer  que  la  tension  ib-  vapeur  de  la  «lace  doit  être  é^aIe  à  celle  de  la  solulirxi  j-aline  diluée  en  équilibre 
avec  elle. 

3"  En  supposant  égale  à  —  2°  la  nouvelle  temp--iature,  pour  la(|uelle  la  tension  d.-  vapeur  est  3'""'. 96  de 
mercure  pour  l'eau  pure  et  :«,89  pour  la  glace,  on  demande  quelles  seront,  une  fois  ré(|uilibr?  établi,  la 
pression  de  vapeur  dans  l'tnceinte,  la  conqtosilion  dr  la  solution  et  la  masse  de  clace  formée. 

4"  Déduire  en  [larliciilier  des  résultats  précédents  le  coeflicient  de  proportionnalité  à  la  concentration  de 
rabaissement  de  la  température  de  congélation  pour  une  solution  diluée  de  sel  marin  et  l'abaissement  pour 
um-  solution  contenant  une  molécule-gramme  de  sti  |.our  1  (mk)»*  d'eau. 

Poids  du  litre  d'air  normal  :  l'',29:». 

Densité  de  la  vapeur  d'eau  [lar  japfiort  à  l'air  :  0,()-.'ô. 

Coeflicienl  de  dilatai  on  des  gaz  :  -z-.,- 

Masse  moléculaire  du  chlorure  de  sodium  :  58,5.  


Le  Hédactcur-dcrant  :  II.  M  inKRT. 


Coulommier*.  —  Impriaicrie  P.ul  HitODAUD. 


30e  Année.  Avril  1920.  N»  7. 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE   PARTIE 


RESOLUTION  DE   L'EQUATION  DU  3'  DEGUE 

I»ar  M.  P.  Maurice,  ingénieur,  professeur  de  malhénialiques,  à  Lyon.  {Fin  ) 


Exemple  III.  -^  Od  donne  l'équation 

(1)  ox''—'Sx'  —  l'2x  —  9i  =  0, 

A  =  5,         B  =  — 3,         C  =  — 72,         D  =  — 92,         B^  — SAC^^O,         2B-  — BABC-^STA^Di^éiO. 

23 
Celte  équation  admet  une  racine  double,     — 2,     et  une  racine.-^  qui  est  simple,  l.a  solution  peut 

donc  s'obtenir  aisément  par  la  recherche  des  racines  commensurables.  On  peut  aussi  prendre  une 
formule  de  résolution  de  la  forme 

(2)  a?  — |  =  r.}âP-f-r2.  Jô^,  r'  =  i. 

o 

En  élevant  au  cube  les  deux  membres,  on  obtient  l'équation 

(3)  a?'  —  fsX^--\-'Si  ^  —  ab  )x  —  j^ —  aô{a-\-b)-\--^^0. 


5       '      \25  /         12o       ^      '   ^   '     5 

L'équation  (3)  sera  équivalente  à  l'équation  (1)  si  l'on  prend 


ce  qui  donne 


A— i.   72  _  121      J_   121,    ,   363 _  92 
"    25  "*"  15  ~  25  '     125  ^  25  ^"  "*"  '      125  ~  5  ' 

,        2  662       22  .       11 


i       11 

La  formule  (2)  devient  ainsi     .2?^ ,-+ -^(r-i-r^).     En  y  remplaçant  r  par  ses  trois  valeurs,  on 

^3 
trouve    xz='^     et    x=:  —  2,     celte  dernière  racine  étant  double. 
o 

Exemple  IV.  —  Soit  à  résoudre  Téquation 

(1)  f{x)  =  <ix^  —  ^x''  +  3x  —  i  =  0. 

5 

Prenons  comme  inconnue  auxiliaire     X  =:.r  —  7;,     et  comme  formule  de  résolution 

o 

(2)  X  =  r .  V ôïî -H  r^ .  Jô^,  i-'=l. 
L'équalion  en  X  est 

(3)  2x.+|V"(|)-*-xr(|)+/(i)=o, 

ou  X'-j2X-^=0. 
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En  élevaol  au  cube  les  deux  membres  de  lu  relalion  (2),  ou  oblienl  l'équalion  du  3'  degré 
(2')  \'  —  3ab\  —  fib{a-hb)=0, 

que  l'on  doit  ideolifier  avec  léqualion  précédente.  Un  posera  donc 

(4)  nb  =  ^,  a-i-b  =  -^. 


206— v4?Ô93  .  _ 206-f-V42093 

et  l'on  en  déduil  a  — -^ ,  o —  ^^ 


et,  parsuile,  G'.«i*  =  206 -h  ^42093,  6».  *«-  = -2(Mi  — ^  4^093- 

La  formule  (2;  devient  alors 

_ :•,  -<-  r  v/206 -h  s' Ï2093 -h  r^ y/gOG  —  ^42093 

C'est  précisément  la  formule  qu'aurait  donnée  la  méthode  de  Cardan.  En  appliquant  cette  formule 
au  calcul  logarithmique  de  la  racine  réelle,  avic  les  tables  à  cinq  décimales,  on  obtient  j  =  2,229»'.. 
En  calculant  les  radicaux  avec  dix  décimales,  par  les  procédés  arithmétiques,  on  trouve 


Vi2093  =  205, 1(157H  08053,  y  206  +  ^42 093  =  7,43599  33025, 


;/206  —  V42  093  =  0,94l3(i  70823,  s  =  2,22956  00«i4 i 

Hemakol'E. La  méthode  proposée  permet  de  voir  presque  immédiatement  que,  n  et  b  étant  des 

nombres  réels,  l'équation  proposée  a  une  seule  racine  réelle  quf  la  règle  à  calcul  donne  très  rapidement 
avec  trois  chiffres  signiticalifs.  Ayant  obtenu  la  valeur  approchée  par  excès  2,23,  on  peut  poursuivre  le 
calcul  par  les  méthodes  d'approximation  habitu.-lles,  si  l'on  ne  veut  pas  aborder  le  calcul  un  peu  long 
d'un  radical  carré  et  de  deux  radicaux  cubiques. 

Désignant  ensuite  par  ./•  la  racine  réelle,  par  x  et  x"  les  deux  racines  imaginaires,  comme  x  -h  x" 
et  x'x"  se  calculent  aisément,  on  formera  l'équation  du  second  degré  qui  admet  pour  racines  les  racines 
imaginaires  de  (1)  : 

Soit  :  l'une  de  ces  racines  x'  ou  j",  on  a 

x2»-+-x(x  — 2,5)2 -f- 4  =  0,  doii  :  =  1 ,25  -  ^  rt  -^  ^i^^  —  ««^^  5«» 

2        4  \X 

Exemple  V.  —  Prenons  l'équation 

(1)  x^  — 4t--,  3x4-  1=0 

et  posons     x  =  X-h^;     l'équation  eu  X  est 

(2)  X'-â^-+-27  =  ^' 

et  la  formule  de  résolution  est 

7 

(3)  X  =  r.  xâ^-4-r«.  vî«*»  î»^«c  r'=l,  °^  =  \y 

a  H-  6  =  —  .. .  a  —  b:=.\yj^. 

Les  nombres  a  Qi  b  étant  imaginaires,  les  trois  racines  de  l'équation  donnée  sont  nécessairement 

réelles  et  distinctes. 

Si  l'on  veut  calculer  les  racines,  on  posera 

«  =  u(cosy-f-  isinr),  ^  =  u(co8r  —  isinu), 

^  ^  o ^         a        •  Pi 

a-+-/'  =  2ucosu  =  — ^.  — j —  =  2usiny=v'3. 


d'où  a-f-«»  =  2ucosu  =  —  g 


tangy=:  —  3v3,  u  =  ^\7. 
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ce  qui  détermine  w  et  u  :  m  =  0,881917,  v  =  100»  53'  35". 

Le  calcul  s'achève  sans  aucune  difficulté  et  Ton  trouve  les  trois  valeurs  suivantes  de  x  : 

4      2/-  4      2,-  4      2  = 

37^  =  0 -f-ôv/7coscp„  a^j^y-hgV'^coscf.,,  a?3  =  ^-l-^  V' cosa»,, 

cp,=|-  =  33''37'53",  cj.j=120°  — |  — 86»22'7",  cp3  =  120°-h|=:153°37' 53" 

=:  180°  — 26"  22' 7", 
angles  calculés  à  une  demi-seconde  près. 

Les  trois  valeurs  de  x  que  Ton  en  déduit  sont 

a^i  =  2,8019,  a;,  =  1,4450,  0-3  =  —  2,9136, 

valeur  à  un  demi-millième  près. 

On  doit  remarquer  que  le  calcul  pourrait  être  fait  sans  le  secours  des  tables  de  logarithmes. 
L'angle  v,  donné  par  sa  tangente,  peut  être  développé  en  série,  lui  ou  un  de  ses  multiples  entiers. 

Ainsi 

,         /  7:\  1  ^    ,       1  1        ,  1 

tang  (v \  =  — ;= ,  u  =  -  H p H — — ^  —  . . . , 

^V        V       3V3  2      3v/3      3«V3      5.3' V3 

^_V__TZ  1  11 1  ^  1 

'^*"~  3  ~6'^9v/3       729^3      5.6561^3      7.177147^3      9.4782969  v'3  '  "' 

2Tr  2tt 

T2  =  -3-  — ?i^  'f3  =  -3-H-?i- 

Les  angles  auxiliaires  sont  alors  exprimés  en  radians. 

♦ 
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2234.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy,  Os. 

1°  Former  Véquation  de  la  surface  (S)  engendrée  par  un  cercle  (C)  de  raxjon  constant  a,  s'appuyant 
sur  les  deux  bissectrices  de  Vangle  xOg,  de  manière  que  son  plan  soit  parallèle  au  plan  yOz.  En  déduire 
une  représentation  paramétrique  en  posant 

x=zacosu,  i/  =  acosu. 

2°  Étudier  les  contours  apparents  de  la  surface  sur  les  plans  de  projection  et  les  sections  faites 
parallèlement  à  ces  plans. 

3°  Mettre  en  évidence  un  nouveau  mode  de  génération  de  la  surface  par  un  cercle. 

4°  Trouver  le  lieu  des  points  de  (S)  par  où  passent  deux  cercles  de  cette  surface  s'y  coupant, sous  un 
angle  donné  6. 

5°  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  de  la  surface  appartenant  à  Vun  des  systèmes. 

6°  Démontrer  que  les  lignes  asymptotiques  de  (S)  peuvent  être  définies  par  la  relation  suivante  entre 
les  paramètres  u  et  V  :  '.■^■'•'  -'< 

zfc(sinM  — sinu)  =  cha(l  -hsinusinr)  -f-  sha  cosucosv, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

1°  Désignons  par  a,  0  et  y  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  mobile.  Les  équations  du  cercle 

seront 

a-  =  a,  y2_^(z  — y)*  — «^  =  0, 
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«l,  en  expriiiianl  qu'il  rencontre  la  droite 

x  =  j/,  :  =  0, 

nous  aurons 

««  -+-  vî  _  Qï  =  0  ; 

il  n'y  a  plus  qu'a  éliiuiner  ?.  <'l  y  entre  ces  trois  é(iuations;  ceci  donne,  d'abord 

Y  =  sVj*— j^, 

puis,  

t/ H- 3«  —  a  -  =  2:  Va*  —  ar*. 
e\.  enfin, 

(V)  (y«H-z«  — x-')»— 4:»(a»  — x*)  =  0. 

*^  Cette  deuxième  équation  est  l'équation  de  la  surface  (ï).  Elle  nous  montre  de  suite  que  celte 
«urfaco  est  du  quatrième  ordre,  qu'elle  admet  pour  lignes  doubles  les  deux  bissectrices  de  ranf,'le  jihf, 
■et,  enfin,  qu'elle  est  tout  entière  comprise  entr.;  les  deux  plans  x  =  ±a,  qui  touchent  cliacun  la 
surface  tout  le  long  d'un  c«Tcle. 

Tous  ces  résultats  sont  évidents  géo:nélriquement;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  s'en  rendre 

compte. 

Posons  alors 

x  =  «cosu.  y  =zacosv; 

l'équation  deviendra 

(:2  4_a»co8'f  —  «■^cos'u)*  =  4n*:'sin'u, 

puis 

2*  :^  2a:  sin  «  -h  a-  cos*y  —  fl*  cos*  u  =  0 

€l  celle-ci  nous  donne 

3  =  ±  rz  sin  u  zh  ^  siny, 

les  deux  doubles  signes  étant  indépendants.  Cela  nctus  fait  quatre  représentations  paramétriques.  (|ue 

nous  pouvons  désigner,  pour  abréger,  par     -f- -h;  H , H,     et     —,  — .     Elles  se  ramènent  toutes 

à  la  première  en  changeant  u  en     —  u,     u  en     —  r,     ou  simullanément  u  en     —h,     r  en     —  r.  La 
sirPace  (il)  est  donc  représentée  par  les  équation^  paramélriques 

i  x  =  a  cosu, 
(1)  S  ij  =  ncosi\ 

\  z  =.  rt(sinu  -{-  sinr), 

dans  lesquelles  u  et  u  varient,  d'une  façon  arbitraire,  chacun  de     —  z     ji      \  t.. 

Les  lignes  coordonnées  u  =  C"  sont  formées  par  le  système  de  cercles  indiqués  dans  l'énoncé,  el 
les  lignes  coordonnées  i'  =  C"'  par  un  syslime  de  cercles  parallèles  au  plan  drs  :j- et  l«)ul  i\  fait 
analogue  au  premier.  Ceci  répond  à  la  troisième  parlie  de  l'énoncé. 

Oiiaiid  u  varie  de  0  il  tï,  le  cercle  (C)  varie  depuis  !<•  cercle  limite  x  =  rt,  jusqu  au  cercle  limite 
xr=  — f»,  en  restant  au-dessus  du  plan  des  n/.  Quand  »  varie  de  — ::  à  0,  on  obtient  les  cercles 
symétriques  de  ceux-ci  par  rapport  au  plan  des  xrj. 

Tout  ceci  est  rendu  évident  par  la  recherche  directe  de  la  représentation  paramétrijjue.  Consi- 
dérons le  cercle  (C)  dans  une  de  ses  positions  parallèles  au  plan  des  t/:;  appelons  C  son  centre,  CM  son 
rayon  courant  el  v  l'angle  de  CM  avec  Oj/,  le  plan  des  j/:  étant  orienté  de  0»/  vers  0:.  Les  coordonnées 
du  centre  C  sont  acos»,  0,  asinu,  puisque  le  rayon  est  constant  et  égal  à  a  el  que  le  point  de  la 
bissectrice  a  cosu,  n  cosm,  0,  est  sur  ce  cercle. 

Alors  les  coordonnées  du  point  M  sont 

x  =  flCOsu,  t/=:/icosw  et  7.  =  :,  H- rt  sinr  =  n(sinii -h  sini>). 

Nous  retrouvons  bien  ainsi  les  équations  (l)  el  nous  suivons  en  outre  le  déplacement  du  cercle  (C) 
comme  nous  l'avions  indiqué. 
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"2"  Nous  aurons  le  contour  apparent  sur  le  plan  de  xy,  en  annulant  /"z;  ceci  nous  donne 

42  (y 2  _,_  22 ._  x^)  —  8z  (a-  —  x-)  =  0, 
équation  qui  se  décompose  en  deux  : 

z  =  0  et  x^-\-y^-h'J  —  2a-  =  0. 

La  première  donne 

ce  sont  les  lignes  doubles  de  la  surface;  c'est  une  solution  impropre. 
La  deuxième,  combinée  aussi  avec  l'équation  (S),  donne 

nous  avons  déjà  les  deux  droites  j?^±a,  solutions  évidentes  qui  correspondent  aux  deux  cercles 
limites;  puis,  x'^-j-z^  —  a^  =  0,  qui,  avec  x^-{-y--\-Z'  —  2a*  =  0,  donne  y=±a,  droites  qui 
correspondent  aux  cercles  limites  du  second  système. 

Annulons  maintenant  /"=,  nous  obtiendrons  le  contour  apparent  sur  le  plan  des  xz;  or  ceci  nou& 
donne 

Ay{y^-^z^-x^-)  =  0, 

équation  qui  se  décompose  en  deux  :  ?/  =  0  et  ?/"-+- z'  —  x-  =  0.  La  deuxième,  combinée  avec  (S), 
donne 

z^O  et  x^-+-a; 

z  =  0  correspond  à  une  solution  impropre  constituée  par  les  lignes  doubles,  et  .r  =  ±a,  aux 
deux  cercles  limites  du  premier  système. 

La  première  équation,  y  =  0,  nous  donne  (z--f-a?-)-  —  4a^î^  =  0;  c'est  la  trace  de  la  surface 
sur  le  plan  des  zx;  elle  se  compose  de  deux  cercles  égaux  et  symétriques,  tangents  à  Ox  au  point  0.  et 
ayant  pour  rayon  a;  ce  sont  deux  cercles  du  second  système. 

Le  contour  apparent  sur  le  plan  des  yz  doit  être  tout  pareil,  et  s'obtient  en  annulant  f^.  Ceci  donne 

—  Ax{y'  -hz'-  —  x^)  -4-  Hxz-  =  0  ; 

cette  équation  se  décompose  en  deux  :  x=^0  et  x- -+- z-  —  y^  =  0.  La  première  donne  la  section 
par  le  plan  des  yz,  deux  cercles  du  premier  système;  la  deuxième,  avec  (S),  donne 

4z*  — 4z2(a^  — a?-2)  =  0, 

qui  se  décompose  en  z  =  0  et  x^-\-z'  =  a^.  La  droite  2  =  0  correspond  aux  lignes  doubles,  et 
x^-{-z'^  =  a^,  avec  x'^-hz^  =  y\  donne  les  deux  droites  y  =  ±a,  qui  correspondent  aux  cercles 
limites  du  second  système. 

Restent  à  étudier  les  sections  faites  parallèlement  aux  plans  de  coordonnées.  Pour  deux  d'entre 
eux,  ces  sections  sont  évidentes;  ce  sont  celles  faites  parallèlement  aux  plans  des  yz  et  des  zx;  chacune 
d'elles  se  compose  de  deux  cercles  du  premier  ou  du  second  système. 

Les  sections  parallèles  au  plan  des  xy  sont  de  vraies  courbes  du  quatrième  degré  qu'il  faut  étudier. 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  prévoir  leurs  formes  diverses  avec  ce  qui  a  été  vu  antérieurement  sur  la 
forme  de  la  surface.  Un  premier  point  évident  est  que  chacune  de  ces  courbes,  ou  plutôt  sa  projection 
sur  le  plan  des  xy,  a  quatre  axes  de  symétrie,  les  axes  de  coordonnées  et  les  deux  bissectrices.  Pour 
z  =  h=0,  la  courbe  s'aplatit  sur  les  deux  bissectrices,  qui  comptent  chacune  deux  fois  et  ne  sont 
acceptables  qu'entre    x=:  —  a    et    x^a.     Pour     :  =  A>0    et  très  petit,  la  courbe  se  rapproche 
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Fig.  I. 


beaucoup  des  deux  bissectrices  et  a  la  forme  ci-conire.  Quand  h  augmente,  les  sinuosités  s'atténuent 

et  la   courbe   se   rapproche    d'un   ovale.    Enfin,    pour     h  =  a,     la   courbe 

devient  un  ovale  inscrit  dans  un  carré.  Quand  h  croit  à  partir  de  a,  l'ovale 

diminue,  et  enfin,  pour     h  =  '2.n,     il  devient  nul,  et  disparait  ensuite. 

Pour  vérifier  tDiil  ceci,  faisons     z^h     et  étudions  réi[ualion  bicarrée 

en  y, 

y  V  _  2  (x2  —  A^)  y*  +  (x^  -h  h*Y  —  4a*A*  =  0. 

Supposons     h  <  a.     Les  coefficients  s'annulent  pour 

vSaA  —  A*  est  plus  grand  que  /*  et  plus  petit  que  «;  en  se  bornant  aux 
valeurs  positives,  on  voit  donc  que  les  droites  x  =  h,  x  =  \iah  —  h*  et  .i=0,  occupent  les 
positions  indiquées  sur  la  figure  2.  En  appliquant  le  théorème  de  Descartes,  on  "voit  que  la  droite 

x=k  n'intervient  pas  dans  la  séparation,  qu'entre  l'axe  des  y  et  la  droite 
x  =  }J^ah  —  A*,  il  y  a  une  racine  positive  et  une  négative,  et  qu'à  droite 
de  cette  dernière  parallèle  à  Oy,  il  y  a  0  ou  2  racines  positives.  Pour  achever 
la  discussion,  il  n'y  a  plus  qu'à  étudier  la  condition  de  réalité,  qui  est 

\aih-  —  ix-Zi*  >  0, 

et  qui  se  réduit  à  .r  <  a.  En  calculant  les  valeurs  de  y  pour  ^  =  0, 
x=:h,  X  =  yjiah  —  U^  et  x^a,  il  est  facile  alors  de  tracer  l'arc  du 
premier  quadrant,  et  il  n'y  a  plus  ensuite  qu'à  achever  la  courbe  par 
symétrie. 

Pour  h  =  a,  yi'iah  —  h*:=a,  et  les  deux  droites  xz=yj'iah  —  A*  et 
x  =  (i  coïncident,  la  sinuosité  disparait  et  la  courbe  se  réduit  à  un  ovale;  les  deux  axes  situés  sur 
Ox  et  Oy  ont  pour  longueur  commune  2a  et  ceux  situés  sur  les  bissectrices,     a  v'6. 

Quand  h  est  plus  grand  que  n,  l'équation  en  y*  a  une  racine  positive  quand  x  <  \'iah  —  A*,  et, 
plus  loin,  les  deux  racines  sont  négatives  ou  imaginaires.  La  courbe  est  donc  encore  un  ovale  ayant 
pour  longueur  daxe,  sur  Ox  et  sur  Oy,  2v-n/<  —  h-  <  "la.  Four  /j  =  2a,  l'ovale  devient  nul;  au- 
delà,  il  n'existe  plus. 

'.i"  La  troisième  partie  a  déjà  été  résolue,  dès  le  début  de  cette  question. 

4°  Les  paramètres  directeurs  des  cercles  M  sont  :  0,  — sinu,  cosu.  Ceux  des  cercles  i>,  — sinu, 
0,  cosu.  Chacun  de  ces  systèmes  est  d'ailleurs  un  système  de  cosinus  directeurs,  de  sorte  que  le  cosinus 
de  l'angle  des  deux  cercles  est  donné  par 

ces 0^  cosu  cosu. 

Ceci  est  la  relation  entre  u  et  u;  c'est  l'équation  de  la  représentation  plane  du  lieu.  En  tenant 
compte  des  équations  (1),  cette  relation  devient 

xy  =  a*cosO, 

et  la  courbe  cherchée  est  l'intersection  de  ce  cylindre  hyperbolique  avec  la  surface  (ï). 

5°  Soit  v=  ^{u)  l'équation  paraniétri(iue  de  la  trajectoire  orthogonale  du  système  »  =  C"";  les 
paramètres  de  cette  courbe  sont 

—  sinii. 
ceux  du  cercle  u, 

et  la  condition  d'orthognnalité  e«t 


0, 


—  i'  siny, 
—  sinu, 


cosu  -h  V  cosw; 
cosu, 


cosucosi;  =  0, 
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ou 


dv  ^ 

-j — h  cosM  cos  y  =  0, 
du 


dv 

cosw 


=  —  cosudu. 


L'intégration  est  immédiate  et  donne 

V 

1  étant  une  constante  arbitraire;  nous  en  tirons,  en  posant     t  =  ig^^ 

l-ht 


i  —t 


g/.— fiinu g'"'-' 


en  posant  encore    ^w  =  a  —  sinu;     par  conséquent, 


ailV 


1       e" 


giW  _,_    4  g!'     _^   g-W  ' 


f  =  th  ^/;, 


2< 


=  W\1io, 


et 


\  —  t^ 


Les  équations  des  trajectoires  orthogonales  des  cercles  u  sont  donc 

/  0?==  a  cos  M, 

\     ^ 

)  y      cti  (X  —  sinif)' 

[   z  =  asmu-\-aih{'k  —  sintt). 

6°  II  reste  maintenant  à  trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  S.  Nous  exprimerons,  pour 

cela,  que  le  plan  osculateur  à  Tune  de  ces  courbes  coïncide  avec  le  plan  tangent  au  point  (m,  y).  Soit, 

comme  précédemment,     v  =  (u{u)     l'équation  d'une  telle  courbe,  v'  et  u"  les  deux  premières  dérivées 

de  V  par  rapport  à  u,  x'  et  x'\  celles  de  x,  etc.  ;  il  nous  suffira  d'exprimer  que  les  directions  t',  y',  z'  et  x", 

y",  z"  sont  dans  le  plan  tangent;  or  la  première  y  est  déjà,  il  n'y  aura  à  tenir  compte  que  de  la  seconde. 

Nous  avons 

x' =:  —  asinu,  j/'  =  —  au' sin y,  z'  =  a(cosM-H  w'cosu), 

puis, 

x"  =  —  a  cosu,  y"  =  —  av"  sin  v  —  av''^  cosu,  z"  ^  a  ( —  sin  u  -f-  v"  cosw  —  v'^  sin  v)  ; 

d'autre  part,  le  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  mené  par  l'origine  est 


X 

y 

z 

0 

—  sinu 

cosu 

—  sin  M 

0 

cosu 

ou 


La  condition  est  donc 


ou 


=  0, 


+  sin  u  cos  KO? -h  sin  M  cosu  y -h  sinu  sin  u  2  =  0. 

x"  sinu  cosu  H- y"  sin  u  cosu-f-  z"  sinu  sinu  =  0, 

u''^  sinuH-sinu^O, 

dv    du 

v/sinu      v' — sinu 
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Pour  intégrer  celte  équalion  diirérenlielle,  nous  supposerons  que  u  el  v  sont  des  fondions  dune 
même  variable  /  définies  par  les  deux  équations  compatibles 

u'^  =  —  a'in  II.  ?•'-'  =  sinr. 

el  nous  poserons 

u-{-v  =  '/.,  M  —  »•  =  a, 

puis 


U'aulre  part, 


u    — v=    -sinu  —  sini», 


Aa  ^  —  ;:Jsm^cos'y. 


Mais  de     u'^  =  —  sinu.     i''-  =  sinr.     nous  déduisons 

2»/"  =  — cos>/,  2D''=:cosr, 


puis 


A  =  sin  ,  sin'., 


|i  =  — cos-,  cos'^,; 


il  11  V  a  plus  qu'à  diviser  par  /.  a'  pour  avoir 


^=^COl,^.A. 

I/inlégration  est  alors  immédiate  el  donne 

À'  =  Acos2,  u'  =  Bsin-', 

A  cl  li  sont  deux  constantes  arbitraires  dont  le  produit  doit  être  égal  à     —  '2. 
Happelons-nous  maintenant  (|ue 

"'-'  =  —  sin  H,  2M'  =  À'-f-|x', 

2u  =Aco8.  !   Bsin^. 

2m  =  A  cos     ^ h  H  sin  -^ —  ; 

nous  aunmsdc  suite  iu'S  c'est-à-dire     — 4sinM  : 


ou 


—  4sinu  =  A=^cos*      .      -h  H- sin*     v^ *  cos      .      sin  — ^  . 

\ï  B- 

—  4  sin»  =  Vf*  4-cos(u  —  «)1  -H  ^[1  —  cos(u  -h  y)]^2(sinH   I   sinr). 


2 

(»r     \-H'  =  4;     nous  pouvons  donc  poser     A*  =  ic«,     li*  =  'ie  \     el  nous  aurons  alors 
-2(sinw  — sinu)  =  e«[l  -4-cos(m  —  r)1-»-«»-«[l  —  cos(u-f-  r)], 
-ilsint-  -sinu)  =  2chaH- 2shxcosiicost'  f- 2chx  sinw  sini»: 
nous  avons  donc  linalemenl  la  relation  annoncée 

siiiw  —  sinu:=cl)x  1   !   sin  i/ sin  r)  F  shi  cosmcos  f. 
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Cette  relation  convient  au  cas  où  u  est  négatif  et  r,  positif.  Dans  l'autre  cas,  il  faut  changer  u  en 
u    et  y  en     — v    et  le  premier  membre  seul  cliange;  il  devient 


sinu  —  sini'. 
Bonnes  solutions  :  MM.  Jolly,  h  llonfleur  cl  G.  Lacii,  à  Douai. 


2238.  —  Soient  Oj7,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  C  une  courue  tracée  dans  l'angle 
positif  de  ces  axes.  On  désigne  par  P  le  pied  de  V  ordonnée  d'un  point  quelconque  M  de  celte  courbe,  par  T  le 
point  de  rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  Caxe  Ox  et  on  suppose  OT  >  UP. 

1°  Déterminer  les  courbes  C  pour  lesquelles  taire  comprise  entre  l'axe  Ox,  la  courbe  C,  taxe  Oy  et 
l'ordonnée  PM  est  égale  à  faire  du  triangle  PMT.  Construire  les  courbes  C. 

2"  Démontrer  que  les  deux  aires  précédentes  supposées  homogènes  ont  par  rapport  à  l'axe  0?/  drs 
moments  d'inertie  dont  le  rapport  est  constant  quel  que  soit  le  point  M  sur  une  quelconque  des  courbes  C. 

(Certificat  de  Malhémaliques  générâtes,  \ancy,  juillet  1912.) 

1.  Soit     y  =  f{x)     l'équation  de  la  courbe  C,  nous  supposons  que  rj  est  positif  pour  toute  valeur 

positive  de  x.  Dans  ce  cas,  Taire  comprise  entre  l'axe  Ox,   la  courbe  C, 


l'axe  Ov  et  l'ordonnée  PM  est  égale  à    /    ydx. 

D'autre   part,  Taire  du  triangle  PMT  est  égale  à 


PM  .  PT 

2 


PM   eï^t 


égal  à  y  et  comme     01  >  UP,     la  longueur  PT  est  égale  à  la  valeur  algé- 
brique    de    la   sous-tangente,    c'est-à-dire   à     — ^.     Par   suite,    Taire   du 


triangle  PMT  est  égale  à    —<^y->,     et  Ton  doit  avoir 


(l) 


£ydx  =  -^. 


Différenlions  cette  équation;  nous  obtenons 


1     2gy'-'  -  g">f- 

y--^2' — jp — ' 

ou,  en  divisant  par  g  et  en  chassant  le  dénominateur 

(2)  ^''  =  yy"- 

Toute  intégrale  de  l'équation  (1)  est  intégrale  de  Téquation  (2),  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 
Il  est  facile  d'avoir  l'intégrale  générale  de  (2)  :  en  effet,  celle  équation  peut  s'écrire 


elle  s'intègre  immédiatement  et  donne 


/  y     y 
y     y 


4L|»/|  =  L!î/!-L|C|;, 


ou 


y 

y*  =  ^ 


C 


ou  encore 


^  =  C, 

y 


c  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  intégrant  une  seconde  fois,  on  obtient 


l 


—  ^  —  Cx  -f-  C, 
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C  élanl  une  nouvelle  conslanle,  el  ceci  peut  s'écrire  sous  une  forme  plus  simple 

_i 

ij  =  {\x-h\t.)    *. 

Telle  esl  l'inlêgrale  générale  de  l'équalion  fT,  '/.  et  a  désignant  des  constantes  arbitraires. 

11  faut  inainlcnanl  examiner  si  celle  valeur  de  7  vérilie  l'équalion  (1  .  Remplaçons  y  par    (Xx-f-u.)    ' 

dans  l'équation  (I);  le  premier  membre  s'écrit 

«  t 

el  le  second 

i  4  , 

_   !/'  _  (ÀJ-hfi)    »       _3(/.j-hj*)^ 

l'our  que  ces  deux  membres  soient  égaux  quel  que  soit  j,  il  faut  que  a  soit  nul. 

(Jn  en  comluL  (jue  Luutes  les  fonctions  y  qui  vérilient  l'équation  (1)  sont  de  la  forme  j/  =  (Xt)~«, 
ce  qu'on  peut  encore  écrire 

y  =  flx~»' 
a  désignant  une  constante  arbitraire  qu'on  doit  siipposer  positive. 

La  construction  de  la  courbe  C  ne  présente  aucune  difliculté;  quand  .r  croit  de  0  à  -h  x  ,  ;/  décroit 
de     -f  00      ii  t),  on  a  la  forme  de  courbe  indiquée  plus  haut. 

2.  Pour  évaluer  le  moment  d'inertie  de  l'aire  Oj/Ml*  par  rapport  à  Oy,  nous  décomposons  cette 
aire  en  trapèzes  mixtilignes  infiniment  petits  par  des  parallèles  à  O7,  el  nous  remplaçons  chaque  tra- 
pèze par  un  rectangle,  dont  l'aire  esl  ydx. 

Le  moment  d'inertie  du  rectangle  esl  x*ydx,  en  supposant  (lue  la  densité  superficielle  soit  égale 

x*ydx,  h  désignant  l'abscisse  du  point  M. 


r 

Itemplaçotis  y  par  sa  valeur  ojt"»;  nous  avons 

fil  ,»A       s  3         " 

/    x-ydx  =  n    I    x^dx:=  r,ah^- 


D'autre  part,  la  tangente  au  point  M  a  pour  équation 

1 

3 


-'  1      -* 

y  —  ah    •«=:  —  ..ah    ^{x  —  h). 


ou 

(3)  y  =  ^«/'    '  \h  —  x). 

Ceci   nous  monlrf   que  l'abscisse  du  point  i  est  égale  à  \h,  et  par  buile  le  moment  d'inertie  de 

fil) 
l'aire  PMT  esl    |      x'^ydx,  ou  t/  a  la  valeur  (3),  c  est-à-dire 


%/i-î  /     x^\h  —  x)dx  ou  :,ah    3jiqf:_£. 


On  trouve  ainsi      "   "A  '• 


I 


Le  rapport  des  deux  moments  d'inertie  est  alors 


1    est  constant  et  indépendant  du  point  M. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Jean  Dklauk;  0.  Lach;  .M.  Mazict. 


L.  JULLY,  à  Honneur. 
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Concours  d'admission  à  lécole  supérieure  des  miaes  en  1914. 

2247.  —  Un  liquide  est  enfermé  dans  une  longue  éprouvette  cylindrique  en  verre,  qui  est  portée 

successivement  à  0"  et  à  100"  et  sur  laquelle  sont  tracés  deux  traits  de  repère  A  et  B.  Sachant  que 

B      la  colonne  liquide  a  une  longueur  de  100'='"  à  0"  et  de  lOS"""  à  100°,  que  la  distance  entre  les  deux 

traits  de  repère  k  et  B  est  de  lOO"""  à  0"  et  de   100'°, 1  à  100",  on  demande  quelle  est  la  valeur 

moyenne  entre  0°  et  100"  .• 

1"  du  coefficient  de  dilatation  linéaire  du  verre; 
2"  du  coefficient  de  dilatation  du  liquide; 
3"  du  coefficient  de  dilatation  apparente  du  liquide  dans  le  verre,  tel  quon  ^observerait  si  l'éprou- 
vette  était  graduée. 

On  fera  les  approximations  habituelles,  c'est-à-dire  que  les  dilatations  seront  considérées  comme  des 
quantités  très  petites  dont  on  peut  négliger  le  carré. 

1°  La  distance  des  deux  traits  ayant  augmenté  de  O*"",!  pour  un  écart  initial  de  100""  et  pour  une 
élévation  de  température  de  100",  le  coefficient  de  dilatation  linéaire  du  verre  est 

À  =  0,00001. 

2"  Si  «0  est  la  section  de  l'éprouvette  à  0°,  le  volume  du  liquide  à  0"  est  100^  A  100",  la  section 
est  devenue    5^(1 -I-200X),     la  longueur  occupée  par  le  liquide,   105,  donc  le  volume  de  celui-ci 

105So(lH-200X).     Le    coefficient   de    dilatation   du   liquide,   dont   l'expression   général*  est      ^  ^  % 

est  donc 

_  105s„(l  +  200X)  — IOOsq  _  5  +  105  X  0,002  _  ^  ^^.g, 
^—  10  000^0  "~  10  000  —  ",wwwo-i- 

3"  Le  coefficient  de  dilatation  apparente  y  du  liquide  est  la  différence  entre  le  coefficient  de  dilata- 
tion réelle  c  et  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du  verre  qui  est  égal  à  3X.  Donc 

Y  =  0,000521  —  0,00003  =  0,000491. 
Solutions  exactes  de  MM.  E.  Dumaine,  à  Saint-Étienne  et  M.  Mazet,  à  Alger. 


2248.  ^  Un  récipient  cylindrique  fermé,  dans  lequel  on  a  fait  le  vide,  est  maintenu  à  la  température 

constante  de  100".  //  est  divisé  en  deux  compartiments  par  un  piston 
mobile  P  et  il  est  muni  à  ses  deux  extrémités  de  deux  7'obinets  à  enton- 
noir A  et  B.  On  introduit  dans  ce  cylindre  0''*?,2  d'eau  par  le  robinet  A 
et  2''e  d'eau  par  le  robinet  B. 

On  demande  quel  est  Veffort  qui  s'exerce  sur  le  piston  P  ; 
1°  Lorsque  celui-ci  est  maintenu  au  milieu  du  cylindre  ; 
^^  ^  2"  Dans  les  diverses  autres  positions  quil  peut  occuper  dans  le 

cylindre. 
Longueur  du  cylindre  :  2™.  Section  :  1™^.  Épaisseur  du  piston  P  négligeable.  La  densité  de  la  vapeur 
d'eau  sera  prise  égale  à  0,62  et  considérée  comme  constante. 

Quand  le  volume  d'un  compartiment  devient  inférieur  au  volume  que  possède,  à  l'étal  de  vapeur 
saturante,  l'eau  qui  s'y  trouve,  celle-ci  se  condense  partiellement  et  la  pression  dans  ce  compartiment 
reste  égale  à  une  atmosphère. 


Ki'i 
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Calculons  en  parli(Milier  le  volume  V  de  'l^i^  de  vapeur  saUirant  •  à  100".  i.a  pression  est  dune 
alrnosplière  cl  la  rclalion  connue  enlre  le  poids  <'t  le  volume  d'un  ga/.  donne  ici,V  étant  évalué  en 
mètres  ciihes, 


:2=\  X0,liix  1,293  X 


27.} 


d'oti 


v  =  :i.4i. 


Ce  résultai  moulre  qiir,  dans  le  compartimeul  de  droite,  la  vapeur  >era  toujours  en  contact  avec 
un  excès  de  liquide  et  que  la  pression  y  sera  toujours  d'une  atmosphère. 

Éludions  la  pression  dans  le  compartiment  de  gauche.  Le  volume  de  0''*-',2  de  vapeur  saturante  est 

_V  =  0,.'{4I;  donc,  quand  le  piston  sera  distani   de  lextrémité  de  gauclie  de  moins  d«'  0"',.'ni,   la 
10 

pression  sera  d'une  atmosphère  de  chaque  côté  et  le  piston  sera  en  équilibre  indillerent. 

Supposons  maintenant  h'  piston  à  une  distance;  quelconque  i.  supérieure  à  O^.-'iil,  de  l'extrémité 
de  gauche  du  cylindre.  La  pression  p,  évaluée  en  atmosphères,  de  O^*',"!  de  vapeur,  sera  donnée  par 
l'équation 


d'oii 


0,2  =  TX 0,62  >   1 ,293  X /) X |^| 
p  =  0,341*. 


Ueprésenlons  par  CI)  la  longueur  du  cylindn-  ri  devons  en  chaque  point  une  ordonnée  ligurant  la 
pression  dans  \r  compartiment  de  gauche.  CK  représentant  une  atmosphère,  l'ordonnée  reste  égale  à 

CI' jusqu'au  point  K  tel  que 

CE  =  0.3il; 

puis  le  poinl  liguratif  décrit  l'hyperbole  ;)j  =  0,341 .  .\u  milieu  M, 

.1=1  el  ;j  =  0,341. 

K      A  rextrémité  l), 

x  =  2  et  />  =  0,17. 

F/efforl  demande  correspond  à  la  dilVérence  enlre  l'ordonnée  de  la  droite  KG  el  l'ordonnée  de 
l'hyperbole  011  K.  La  force  produite  par  une  atmosphère  sur  une  surface  d'un  mètre  carré  est  de 
l0  340-«.  Au  milieu  du  cylindre,  lelTorl  sera  de  (1  —  0,341  )x  10  340=.  (iWX)''»'  environ. 


2249.  On  (hssiiul  ddiis  iiu  rjrrs  d'acide  r/ilorfnidrique  élfudu  loir  crnlaine  de  yravitnes  de  fer.  Le 
lii/iiide  A  ainsi  obtenu  est  introduit  dans  un  ballon  portant  d'une  part  nn  entonnoir  à  robinet  el,  d'autie 
part,  un  tube  à  déyaipment  aboutissant  à  une  éprouvette  graduée  /  lacée  sur  /V«m. 

On  diss(ntt  enfin  dans  une  faible  rpiantitc  d'eau  i)-,'ll\  d'azotate  de  potassium,  ce  ijui  donne  un  liquide  IL 

a)  On  fait  bouillir  le  liquide  \  de  façon  à  chasser  l'nir  mntenu  dans  le  ballon,  puis,  maintenant 
toujinn-s  VébulUtion,  on  introduit  rapidement  dans  le  ballon,  par  l'entonnoir  à  robinet,  le  liquide  H. 

On  recueillr  an  gaz  G  dont  on  mesure  le  volume  V,  n/n-i-s  transport  sur  la  cuve  t)  eau. 

b)  Le  gaz  C  ai/ant  été  desséché,  on  en  prèlère  25'"'.  mesurés  à  la  pression  atmosphérique  sur  te 
mercure,  rt  on  transvase  ce  gaz  dans  la  cloche  courbe  sur  le  mercure.  Puis  on  chauffe  à  son  contact  un 
morceau  de  sulfure  de  banjum.  Après  refroidissmienl.  /<•  résidu  gazeux  1)  est  transvasé  sur  le  mercure 
dans  une  éprouvette  graduée,  et  l'on  mesure  t)  la  pre.ssion  atmosphérique  son  volume  \ ^.  On  demande  : 

1"  La  nature  des  deux  gaz  C  et  !>,• 

2"  Les  volunu's  V,  et  V,. 

Données   numériques.  Température  du  lubm-atoire  :   \:V  .  l'ressmn  barométrique  :  770""".   7 ension 


EXAMENS  ORAUX   (ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  1919)  165 

maximum  de  la  vapeur  d' eau  à  15°;  12"™, 7.  Poids  moléculaire  de  l'azotate  de  potassium:  lOlfe'.  On  négligera 
la  solubilité  du  gaz  C. 

Le  fer  est  transformé  par  l'acide  chlorhydrique  en  chlorure  ferreux  conformément  à  l'équation 

2HCI  +  Fe  =  H-  +  FeCl-. 

Ce  sel  donne  ensuite  avec  Tazotate  de  potassium  la  réaction 

2AzO'K  -h  6FeCr^  -t-  8HCI  =  2ÂzO  +  SFe^Cl"  +  2KCI  -+-  4H^0, 

et  le  gaz  C  est  du  bioxyde  d'azote.  Le  fer  étant  évidemment  en  excès,  tout  l'azotate  de  potassium  enlre 
en  réaction  et  le  nombre  des  millimolécules  de  bioxyde  d'azote  est  le  même  que  celui  des  millimolé- 
cules  d'azotate.  Ce  nombre  x  est  tel  que  l'on  ait 

101.r  =  250,  d'où  x  =  ^=z2Alo. 

Le  volume  de  x  molécules  de  gaz  serait,  dans  les  conditions  normales,  a"X22'""\4.  Sur  la  cuve  à 
eau,  où  la  température  est  de  15"  et  la  pression  du  gaz  seul  égale  à  770 —  12,7  =  757,3,  le  volume 
est 

V,  =  X  X -22,4  X  (l  +  Jfa)  X  =g|  =  58,7. 

Le  sulfure  de  baryum  décompose  le  bioxyde  d'azote,  fixe  l'oxygène  et  laisse  un  résidu  d'azote  dont 
le  volume  est,  dans  les  mêmes  conditions,  la  moitié  du  volume  du  bioxyde.  Or  les  mesures  ont  été 
faites  toutes  deux  sur  un  gaz  sec  et  à  la  pression  atmosphérique;  le  volume  du  résidu  est  donc     V^=  12,5. 


-♦- 
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10242.  —  Ombres  à  43"  d'un  système  de  deux,  cônes  ayant  le  même  sommet.  L'un  des  axes  est  vertical,  l'autre 
parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  les  demi-angles  au  sommet  valent  45°.  En  outre,  les  cônes  sont  limités  par  des  sections 
équidistantes  des  sommets. 

—  243.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  frontale  F  tournant  autour  d'un  axe 
vertical  A  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  ayant  [lour  génératrices  F  et  A.  Solution  analy- 
tique. 

—  244.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  d'axe  vertical  et  dont  les  génératrices  font  45"  .-ivec 
l'axe.  On  fait  tourner  une  génératrice  de  front  autour  d'un  axe  vertical  qui  la  rencontre  et  qui  est  situé  dans  le  plan  de 
profil  de  l'axe  de  l'hyperboloide.  Intersection  du  cône  et  de  l'hyperboloïde. 

—  245.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  trois  horizontales  de  cotes  D.  1,2  et  dont  les  projec- 
tions forment  un  triangle  équilatéral.  Construire  le  sommet. 

—  246.  —  Ombre  au  soleil  de  l'hyperboloïde  engendré  par  une  horizontale  tournant  autour  d'une  frontale. 

_  247.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  langent  au  plan  horizontal  et  une  sphère  tangente  au  même  plan, 
en  un  jtoinl  de  la  génératrice  de  contact  du  cylindre.  Le  rayon  de  la  sphère  est  égal  au  diamètre  du  cylindre.  Délerminer 
l'intersection  des  deux  surfaces.  Étude  analytique. 

—  248.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'une  sphère  bitangenle. 

—  249.  —  On  considère  la  surface  gauche  engendrée  par  une  horizontale  en  tournant  autour  d'une  frontale;  trouver 
les  contours  apparents  de  la  surface. 

—  250.  —  On  donne  deux  droites  (A,  A'),  (B,  B)  qui  se  coupent  an  point  (o,  o  )  et  un  point  (c,  c')  situé  dans  le  plan 
de  prolil  di.  point  (o,  o).  Trouver  le  sommet  du  paraboloïde  hyperboliiiue  assujetti  à  passer  par  les  droites  données  cl  l.- 
point  (c,  c')  et  à  avoir  ses  plans  directeurs  perpendiculaires  aux  plans  de  projection. 

—  251.  —  Mener  à  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  des  plans  tangents  par  une  droite 
horizontal»'  quelconque. 
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—  252.  —  On  considère  un  paraboloïrie  ayant  pour  [)l.ins  directeurs  les  plan»  de  projection;  on  donne  le  sommet 
et  un  point.  Li  surface  est-elle  déterminée*  Trouver  l'inlericction  du  piraboloide  et  de  la  sphère  qui  a  pour  centre  le 
sommet  et  qui  passe  par  le  point  donné. 

—  253.  —  On  donne  un  liyperboloîde  de  révolution  délini  par  un  axe  vertical  et  une  génératrice  quelconque.  Mener 
par  cette  génératrice  un  plan  tangent  situé  à  une  distance  donnée  d'un  point  donné.  Déterminer  le  point  de  contact. 

—  254.  —  On  donne  un  cercle  par  son  plan,  son  cenire  et  son  rayon.  On  le  fait  tourner  autour  d'un  axe  vertical. 
Trouver  le  contour  apparent  verlicil.  Htuile  analytique. 

—  255.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  dans  le  plan  de  cote  zéro.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cônes  dont  les  som» 
mets,  de  cotes  5  et  10,  se  projettent  horizontalement  au  milifu  de  la  ligne  des  centres.  Intersection  des  deux  cônes. 

—  256.  -  On  donne  un  plan  de  bout  et  une  droite.  Lieu  des  points  équidistants  de  la  droite  eldu  plan.  Construire 
points  par  points. 

—  257.  —  On  donne  un  cylindre  «le  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  un  cône  de  révolution 
dont  l'axe  est  vertical  et  dont  le  sommjtest  situé  sur  l'axe  du  cylindre.  Intersection  des  deux  surfaces.  Nature  des  pro- 
jections. 

—  258.  —  Interseclioii  de  deux  cones  ayant  |>oiir  biM's  «les  cercles  dans  le  plin  horizontal  et  tels  que  la  droite 
joignant  les  sommets  passe  par  l'un  des  centres  d'homothétie  îles  deux  cercles. 

—  259.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  d'un  CNlindre  de  révolution 
dont  l'axe  est  horizontal. 

—  260.  -  On  donne  un  paraboloïcle  hyperbolique  à  |»laii  directeur  horizontal.  On  prend  un  point  sur  la  surface  et 
par  ce  point  on  mène  une  droite  quelconque.  .Mener  par  cette  droite  des  pians  tangents  à  la  surface. 

—  261.  —  On  considère  deux  cônes  ayant  pour  bases  des  cercles  égaux  situés  dans  des  plans  horizontaux.  Le  som- 
met de  chacun  d'eux  est  le  centre  de  la  base  de  l'autre.  Intersection  des  deux  cônes. 


Vi.     -  Cinématique. 

—  262.  —  Étudier  le  mouvement    j  =  1 -»- 3  sin/ —  cos/.    y  =  2 -t- sin< -f- 2  cos/,    z  =  \  +  2  aint  —  cost. 

—  263.  —  On  donne  un  point  lixe  0  dans  un  plan.  Un  point  .M  se  déplace  dans  le  plan  de  façon  que  sa  vitesse  soit 
proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  distance  OM.  Kludier  le  mouvement. 

—  264.  —  On  donne  un  cercle  et  une  tangente  lixi'  T.  Un  point  M  se  d.'plar-'  sur  le  cercle  de  façon  que  l'extrcmile 
du  vecteur  vitesse  soit  constamment  sur  la  droite  T.  Trouver  le  lieu  île  l'extrémité  du  vecteur  accélération. 

—  265.  —  Trouver  l'hodographe  du  mouvement  d'un  point  se  déplaçant  sur  une  parabole  d*^  manière  que  la  vitesse 
aréolaire  par  rajiport  au  foyer  soit  constante. 

—  266.  —  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  un  cercle,  sachant  que  l'accélération  fait  un  angle  conslanl  avec 
la  vitesse. 

—  267.  —  Ville  ellipse  est  parcourue  par  un  point  mahile  avec  une  vitesse  constante  v.  Déterminer  l'accélération. 

—  268.  —  Déduire  le  diagramme  des  vitesses  du  diagramme  des  accéli'-rations  tangenticlles. 

—  269.  —  Un  point  se  meut  sur  un  cercle,  de  façon  que  l'hodographe  soit  le  cercle  obtenu  en  fais.ml  tourner  le 
premier  de  "  autour  de  l'extrémité  du  rayon  horizontal  OA.  Déterminer  le  mouvement. 

270.  —  In  point  se  déplace  sur  un  cercle  de  f  içoii  .|iii'  l'accélération  soit  proportionnelle  .i  la  vitesse.  Loi  du 
mouvement. 

271.  —  Un  point  décrit  la  cardioïde  p  =  a(l -f- cosw)  suivant  la  loi  des  aires;  trouver  les  coin|>osanles  de  la 
vitesse  et  de  l'accélération. 

—  272.  —  Un  point  décrit  un  cercle  de  façon  que  l'accélération  passe  par  un  point  (Ixe.  Trouver  l'hodographe  du 

inouvenieii'. 

—  273.  —   l'n   iioint   décrit  la  courbe    s  =  ; ^ suivant  la  loi   des  aires.  Trouver  l'hodographe  du  mouve- 

'  '^  1   -f-  «  COS  II) 

nient. 

274.  -  Soient  ()  cl  M  deux  p.iinls  diamétralement  opposés  d'un  cercle.  Le  cercle  tourne  autour  du  point  O 
avec  une  vitesse  angulaire  constante  m,  et  le  pr)int  .M  s  •  déplace  sur  le  cercle  en  sens  contraire  avec  la  vitesse  angu- 
laire 2i.>.  Ktiidier  le  mouvement  du  point  M. 

{Fin.) 
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DEUXIEME    PARTIE 


ALGEBRE 


2215.  —  Montrer  que  Véqualion  de  la  courbe 

1  1  1 

x'i  ~\-  y''  =  a^ 
■devient,  en  se  débarrassant  des  radicaux, 

(x  4-  t/  —  a)*  +  62oaa?î/ [x'^  -h  if-  -+■  a'- —  Sxij  4-  3a (a:  -t-  y)]  =  0. 
La  construire. 

il  i 

Posons  x^=u,  y^=u,  a^=b, 

•ou  x  =  u^,  y=v^,  ^a  =  b^. 

L'équation  donnée  s'écrit 

u-hv=zb. 

Élevons  à  la  cinquième  puissance,  nous  avons  successivement 

u^  -+-  5m*u  h-  lOu^v^  -h  iOu-v^  -+-  $uv^  4-  u^  ^  è*, 

u^~hv^      -+-  5uu  {u^  H-  Su^u     -+-  2My2  -+-  v^)  =  b^, 
u^  H-  ys      _|_  5,^y  ^j^  _|_  y^  (^.^^2     _^  ^y     _^  y2^  __  ^5^ 

•ou 

^  -f-t/  —  a  =  —  ouv{u-\-v)  [{u-\-vf  —  mu]. 

Remplaçons     m  +  u     par  ^,  nous  obtenons 

(1)  ^-^y  —  «  =  —  56«y(62  —  uv), 

et  en  élevant  à  la  cinquième  puissance,  nous  avons 

{x-i-y  —  aY  =  —  ^^axy (ô'"  —  56»uu 4-  iObVv^  —  1  Oô^m'u^ _^ 5é2^4y« _  j^s^b^^ 
ou 

{x^y  —  aY  =  —  o^axy  [a-  —  xy  —  Wuv{b^  —  ^b^uv  4-  2ô-Vy2—  mV)], 
ou  encore 

(x  4-  y  —  a)^  =  —  o-^  aa?j/  [a^  —  a^y  —  Sô^uu  (^»2  _  uv)  {b''  —  b^uv  4-  m*u«)]. 

Remplaçons   dans  le  crochet  du  second  membre  le  produit    — ^buv{b^—uv)    par  sa  valeur 
ar  4-  y  —  a    déduite  de  l'égalité  (1);  nous  avons 

{x-hy  —  ay  =  —  ^^axy  [a^  — xy -h  b{x-^y —  a)  (6*  —  b^uv  4-  uH% 
ou 

{x-^y  —  af  =  —  ^D^axy  [a^  —  xy  -h  a{x  -h  y  —  a)  —  buv {b^  —  uv){x-]-y  —  a)], 

ou,  encore,  en  faisant  la  même  substitution, 

{x-^y  —  af  =  --  ^'axy  ^a^  —  xy  -ha{x -hy  —  a)  -h  i^^-±JL=lÉl'] . 

L'équation  est  alors  rationnelle  et  peut  s'écrire 

{x-+-y  —  a-Y  4-  625aa:y  [a?«  4-  y ^  4-  «2  _  3^,^  _^_  3^ (^  _^_  y^-^  _  q 

Mais  pour  construire  la  courbe,  il  est  préférable  d'utiliser  l'équation  irrationnelle  donnée. 
Comme  cette  équation  est  symétrique  par  rapport  à  x  et  y,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à 
la  première  bissectrice  des  axes  des  coordonnées     (x— j/  =  0).     Elle  rencontre  cette  bissectrice  au 


point  A,  qui  a  pour  coordonnées     x^y=: 


a 
32" 


lOK 
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Pour  construire  la  courbe,  nous  résolvons  ré<juation  par  rapport  à  7  : 

nous  faisons  varier  .r  de  .^  à    -h  x     (en  supposant    o  >  0),    nous  construisons  la  brandie  de  courbe 

correspondante,  puis  nous  prenons  la  syniélrii|iic  de  celte  brancbe 
par  rapport  à  la  première  bissectrice. 

La  fonction  7  est  continue  pour  toute  Vt  leur  de  x:  quand  j  croit 

de  .|^-  à     -h  X  ,      7  décroît  de  ..^  à     — x,     en  s'annulaul  pour 

x=ia.  Nous  obtenons  ainsi  l'arc  de  courbe  AHL  qui  rencontre  (>j  au 
point  B. 

La  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est 


£=-("'--)>'=-(ir^ 


ceci   npus   nionlre   qu'au   point   A   la   tangente  est   perpendiculaire 
à  OA,  et  qu'au  point  \i  la  tangente  est  Ox.  On  en  conclut  i|ue  le 
point  B  est  un  point  d'inflexion, 
l'éludions  maintenani   la  brandie  infinie.   Nous  avons 


?/_ 


=i(:)" 


1 


par  suite,  quand  ./•  augmente  indélininiGnl,    '-  a  pour  limite     —  1  :     donc  la  direction  asymptotique  est 

paiallèle  à  la  seconde  bissectrice  des  axes.  D'autre  pari,  en  développant     \a'->  —  j»)       par  la  formule 

du  binôme,  on  voit  aisément  que     .7"+"*^     ^'st  inlini  pour  ./•  inllni:  par  suite,  la  branche  de  courbe  .\HL 

est  paraboli(|ue  dans  la  direction  perpendiculaire  à  O.A. 

Il  n'y  a  plus  (ju'ii  achever  par  symétrie  pour  avoir  toute  la  courbe. 

!..  SI. M  UN,  a  FourniifS. 

Hiiiiiips  solulions  par  MM.  Kiiiile  Di(».\.  croie  luirii  a!»-  île  Sainl-Cloud  :  T«n'iN,  a  Grantivilliers. 


c.Kd.MKïmi:  WAJ.YTiori': 


2224.  —  lin  considi.-re  r ellipse 


n'        fr 


l.ii  pitlnire  il'un  jininl  M  rrurunti-t-  Irx  nifi  ,  ,1  |»  r/  (j  «■/  lu  pci'itcndiculaii'c  abaissée  de  M  sur  \*()  tu 
V  et  Q  . 

1"  »S/  M  dérrit  lu  pnrnhole 

y*  =  ipx  -f-  7, 
hi  droite  FQ  rnvelnppr  une  runuiue. 

ii"   /hin.s  ht   ini'me  ht/pothèse,   trouver  l'enreluppe  de  la  droite   F\)';  construire  celle  enveloppr  eu 

supptisdiil     7  >  0,     puis     7  <  0.     I)ans  quel  eus  n-i-on  une  conique? 

1.  Soient  .r^,  »/„  les  coordonnées  du  point  .M;  nous  avons 
(•)  yl  =  'ipx^-hq. 
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La  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  l'ellipse  a  pour  équation 

ou,  en  remplaçant  j?„  par  sa  valeur     ^~ — -     tirée  de  la  relation  (1), 

ip 

(2)  b'x{yl  -  9)  +  '^pàhjy^  -  <ipa'b^  =:  0. 

Comme  cette  éqilation  renferme  le  paramètre  y^  au  second  degré,  on  en  conclut  que  la  polaire  du 
point  M  enveloppe  une  courbe  de  deuxième  classe,  et  pour  avoir  l'équation  de  cette  conique,  il  suffit 
d'écrire  que  l'équation  (2)  admet  une  racine  double  en  y^.  Ceci  nous  donne 

b^qx-  -+-  p^a'^y^  H-  'ipa-b''x  =  0. 

Celte  équation  représente  une  conique  ayant  pour  axe  Ox  et  dont  l'un  des  snmmels  est  à  l'origine. 
Cette  conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  q  est  positif,  néj^'atif  ou  nul. 
Cette  conique  est  d'ailleurs  la  polaire  réciproque  de  la  parabole     »/2  =  2/^ r -h //     par  rapport  à 
l'ellipse  donnée. 

2.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  sa  polaire  par  rapport  à  l'ellipse  a  pour  équation 

x  —  Xo_y~  y„ 
a'  ^ 

'2  ♦ 

OU,  en  remplaçant  encore  x^  par     ~ — -, 

(3)  ^pa'y,x-bHyt-q)y-chj,{yl-q)  =  i),  .  (D) 

en  posant  comme  d'habitude    c-^a-  —  b-. 

Gomme  l'équation  (3)  renferme  y^  au  troisième  degré,  on  en  conclut  que  la  droite  (D)  représentée 
par  cette  équation  enveloppe  une  courbe  de  troisième  classe. 

On  peut  former  l'équation  de  cette  courbe  en  écrivant  que  l'équation  (4)  a  une  racine  double  on  7,,; 
■on  obtient  une  équation  du  quatrième  degré  par  rapport  a.  x  el  y,  dont  la  discussion  est  assez  pénible. 

Il  est  préférable,  pour  construire  l'enveloppe,  de  chercher  les  coordonnées  d'un  point  de  cette 
courbe  en  fonction  du  paramètre  j/q. 

Pour  cela,  dérivons  l'équation  (3)  par  rapport  à  y^,  nous  avons 

(4)  <^pa'x  -  Wy,ij  -  c^ (3./G  -  </)  =  «• 

Le  point  limite  de  la  droite  (D)  est  détini  par  les  équations  (3)  et  [\)\  en  les  résolvant  par  rap[)orl 
à  a?  et  j/,  nous  avons 

^pa'-      yl-hq  '  "'  b'    yl-hq 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe;  elles  représentent  une  courbe  unicursale  du 
({uatrième  degré;  nous  allons  en  déduire  la  forme  de  la  courbe. 
PRliMlER  CAS.      7  >  0. 
Posons     7  =  /'-,     et     y^=th,     les  éciuations  deviennent 

'^  ~~      '-Ipa'  '    <2  -+-  1    '  ^  ~        b'    -  l'-hi' 
ou,  en  posant 

cVi^  _  2c V/  _ 

2/;a^~'''  6-   — '^' 

{l'  —  iY  „     P 


no 
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En  calculant  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  /,  nous  obtenons 


dx  _  2^(r-— l)(<--h3)  ^ 


dt—     P-  (r--hi)*' 


et  par  suite,  la  pente  de  la  tangente  est 


Comme  vérilication,  on  peut  remarquer  que  cette  quantité  est  égale  à  la  pente  de  la  droite  (3). 

Quand  on  change  /  en  —  ^  x  ne  change  pas  et  7  change  de  signe,  en  conservant  la  même  valeur 
absolue;  on  en  conclut  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox.  Il  suffira  de  faire  varier  /  par 
vah'urs  positives,  et  d'achever  par  symétrie. 

Nous  supposerons  a  et  ft  positifs. 

dx 
Quand  l  croit  de  0  à    H-  x  ,     x  et  y  varient  d'une  manière  continue;  ^  est  de  signe  contraire  à 

[i —  1     et  —  est  toujours  négatif.  .Nous  avons  le  tableau  de  variations  suivant  : 


/ 

0 

1 

-hx 

X 

—  a 

/^ 

0 

\ 

—  X 

y 

0 

\ 

2 

\ 

—  X 

et  l'arc  de  courbe  ABC. 

La  tangente  au  point  A     (/  =  (»)     est  Ox;  la  tangente  au  point  B     (/=!) 

est  O7. 

D'autre  part,  nous  avons    'j.  =  ^'  ni_  if     Ouaod  /  croit  indéfiniment,  ^  a 

pour  limite  zéro;  donc  la  branche  infinie  de  courbe  BC  est  parabolique  dans  la 
direction  Ox. 
II  n'y  a  plus  qu'à  dessiner  la  branche  de  courbe  AB'C,  symétrique  de  ABC  par  rapport  à  0.r  pour 

avoir  toute  l'enveloppe. 
Dkuxikmk  cas.     7  <  0. 

Nous  poserons  celle  fois     7  =  — /^^     ^0="'.     -2]^^  =  »'     "15^==^'     et  nous  aurons 


(t'-hl)* 


X  =  —  «  -^j  _  I    1 


dx 
dt 


2<(/^-t- !)(<'  — 3) 


tHt*  —  :i) 


(<«-l)«' 


4^_P       2 

3x~«f(7«H-l)' 


/x    dx 


Dans  ce  cas,  quand  /  croit  de  0  à     -h  x  ,     x  et  y  sont  discontinues  pour     t=i,     et '^^-,  J  ont  le 


signe  de     —  {t*  —  3). 

On  en  déduit  les  variations  suivantes  : 


X 


y 


0 

\ 

1 

V3 

-h« 

a 

y 

-f* 

—  x 

/ 

—  H« 

\ 

—  X 

0 

/ 

-f-    OD 

—    X 

/ 

•4 

\ 

—  X 
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Nous  obtenons  ainsi  les  branches  de  courbe  AB,  CD,  DE.  Au  point  A    (i  =  0),     la  tangente  est  Ox- 

Comme,  pour    t=zs!s,      -ji  ^^  -rj  sont  nulles,  le  point  D 

(cii€f  jcndi  cl  est  vn  point  de  rebroussement.   Ses  cor- 

données  sont     j?=z  —  8a,     1/=: 9-5     6t  la  tangente  a 


>N 

^ 

^ 

y 

k 

• 

0 

'G 

E 

P 

=^1) 

B. 


pour  pente  -  --V' 

a      o 

On  voit,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  branche 
infinie  DE,  correspondant  à  /  infini,  est  parabolique  dans 
la  direction  Oa^-. 

Étudions  maintenant  les  branches  infinies  AB  et  DC  qui 
correspondent  aux  valeurs  de  i  voisines  de  1. 


C 


X 


Nous  avons      -  =  -  •  r,.,   ,    . x,  ;     quand    t  tend   vers  1, 

a  pour  limite  -7-^ .  Donc  la  direction  asymptotique  a  pour 
4a 


pente  7^.  Cherchons  la  limite  de     v  —  -i—x.     Nous  avons 


4c 


3<3 


^«^+1)^_         P 


ou,  en  divisant  haut  et  bas  par     /  —  1, 

(5) 


[(i^  4- 1)2 -4/'], 


y       4a^~  4(i4-l) 


Quand  <  tend  vers  1,  le  second  membre  a  pour  limite    —  |  ;     donc,  l'équation  de  Tasymptole  est 


(6) 


^        4x^~       2 


Cette  droite    rencontre  Ox  au  point   F  qui  a  pour  abscisse  2a,  et  Oy  au  point  G  qui  a  pour 
ordonnée    — |- 

Pour  avoir  la  position  de  la  courbe  par  rapport  à  cette  asymptote,  retranchons  (6)  de  (5);  nous 


avons 


y-Y-4[      ^qn       ^-'J-4-        <  +  i 


r'^  — 2/  — 1 


est  négatif;  par  suite     ij  —  Y     est  de  signe  con- 


Pour  les  valeurs  de  l  voisines  de  1, 

traire  à     /  —  1. 

Pour  t<l  (branche  AB),  y  —  Y  est  positif,  la  courbe  est  au-dessus  de  l'asymptote;  pour 
/  >1     (branche  DC),     y  — Y     est  négatif,  la  courbe  est  au-dessous. 

Remarquons  en  outre  que  le  trinôme  i-  —  2t  —  i  s'annule  pour  la  valeur  positive  l  =  i  +y2; 
c'est  le  l  du  point  H  où  l'asymptote  rencontre  la  courbe.  Comme  cette  valeur  est  comprise  entre  \'S  et 
-h  X  ,     ce  point  est  sur  l'arc  DE. 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  aisément  que  le  point  D  est  au-dessous  de  l'asymptote. 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  à  Ox,  on  a  toute  la  courbe. 

Elle  admet  trois  points  de  rebroussement;  ceci  fait  diminuer  la  classe  de  neuf  unités;  comme  la 
courbe  est  du  quatrième  degré,  on  voit  qu'elle  doit  être  de  troisième  classe,  comme  on  l'a  vu  plus  haut. 
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TnOISIKME  CAS.      7  =  0. 

Dans  ce  cas  l'équalion  (.{)  de  la  droite  (D)  ne  renTerme  plus  y^  qu'au  deuxième  degré;  elle  secrit 
en  edet 

Klle  enveloppe  l;i  parabolf  qui  a  pour  équation 

fj'i/-^Hp(rc'j=0. 

(i.  LACII,  à  Douai. 

Honnes  solutions  |).ii  MM.  Kmilr  Dion,  école  normale  «le  St-Clou<l;  M.  Iloix.  au  Creusol  ;  L.  Simon,  à  Fourniics. 


UUKSTIONS    POSÉES    AUX    EXAMENS    ORAI'X    (I1H4) 


ECOLE    CENTRALE 


10028 


-  29. 

30. 


Algèbre  et  Trigonométrie     M.   JltRvRlO. 

—  Chercher  les  valeurs  de  r  qui  annulent  le  «Iflerminanl 

ar'  j-s  j-  i 

2»  2«  2  1 

3»  3*  :j  i 

41  4*  l  I 
Kludier  le  système 

>.^-l-.V  +  s  =  0. 
Hludier  les  séries 


Un  = 


tu» 


u„  =  —  , 
n3 


X  -+-  >  y  -+-  ï  =  6. 
1 


l/n  = 


r  -H  y  4-  >.  :  =  c 
Ln 


\nt  +  1 


M  ri  = 


J."  \  Il 

n-i-i' 


n  V  n  -4-  1 


n-^-r 


Mm  = 

x"Ln 
Un  = . 

n 


u„  z=nx«. 


n  ■+■  Ln 


-  31. 

-  32. 
33. 


Calculer  *•<.  \^  a  près. 


34. 


106 


-  36. 

le  résultai). 

-  36 

-  37. 


Démontrer  «jue  v'«  tend  vers  1.  quand  n  auKiiienle  indénnimcnl. 
Limite  de     („T..)        pour  «  inliiii. 

Limite  de    ,v  =  (ci)s'^  )         punr  //*  inllni;  cas  pirticuiier  de    x:=l;    dans  ce  cas.  calculer  le  résultat  à 

Dérivées  de    y  =  j-»    (w  entier  ou  fractionnaire),    y  =  Lr,     v  =  arc8inj,     v  =  arct|tr — ^— .     (expliquer 

.Vpjilitiuer  le  théorème  des  accroL-tseinenls  finis  à  l'expression     F.V  —  1.3. 
Dérivées  de 


-  38. 
39. 

40 

-  41. 


J/  =  T',  y=:j-''"".  y  =  Ti|i»,  y  =  (sinj)«»'.  y  =  x«J 

—  Dérivée  de    y  =  .r<ii';     limile  de  x»»',  quan  I  .r  tend  vers  0. 

—  Dérivée  de    .»/ —  (tg /•)'i«*':    limile  de  . y  pour    ,1=0,     pour    ^ '=\' 

~  Calculer  y',  sachant  que      *.-"  =  .r. 
^  '         chy 

—  Dérivée  sccoiidi-  d'tiin".  foneticin  implicjle. 


y=xl-',  y  =  CO»»' 


s  ^^^.•3^'. 


SUJETS  DE  CONCOURS  173 


—  42.  —  Variations  des  fonctions  : 

y  =  — ,  y  =  — ,  y^^--  y  =  -7^^  y  =  —^h.r,  y  =  3-^,  (/  =  (X-6tK 

\x  X  a;2  \J.r.  j  —  1 

r  '  —  l' 

—  43.  —  Dévoloppemfïnls  en  séries  de    ?/  =  sh.*,     i/==ch.r.  —  En  déduire  le  calcul  de  ch(l)  à  ^  pri'S. 

—  44.  —  Développements  en  séries  de 

y  =  sin.r,  .y  =  cos:t,  ,/  =  —-!—,  y  =  (i4-j.)m,  y^L(l-Hx),  v^lJ-""— , 

1  —  x  1  — f-  X 

y  =  arc  Ig.r,  y  1=  arc  sin  x,  //  =  L  (j-  H-  v'I  +  ■''*]• 

—  45.  —  Calculer  arcsinr;  limite  supérieure  de  l'erreur  commise  en  s'arrèlanl  au  troisième  terme. 

—  46.  —  Calculer  arc  tg -^  (au  moyen  du  développement  de  arc  Ig?)  à  —  près. 

—  47.  —  Limites  de  (cli  — )     ,  pour  m  infini;  (sinj)'s-r,  pour    j=  j; 

I  \ 

I  w  /  u    M^  rcos(a -h  .r)"jx  rch(a  +  .r)"lx  ,  .  . 

1      ■  i 

{x  -f-  v'I  -4- a.-2 )'"*"'' ï,  (e-r  +  shx)i,  (sh  j  4-  V'I  —  xY , 

pour    .V  =  0. 

—  48. —  Limite?,  pour    .t  =  0,    de  sinxLa:,  v.iLr,  j(La.)2. 

—  49.  —  Limite  de  ?;"   pour  n  infini. 

—  50.  — Formule  de  iMoivre.  Kn  déduire  la  valeur  de  Ig  ma. 

—  51.  —  Construire  géométriiiuement  la  racine  carrée  d'un  nombre  imaginaire. 

—  52.  —  Décomposer    j'+  16    en  facteurs  du  second  degré  à  coefficients  réels.  Représenter  géométriquement  les 
racines  huitièmes  de    —  16. 

—  53.  —  Racines  quatrièmes  de  i,  de     1  -i-  i\    racines  cubiques  de     1  —  i;     racines  cinquièmes  de     1  —  1. 

—  54.  —  Résoudre    t'=  —  e   =  =  li. 

—  55.  —  Nombre  des  racines  réelles  de  l'équation     x^  —  2a;'-  -+-  x  —  >,  =  0. 

—  56.  —  Limite  supérieure  des  racines  de  l'équation    x'^  -t-  2a;''  -^  iix"-  h-  6j;  —  20  ^  0. 

—  57.  —  Calculer  sin3rt  en  fonction  de  sin  a;  tg  la  en  fonction  de  tga. 

—  58.  —  Calculer  sin^  en   fonction  de  sina.  Montrer  que  l'équalion  du  troisième  degré  qui  donne  siu;   a  ses  trois 
racines  réelles. 

—  59.  —  Calculer  tg-  en  fonction  de  tga. 

(A  suivre.) 


SU.IF/rS  DE  CONCOURS 


ÉCOLE  CENTRALE 


Concours  de  1918. 

Géométrie  anali/tique  (/'''■  sujet). 

2383,  —  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  A  la  circonférence  de  cercle  de  centre  0, 
de  rayon  donne  a,  et  deux  points  fixes  sur  Oj-,  B  d'abscisse  positive  6,  B'  d'abscisse  positive  6',  telles  que 
66'  =  a*.     On  prend  un  point  quelconque  M  sur  A  et,  sur  les  segments  reclilignes  BM  et  B'M,  pris  respective- 
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ment  pour  diam^;tres,  on  décrit  les  circonférences  C  et  C  de  cercles.  I.e  point  M  décrivant  l.  un  demande 
de  trouver,  reconnaître  et  construire  : 

1°  le  lieu  du  point  M',  autre  que  M.  commun  à  C  et  à  C; 

2»  le  lieu  du  point  N  dont  la  puissance  par  rapport  à  C  et  à  C  est  la  même  et  égale  au  tiers  de  sa  puissance 
par  rapport  à  A  ; 

3"  le  lieu  du  centre  S  de  similitude  externe  et  le  lii-u  du  centre  S'  de  similitude  interne  de  C  et  de  C 

Sota.  —  Les  considérations  géomtHriques  seront  appréciées. 


[ue  (/•'  sitjet). 

2384.  —  Soit  Ox,  Oy,  Oz  un  système  de  trois  axes  lïe  coordooDées  rectangulaires  dont  l'un.  Oi,  est  vertical 
et  dirigé  positivement  dans  le  sens  contraire  à  celui  il'-  la  p^sanlenr.  On  considère  trois  sph<'*res  homogènes, 
pesantes,  non  déformables,  <le  mT-me  poids  sprciliquc  donné  d,  savoir  :  la  s|>à«MV  S,  de  centre  j- =  U,  y  =0. 
z  =  (t,  de  rayon  a;  la  splu-re  H,  de  centre  x  =  2'r.  y  =  2a,  3  =  2»,  de  rayon  2a,  la  sphère  S,  de  centre 
x=^2a,    y  =  —  2a,    z  =  2u,    de  rayon  2a,  a  étant  une  longueur  positive  donnée.  Ces  trois  sphères  sont  tan- 

^  gentes  au  plan  xOy  sur  leqiiel  elles  s'appuient  et  tangentes  entre  elles  deux  à  «leux  extérieuivin«»4.  Un  sup|>ose 
ces  sphères  soudées  entre  elh^s  invariablement   en    leurs    points  de  contact.   Une  quatrit-iue  sphèr«»  S^.  d»» 

rayon  ,,a,  homogènt*.  pesante,  non  déformable,  de  poids  spécifique  D,  eat  placée  au-dessus  des  trois  premières 

de  manière  à  les  loucher  toutes  les  trois  extérieurement  et  est  soudée  invariablement  à  <  hacuno  d'elles  aux 
points  de  contact.  On  demande  : 

1°  de  calculer  en  fonction  de  a  la  coordonnée  x  du  centre  de  S^: 

2"  dans  l'hypothèse  où  le  plan  d'appui  xOy  n'est  pas  déformable.  où  il  n'y  a  aucun  frottement  «'t  où  D  =  (/. 
montrer  que  le  solide  i^  formé  des  quatre  sphères  est  en  équilibre,  et  calculer  en  fonction  des  données  le» 
réactions  de  xOy  sur  S,,  S.„  S,;  puis,  faisant 

D  =  rf  =  3,  o=l:i  (unités  C.  G.  S.), 

calculer  ces  réactions  à  un  gramme  |)rès. 

.1"  Les  données  numériciuos  étant  les  mêmes  que  précédemment,  sauf  pour  I»  qui  n'est  plus  donn<'.  calculer, 
.'i  un  centigramme  près,  la  plus  grande  valeur  de  I)  pour  laquelle  1  reste  en  é.|uilibre. 

(téométrie  analytique  [i^  sujet). 

2385.  —  .Soient    J^=rzrr,    y  =    t~f^>    ^'  J/  désignent,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  Ox 

O.v,  les  coordonnées  d'un  point  M;  t  est  un  paramètre  qui  varie  de  —x  à  4  x,  a  une  constant**  arbi- 
traire. Lorsqu'on  fait  varier  t,  M  décrit  une  courbe  C  qm  dépend  de  la  constante  a. 

1  Cette  courbe  C  a  une  asymptote  à  distance  finie.  Montrer  que  cette  asymptote  passe  par  un  point  fixe 
indépendant  de  la  constante  «. 

2°  Déterminer  pour  quelles  valeurs  de  a  la  courbe  C  a  des  branches  qui  se  croisent  en  un  point. 

3°  Tracer  la  courbe  C  dans  l'hypothèse  particulière    "  =  i' 

È§écaniiju(s    i--  sujet). 

2386    —  Lne  barre  rectiligne  .\B,  non  hmnog^ne,  pesante,  de  poids  p,  de  longueur  4a,  a  son  centre  de 

uravité  en  un  point  G  tel  (|ue     AG  =  3rt,     (iH  =  n. 

Les  extrémités  A,  It  glissent  sans  frottement,  l'une  A  sur  un  plan  ().r,  laulre  H 
sur  un  plan  0//.  Ces  deux  plans  sont  rfc/rtHyu/airfs  ;  leur  intersection  0  est 
horizontale;  ils  sont  disposés  tous  deux  au-dessus  du  plan  horizontal  passant  par 
cette  intersection  0. 

On  propose,  connaissant   l'angle  aigu   %  formé  par  la  face  Ou:  avec  le  plan 
horizontal,  d'étudier  la  position  d'équilibre  de  la  barre  AH. 
0  Montrer  quelle  se  |tlace  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  horizontale  0. 

Calculer  :  1'  les  pressions  supportées  en  A  et  H  par  les  faces  planes  Ox,  Oy:  2'  l'angle    0  =  0\B;     3"  les 
longueurs  0\,  OB;  on  pourra  donner  une  construction  géométrique  de  la  position  d'équilibre. 
Tour  quelle  valeur  de  i  cette  position  est-elle  horizontale  .' 
Calculer,  pour    /»  =  10''>'    et    a  —  OO  ,     les  valeur>  numériques  des  pressions  en  A  et  B. 
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Géométrie  analytique  [3^  sujet). 

2387.  —  Soient,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  hyperbole  équilatère  H,  d'équation  xy^=k*,  k  étant 
une  longueur  donnée,  et  deux  points  C  (a^o.  «/o)  ^^  S  (a,  6).  Dans  la  suite,  l'hyperbole  H  reste  invariable;  les 
points  C  et  S  peuvent  se  déplacer  dans  le  plan. 

1"^  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  H'  de  centre  G  et  d'asymptotes  parallèles  à  cell  e 
de  H. 

Montrer  que  H'  coupe  en  général  H  en  deux  points  à  distance  finie,  et  que  la  droite  joignant  ces  deux 
points  conserve  une  direction  invariable  tant  que  C  reste  fixe. 

2"  Chercher,  parmi  les  hyperboles  H',  combien  il  y  en  a  qui  touchent  l'hyperbole  H  en  un  point  à  distance 
finie.  Discuter  d'après  la  position  de  C  dans  le  plan;  placer  les  points  de  Contact  par  rapport  à  la  droite  OC 
(0  est  l'origine  des  coordonnées). 

3"  Trouver  l'équation  de  la  courbe  que  doit  décrire  C  pour  que  l'hypei'bole  H',  tout  en  restant  tangente  à  H, 
passe  par  le  point  donné  S.  Comment  cette  courbe  rencontre-t-elle  les  asymptotes  de  H?  Reconnaître  sa  nature 
d'après  la  position  de  S  dans  le  plan;  en  particulier,  peut-on  choisir  S  pour  que  cette  courbe  soit  une  circonfé- 
rence? Placer  alors  cette  circonférence. 

Mécanique  (3^  sujet). 

3388.  —  1°  Énoncer,  sans  démonstration,  les  conditions  que  doit  remplir  un  ensemble  de  forces  appliquées 
en  différents  points  d'un  corps  solide  qui  peut  glisser  sans  frottement  le  long  d'un  axe 
fixe,  pour  que  ce  corps  soit  en  équilibre. 

2"  On  envisage  un  corps  solide  homogène,  pesant  un  poids  P,  ayant  la  forme  d'un 
cube  OABGDEFG,   d'arête  égale  à  2a;   les  faces  OABC,  DEFG  sont  horizontales,  la 
première  au-dessous  de  la  seconde. 

Au  sommet  G  est  appliquée  dire'ctement  une  force  d'intensité  Q,  ayant  pour  ligne 

d'action  la  droite  illimitée  représentée  par  l'arête  DG.  On  maintient  l'équilibre  en 

assujettissant  le  solide  à  glisser  sans  frottement  le  long  d'un  axe  fixe,  réalisé  par  deux 

coussinets  réduits  chacun  à  un  point,  l'un  placé  en  0,  l'autre  placé  en  un  point  S  de 

^  '^  la  face  verticale  GFBG.  Déterminer  d'abord  la  position  qu'il  faut  donner  au  point  S. 

Valeurs  extrêmes  que  peut  prendre  Q,  P  étant  donné. 
p 
Dans  le  cas  de  Q^-,  déterminer  la  direction  et  l'intensité  de  la  pression  supportée  par  le  coussinet 

placé  en  0. 

Trigonométrie . 

2389.  —  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  l'angle  A  et  la  longueur  c  du  côté  AB;  calculer  les  deux  autres 
côtés  a  et  6  de  façon  que     2a -h  6     soit  égal  à  une  longueur  donnée  m  :     2rt  +  6  =  m. 
Discuter. 

Calcul  {'). 

i°  Calculer  les  six  premières  puissances 

c 


U/,      M/,       ...,      M' 

des  nombres  x  et  y  définis  par  les  formules 

//942^  */ 

i°  Calculer  les  nombres  t  et  u  tels  que 

(1,71)'=-;:,  (0,171)" 

On  prendra    1:  =  3,1416. 

Épure. 
2390.  —  Ni  cadre,  ni  titres,  ni  flèches. 
xy  (en  rouge)  petit  axe  de  la  feuille,  oj  centre. 

0)0  =  2="',        aa'  =  7'^'n,        xas  =  45»,        as  =  8'=™,        106  =  9'"°,        aso  =  90'\        so  =  G'"". 


40  200 

877  71 

1^ 


(•)  On  peut  employer,  à  volonté,  les  tables  de  logarithmes  ou  la  règle  à  calcul. 
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In  cône  de  révoluliun  u  [lour  axe  l'horizontale  «s,  as')  el  pour  somiiul  lo 
|)oinl  i«,  »'  ;  une  gi-m-ralrice  de  ce  cône  i-sl  l'horizonlale  i«'*.  s'6'j. 

Une  sphère  de  rayi^n  ô"^"»  a  pour  cenlre  «,  </'.  On  demande  rinlerscclion  ili 
cône  et  de  la  sphère;  on  représentera  le  solide  commun. 

On  fera  aussi,  soit  avant,  soit  après,  une  aulre  projection  verticale  en  prenant 

comme  ligne  de  terre  j,<"J/,,    j/wy,  =  45". 

Mise  à  l'encre.  —  L«-  résultat  seul  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en  traits  pleins, 
li^'iies  cachées  en  points  ronds.  Tout  le  reste  à  l'encre  rouge  :  traits  pleins  plutôt 
lins. 

Constructions  d'un  pnint  quelconque  de  l'inlei-seclion  et  de  la  tangente  en  ce 
point,  des  points  el  tangentes  remar«|uables.  I.e  trait  rouge  d'une  tangente  trouvée 
sera  légèrement  renforcé  aux  environs  du  point  de  contact. 


l'Iiysi'iiic. 

I.  —  Mt'sure  de  la  vitesse  de  la  lumière,  dans  l'air,  par  la  méihode  du  mimir  tournant  de  Foucault. 

II.  —  2391.  Détermination  lie  la  densité  de  vapeur  d'un  liquide  |»ar  la  méthode  de  Mever  :  On  laisse  tomber 
une  anipiiule  pleine  du  lii|uide  dans  un  réservoir  à  air  plongé  dans  une  enceinte  maintenue  à  température 
constante  dans  la  va|)eur  de  l'eau  en  ébullition  sous  la  pression  atmosphérique. 

I.a  méihoile  de  pesée  à  charge  t;onslante  appliquée  à  cette  ampoule  vide,  puis  pleine,  a  donné  pour  la  masse 
liquide  le  nombre  0*-',(iS(». 

I.e  volume  d'air  recueilli  dans  l'éprouvette  graduée  reposatU  sur  la  cuve  à  eau  est  de  60""*;  la  piession 
atmosphérique  est  de  TT*""»  de  mercurp  et  la  température  de  l'eau  de  ;0". 

1"  Calculer  la  valeur  de  la  densité  de  vapeur  fournie  par  ces  mesures. 

Masse  du  litre  d'air  à  0"  et  Tti"»  :  if,293. 

Tension  maximum  F  de  la  vapeur  d  »au  à  -*(»"  :     Flu  =  1"",7. 

2"  Si  on  ailin<:t  i|ue  : 

a)  la  température  de  la  cuve  à  eau  est  connue  à  (•',"»  près; 

F  à  150=  l«n>,i.  F  à  25"  =  2"",3; 

h\  la  lecture  du  volume  est  faite  à  0'"'"^,2  près; 

c  à  chaque  é(iuilibre  de  la  balance,  l'erreur  absolue  possible  est  de  .,  mg. 

on  demand"'  de  délerininer  l'orilre  de  grandeur  de  l'erreur  ilue  à  chacune  d. 
linal  el  l'approximation  avec  laquelle  est  connue  la  densité. 


•«;  trois  causes  sur  le  résultat 


Chimie. 

I.  —  Étude  de  l'acide  chlorhydri(jue. 

II.  —  2392.  l'ne  solution  d'anhydride  arsénieux  est  telle  qu'on  l'utilise  dans  les  laboratoires  pour  certains 
titrages. 

On  expliquera  et  on   formulera  les  réactions  produites  (]uand  on  la  traite  par  chacun   des  cinq  corps 

suivants  : 

l"'  ras  :  du  chlore  ; 

•2''  cas  :  d«'  l'oxygène  o/.onisé; 

:V'  cas  :  de  l'hydrogène  naissant; 

+'"  cas  :  de  l'acide  sulfhydrique;  J^ 

5"  cas  :  du  peinianganate  de  potassium.  ^ 

Ceci  fait,  on  calculera  les  volumes  de  chlore,  o/mie,  hydrogène,  acide  sulfliydrique,  el  le  |»oids  dv  perman- 
ganate de  potassium,  qui  devront  être  employés  dans  ces  réactions,  si  l'on  admet  que  la  solution  donut'e 
contenait,  dans  chacun  des  cas,  un  gramme  d'anhydride  arsénieux. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 


Lf  lU'ilactem-Cférant  :  II.  VIIHEHT. 


Coulommicrs.  —  Imp.  PArt  RRuPAHD. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


NOTE  SUR  LES  DETERMINANTS 

par  M.  Edcuard  Pouget,  professeur  du  cours  de  Centrale  au  lycée  Louis-le-Grand. 


1.  Le  programme  de  la  classe  de  Centrale  spécifie  que  l'on  se  bornera  à  l'élude  des  déterminants  à 
4,  9  et  i6  éléments.  Dans  ces  conditions,  j'eslime  rester  dans  l'esprit  du  programme,  en  m'abstenant 
de  faire  à  mes  élèves  la  théorie  générale  classique  basée  sur  l'élude  préalable  des  inversions  d'une 
suite  de  nombres.  Je  fais  une  théorie  élémentaire  dont  le  point  de  départ  est  la  définition  de  la  valeur 
d'un  déterminant  par  ?on  développement  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne.  Je  ne  fais, 

d'ailleurs,  en  cela,  qu'imiter  plusieurs  de  mes  collègues. 

Cette  théorie  élémentaire  peut,  naturellement,  s'étendre  par  induclion,  à  un  déterminant  d'ordre 
quelconque  :  c'est  un  exercice  à  la  portée  d'un  élève  à  condition  de  le  guider  un  peu.  J'ai  cru  inté- 
resser les  élèves,  lecteurs  de  cette  revue,  en  rédigeant  cette  note  où  j'indique  une  façon  de  traiter 
l'exercice  en  question. 

On  peut  imaginer  des  méthodes  beaucoup  plus  rapides  et  plus  élégantes  que  celle  que  j'ai  suivie  (*). 
Mon  choix  s'est  fixé  sur  celle-ci  parce  qu'elle  me  paraît  facile  à  suivre  par  un  débutant.  J'ai  volontai- 
rement réduit  au  minimum  l'emploi  des  expressions  symboliques  qui  permettent  d'écourter  bien  des 
calculs. 

2.  Étant  donné  un  déterminant  D,  d'ordre  n,  représenté  par  le  symbole  classique 


a[ 

a\. 

. .  a'I 

aï 

a\. 

..a? 

al 

al. 

■        •       • 

J'appellerai  mineur  relatif  à  un  élément  u'j,  et  je  représenterai  par  D^  le  déterminant  obtenu  en 
supprimant  dans  D  la  ligne  de  rang  p  et  la  colonne  de  rang  ^,  qui  se  croisent  sur  l'élément  considéré. 
11  est  clair  qu'un  tel  déterminant  est  d'ordre     n —  1,     si  D  est  d'ordre  n. 

Définilions.  —  On  appelle  valeur  du  déterminant  D  l'expression 

(1)  D  =  aÎDÎ  -  a\D\  -h  a]D\- . . . -h{-  i)"+'a';i)'l  +...+(-  l)"+'a?D';. 

Le  calcul  d'un  déterminant  d'ordre  n  se  trouve  donc  ramené  au  calcul  de  n  déterminants  d'ordre 
n  —  1  ;  le  calcul  de  chacun  de  ces  déterminants  se  ramène  au  calcul  de  n  —  1  déterminants  d'ordre 
n — 2     et  ainsi  de  suite. 


(*)  On  peut  par  exemple  donner  tout  de  suite  comme  définition  de  la  valeur  d'un  déterminant  l'une  des  deux 
expressions  : 

D  =  's"  (—  1  )''+îa'D?,  D  =  ''F  (—  l)i>+valD''. 

On  montre  très  facilement  l'égalité  de  ces  deux  expressions.  Les  théorèmes  sur  l'échange  des  lignes  et  dts  colonnes 
et  sur  l'échange  de  deux  rangées  entre  elles,  s'établissent  alors,  par  induction,  d'une  façon  simple  et  rapide. 
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Par  définilion,  la  valeur  d'un  déterminant  du  premier  ordre,  c'esl-à  dire  réduit  à  un  seul  élément, 
est  la  valeur  de  cet  élément. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  définitions  que  l'on  aura  pour    n  =  i,   3,    i    les  expressions 
suivantes  : 


a* 


«î 


a 


a 


a. 


a 


a 
a 
at 
a 


—  a! 


a:    a 


a\  \=o\al  —  a\a\. 


«5 


aï 


=  al 


al 


«3- 


»i 


«î 


«^ 

«i 

a 

«:! 

«1 

a 

o\ 

«t 

a 

a 


fli 


Ue  ces  définitions  résultent  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Un  déterniinant  d'ordre  h  est  un  polynôme  homogène  de  degré  n  par  rapport  à  l'ensemble  de 
ces  éléments. 

Eu  eU'et,  les  trois  expressions  précédentes  le  montrent  pour     it  =  '2,  3,   i. 

Si  c'est  vrai  pour    »  — 1,     l'expression  (l)  montre  que  c'est  vrai  pour  n. 

2°  Un  déterminant  est  un  polynôme  homogène  du  premier  degré  par  rapport  aux  éléments  de 
chacune  de  ses  lignes.  C'est  évident  pour  les  premiers  ordres  d'après  les  expressions  ci-dessus,  et  si 
c'est  vrai  pour  l'ordre     ti  —  1,     la  relation  (1  )  montre  que  c'est  vrai  pour  /i. 

Théorème  I.  —  L'expression  (1)  est  égalr  à  Vexpressxon 

(2)  a\b\  -  aiD!  -h  ...-+-  (-  ir'a[\)],  -i-  . .  .  -h  (-  1  )"+'a,'.D;.  ; 

autvemenl  dit,  l'expression  (1)  ne  change  piis  de  valeur  ijuand  on  écfiangr  entre  eux  les  indices  inférieurs 
et  supérieurs  di's  lettres  qui  ij  /fgurrnt. 

La  proposition  est  évidente  pour  /j=::i.  Montrons  quelle  est  vraie  p(»ur  »  quand  elle  a  été 
établie  pour  n  -  1.  Les  coeflicients  de  a,'  sont  égaux  dans  (I)  et  (2);  montrons  qu'il  en  est  de  même 
des  coefficients  de  «;;.  Cherchons  le  coefficient  de  cet  élément  dans  (2).  Considérons  pour  cela  un  terme 
quelconque  de  (2)  : 

On  a 


D,;=^ 


le  coefficient  de  «ï  est 

(-i)'*i3;î. 

en  représentant  par  la  notation  D,)'i'  le  déleriniiianl  obtenu  en  supprimant  dans  D./  la  ligne  de  rang  1 

et  la  colonne  de  rang;;;  il  est  clair  que  c'est  aussi  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  D  les 

lignes  de  rang  //  et  I  et  les  colonnes  de  rang  1  et;;.  Enfin    D^'f  =  D?,'.    Dans  le  terme  considéré  de  (2)  le 

coefficient  de  n'i  est  donc 

(_iy(_l)»+'„,;DiÇ  =  (-i)"(-irXDÏi; 


«t 

a,'    . 

..    a\       . 

.   flV 

aî_, 

o'v-i  . 

•  .  <_i  .  . 

. .';-. 

0.,-h\ 

a'+i  • 

.  «;•+!  •  • 

•  a^+i 

ni 

al    . 

..    a!i    .. 

.    a„ 
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en  faisant  successivement     q  =  2,  3,  . . .  n     dans  cette  expression  et  en  faisant  la  somme  des  résultats 
obtenus  on  aura  le  coefficient  de  al  dans  (2),  qui  est,  par  suite, 

(-  1)'  [-a-Ml  +  a'^'à  -h  ...  -H  (-1)«+'«JDÏJ  +...+(-  Vf+'a^M]  = 

Or~  la  quantité  entre  crochets  est  Dï  dont  on  a  pris  la  valeur  par  rapport  à  la  première  colonne,  ce 
qui  est  permis,  puisque  c'est  un  déterminant  d'ordre  n  — 1,  pour  lequel  le  théorème  est  vrai  par 
hypothèse. 

Théorème  II.  —  Si  dans  un  déterminant  D  on  échange  les  lignes  avec  les  colonnes  de  même  rang  on 
obtient  un  déterminant  A  qui  est  égal  à  D. 

La  proposition  se  vérifie  immédiatement  pour  le  second  ordre.  Pour  montrer  qu'elle  est  vraie 
pour  n  quand  elle  a  été  établie  pour  n  —  1  il  suffit  de  prendre  la  valeur  de  D  par  rapport  aux 
éléments  de  sa  première  ligne  et  celle  de  A  par  rapport  aux  éléments  de  sa  première  colonne.  Ces  deux 
expressions  sont  deux  polynômes  du  premier  degré  par  rapport  aux  éléments  considérés  et  les  coeffi- 
cients sont  les  déterminants  d'ordre  n  —  1  qui  se  déduisent  deux  à  deux  l'un  de  l'autre  comme  A  a  été 
déduit  de  D;  ils  sont  donc  égaux. 

Corollaire.  —  Toute  propriété  démontrée  pour  les  lignes  est  vraie  pour  les  colonnes  et  récipro- 
quement. 

En  particulier,  un  déterminant  est  un  polynôme  homogène  du  premier  degré  par  rapport  aux 
éléments  de  l'une  quelconque  de  ses  colonnes. 

Théorème  III.  —  Si  dans  un  déterminant  D  on  échange  deux  colonnes  entre  elles,  on  obtient  un  déter- 
minant A  qui  est  égal  à     à  —  D. 

La  proposition  est  intuitive  pour  n  =  2.  Supposons-la  vraie  pour  n  —  1  et  établissons-la  pour 
la  valeur  n.  Supposons  d'abord  que  les  deux  colonnes  échangées  soient  adjacentes  et  soient  a'I  et  af+'  les 
éléments  de  tête  de  ces  deux  colonnes.  Si  l'on  calcule  les  valeurs  de  D  et  de  A  par  rapport  aux  éléments 
de  leurs  premières  lignes,  on  constate  que  les  coefficients  de  a'i  et  aï+'  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 
Les  coerficients  de  tous  les  autres  éléments  sont  égaux  deux  à  deux,  car  ce  sont  des  déterminants 
d'ordre  n  —  l  déduits  l'un  de  l'autre  par  l'échange  des  deux  colonnes  considérées,  et  ils  sont  pré- 
cédés du  même  signe  — . 

Supposons  maintenant  qu'on  échange  la  colonne  de  rang  p  avec  la  colonne  de  rang  q.  Soit  k  le 
nombre  de  colonnes  situées  entre  les  deux  colonnes  considérées. 

Soit 

a[a\  ...aW  . . .  a'"Ma',+^  . .  •  fl'i 

la  première    ligne    de   D.  En  échangeant  la  colonne  de  rang  q  successivement  avec  la  colonne  qui  la 
précède  on  obtiendra  un  déterminant  A'  dont  la  première  ligne  est 

a\al  . . .  aU'la'l^'  ...  ar'a{+'  ...al; 

en  échangeant  successivement  la  colonne  dont  a?  est  l'élément  de  tête  avec  celles  qui  la  suivent  on 
obtiendra  le  déterminant  A  dont  la  première  ligne  est 

a[a\  . . .  ala'i"-'  .  . .  al-'a';a\+'  . . .  a'i. 

On  est  passé  de  D  à  A'  par    A: h-  1     échanges  successifs  de  colonnes  adjacentes,  et  de  A'  à  A  par  k 
échanges  semblables;  donc,  d'après  la  première  partie  de  la  démonstration,  on  a 

A'  =  D(— 1)*+», 
A  =  A'(— 1)''  =  D(— 1)-*+' =  — D. 
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CoRoLLAiRK.  -  Un  délerminai.l  qui  a  doux  liK'nes  identiques  est  nul.  (Démonstration  classique. 

3.   /hrrloppcmnif  d'tni  d'iennwnnl  par  apport  aux  éléments  d'une  rangée  quelconque. 

Considérons  les  .•lémenls  dune  rangée  quelconque,  par  exemple  de  la  ligne  de  rang;>.  Nous  avons 
vu  que  le  délenninant  était  un  polynôme  homogène  et  du  premier  degré  par  rapport  aux  éléments  de 
cette  rangée  :  .„n^n 

en  désignant  par  a;  le  coefficient  de  a;.  Cette  expression  s'appelle  le  développement  du  déterminant 
par  rapport  aux  éléments  de  sa  /)'  ligne. 

Théorème.  —  On  a     AJ,  =  {—if  'DJ. 

l'our  la  première  ligne  et  la  première  colonne,  cela  résulte  de  la  forme  môme  des  expressions  (J) 

Vonsid.Tor.s  un  élément  quelconque  a',.  Par  p  -  1  échanges  successifs  de  lignes  adjacentes, 
nous  pouvons  amener  la  ligne  de  rang  p  h  être  la  première.  Soil  A  le  déterminant  ainsi  obtenu.  Prenons 
sa  valeur  par  rapport  ii  la  première  ligne;  le  coefficient  de  a^  dans  A  sera  donc 


(_l)ï-^'D' 


>• 


A  =  (— IV'+'D, 


Or, 

donc  le  coefficient  de  «)',  «lans  1)  est 

/{ègle  prnlupir.  —  Au  lieu  de  calculer  (—  1)'  '',  il  est  commode  dans  la  pratique  d'imaginer  que 
Ion  ait  inscrit,  au-dessus  de  chaque  élément,  alternativement  les  signes  +  et  —  comme  il  est  indi'iué 
dans  le  drterminant  du  V  ordre  ci-dessous  : 


à\     a\     a\ 

-f-     —     -h 


al     ai     ail     «i 


ai      a\      «3     «î 


Le  signe  à  pr.ndre  pour  un  élément  a],  .si  le  signe  inscrit  au-dessus  de  lui. 

4.  Jai  jugé  inutile,  dans  cette  noie,  de  rappeler  les  autres  propriétés  des  déterminants  (somme, 
produit,  ••le.)  dont  la  démonstration  est  geiuralenienl  hasée  sur  le  .léveloppemenl  d  un  deleriiiinant 
par  rapport  aux  éléments  d'un.'  ni.'me  rangée,  quelle  que  soil  la  méthode  suivie  pour  parvenir  à  ce 
développi'inent. 
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2239.  On  considère  l  un  des  deux  sy sternes  de  sphères  qui  sont  lamjentes  à  deux  sphères  données; 

démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  un  plan  donné  se  compose  de 
deux  qundiiques.  Solution  analytique;  solution  géométrique. 

Solution  analytique.  —  Nous  prendrons  pour  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  donné, 
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pour  origine  le  centre  de  l'une  des  sphères,  et  pour  plan  des  xz  un  plan  passant  par  le  centre  de 
l'autre  sphère.  Les  équations  des  deux  sphères  seront 

{x  —  af  -+-  y'-  H-  (2  —  cY  —  R'^  =  0. 

Appelons  alors  a,  p,  y  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  mobile,  0,  le  rayon  de  cette  sphère» 
et  étudions  le  système  des  sphères  tangentes  aux  deux  sphères  données  de  la  même  manière;  nous> 
aurons 

p  ayant  le  même  signe  dans  les  deux  relations,  -+-  ou  — . 

D'autre  part,  le  point  de  contact  de  la  sphère  mobile  avec  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  a 
pour  coordonnées 


ou 


x  =  7.,  y  —  ^,  ;  =  Y  — ?• 

Prenons  le  premier  système,  et  éliminons  a,  p  et  y;  nous  aurons 

(a,  _  aY  -^y^-i-{z  —  c  —  oY  =  {R'-h  ?f. 
Ces  équations  sont  du  premier  degré  en  p;  en  égalant  les  valeurs  de  p,  nous  avons  le  lieu  du  point 


de  contact 


X' 


R 


R-^  _  {x  —  aY-hy^-h{z~cY—W' 
~  R'-hz  —  c 


Cette  équation  se  simplifie  et  s'écrit  ; 

(R'_R_c)(a?* 


y 


')  -+-  23  {ax  -h  cz)  —  R2  (3  —  c) 


-+-  2R{ax  -hcz)  —  z  (a^  +  c^  —  R'^)  —  R^{K  _  c)  —  R  (a^  +  c^  —  R'^)  =  0  ; 

elle  représente  une  quadrique  dont  les  plans  cycliques  sont  en  évidence. 

En  prenant  le  second  système,  on  arrive  de  la  même  manière  à  une  autre  quadrique,  ayant  aussi 
pour  plan  cyclique  le  plan  des  xy. 

Considérations  géométriques.  —  Le  plan  de  la  figure  est  celui  qui  est  mené  par  la  ligne  des 
centres  A  et  B  des  deux  sphères  données  (A)  et  (B),  perpendiculairement  au  plan  donné  (P).  On  consi- 
dère par  exemple  les  sphères  (C)  qui  sont  tangentes  aux 
deux  sphères  données  de  la  même  manière. 

Supposons  traitée  la  question  de  géométrie  plane 
analogue  à  celle  qui  est  posée  dans  l'espace  :  dans 
le  plan  de  la  figure,  les  tangentes  aux  cercles  (c„)  paral- 
lèles à  la  droite  (p)  forment  deux  séries  et,  pour  l'une 
des  séries,  le  lieu  des  points  de  contact  M,,,  Mo  est  une 
conique  ((t^).  Considérons  celles  des  sphères  (C)  qui  se 
déduisent  d'une  sphère  (CJ  donnée  par  rotation  autour 
de  AB,  et  cherchons  la  ligne  qui  contient  les  points  du 
lieu  relatifs  à  ces  sphères.  Si  on  fait  tourner  la  sphère  (CJ 
et  le  plan  tangent  (Q„)  autour  de  C^z,  parallèle  à  AB, 
d'un  angle  w,  si  l'on  fait  tourner  ensuite  la  figure 
obtenue  autour  de  AB  de  l'angle  —  o),  on  obtient  une 
sphère  (C)  et  un  plan  tangent  (Q)  parallèle  au  plan  (P);  o>  variant,  le  lieu  du  point  de  contact  M  est, 


«) 
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dans  un  j.lan  porpendiculaire  ii  AB,  le  cercle  décrit  sur  M^M,,  comme  diamètre  'la  sphère  (Ci)  correspond 
à  oj  =  T..  Si  maintenant  on  fait  varier  la  sphère  (C„),  on  voit  que  le  lieu  cherché  comprend  laquadrique 
(ï)  qui  est  engendrée  par  les  cercles  dont  on  vient  de  parler,  les  diamètres  M„Mi  étant  des  cordes 
parallèles  de  la  conique  (dp). 

Les  plans  des  sections  cycliques  autres  que  celles  que  Ton  vient  d'obtenir  sont  parallèles  au  plan 

donné  (F).  En  effet,  pour  celles  des  sphères  considérées  qui  sont  tangentes  à  un  plan  fixe  (Q)  parallèle 

au  plan  donné,  et  qui  sont  dun  cAté  déterminé  de  ce  plan,  le  lieu  des  points  de  contact  avec  ce  plan 

est  un  cercle;  c'est  une  conséquence  du  théorème  de  Dupuis  :  le  lieu  des  points  de  contact  des  sphères 

langent<'S  à  trois  sphères  fixes  avec  l'une  de  ces  sphères  se  compose  de  quatre  cercles. 

Hkmahvi  K.  —  Lorsqu'une  surface  admet  deux  modes  de  génération  distincts  par  des  coniques  dont 
les  plans  restent  parallèles  k  deux  plans  donnés  et  qui  restent  semblables  à  elles-mêmes,  celte  surface 
est  une  quadrique  (Painvin, /Vmr»;jeA- (/*? /a  fléom^trie  analytique,  t.  II,  2»  partie,  p.  41).  C'est  le  cas 
dans  la  question  actuelle,  puisque  la  surface  admet  deux  modes  de  génération  distincts  par  des  cercles 
dont  les  plan-;  sont  parallèles  à  deux  plans  lixes. 

G.  F. 


2242.  —  Les  axes  (te  cl  (Jy  sont  rectuntjulaires. 

/tvirnniner  unr  courbe  (C)  par  la  condition  suivante  :  Si  l'on  porte,  à  lu  suite  de  l'ordonnée  l*M,  une 
linujupur  MO  iijale  ù  une  fonction  donnée  f{j)  de  a;  la  tangente  MX  est  parallèle  à  QO. 

Intéijnr  dans   les  rns   où     /\x)  =  u,     ri     f{.r)  =  nx.     Donner  la  forme  de  la  courbe  (L)  daiu  ces 
deui  "f 

{École  nationale  supérieure  des  mines,  ll>U). 

I)ésigl)oll^  par  7  la  Icjiiclion  de  x  qui  correspond  à  la  courbe  (C),     ij  =  (j{x).     L'ordonnée  du  point  Q 
y  n  est     \  =  y-hf(x);     le  coefficient  angulaire  de  OQ  est     -^  "^  ^^^^     et  celui  de  la 

tangente  MT  est  7';  nous  avons  donc 

y  ^  f(x) 
J  X 

ou 


p    ? 

l/mlt'Kration  est  iiniuediate  et  donne 


,,, -,=rtx),      îï;:i^=/w 


l''"-^- 


1"  Cas  où     f(x)  =  a.     Nous  avons  alors 


?=--  +  c, 


i/  =  C.r  —  a. 


Toules  les  lignes  (C)  forment  un  faisr.au  de  droites  ayant  pour  sommet  le  point     (0,  —a),     l'ne 
pareille  8<»lulion  est  évidente  géomelriqueimul, 
i*  Cas  0(1     f(x)  =  ax.     Alors 

Les  courbe.M  (C)  ont  pour  équation  gou.rale 

y  =z  axL  I  X I  -f-  Cx. 
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L'une  de  ces  courbes,  celle  qui  correspond  à  la  valeur  C,  s'obtient  en  ajoutant  à  l'ordonnée  de  1^ 
droite  y=Ca?,  l'ordonnée  de  la  courbe  fixe,  y:=ax]/x\.  Cette  dernière  courbe  est  symétrique 
par  rapport  au  point  0  ;  nous  nous  bornerons  à  construire  la  partie  qui  correspond  aux  x  positifs.  Si  on 
change  le  signe  de  a,  il  suffit  de  changer  aussi  le  signe  de  C,  pour  obtenir  une  courbe  symétrique  de  la 
première  par  rapport  à  Or.  Il  suffira  donc  de  tracer  les  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs  positives 
de  a. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  «=:!,  et  construisons  la  courbe  y  =  xLx\,  seulement  quand 
a?  varie  de  0  à    -hx.     Pour     r  =  0,     j/ est  nul;  entre  0  et  1,  ^  est  négatif;  pour    x=i,     //redevient 

nul;  enfin  de  1  à    -t- x  ,     u  croît  constamment  et  devient  infini  avec  x;  comme  -  est  aussi  infini,  la 

a?  ' 

branche    infinie   correspondante  est  parabolique  dans  la  direction  Oy.    La  dérivée  de  la   fonction 

y^xLx     est 

y'  =^Lx~hl; 

1 


elle  s'annule  pour     Lx  =  — 1 

1 


X  ; 


elle  est  négative  avant,  positive  après.  La  fonction  décroît 


d'abord  de  0  à 


puis,  croit  indéfiniment. 


La  courbe  a  la  forme  ci-contre.  Il  est  facile  de  voir  en  outre  que  la  langente  au  point  0  est  Oy 

(forme  1). 

Si  C  est  négatif,  toutes  les  ordonnées  de  cette  courbe  sont 
abaissées  de  celles  de  y:=Cx.  La  courbe  part  toujours  du  point  0 
et  est  tangente  à  Oy.  Le  minimum  a  lieu  pour 


y 

1        / 
^/      /          / 

v>  ;  ///  «Si  / 

0 

e-    ^ 

'V    / 

1 

K~^'' 

/  y     ^ 

"i^' 

'*^. 

Lar  +  1  -f-  c  =  0, 


La?  =  — C  — 1, 


X  . 


-c-i 


il  est  rejeté  plus  loin  du  point  0,  vers  les  x  positifs.  Le  point  de  ren- 
contre avec  Ox  a  pour  abscisse  la  valeur  de  x  pour  laquelle 


La;  +  C  =  0, 


x-=.e 


— c 


il  est  aussi  rejeté  vers  la  droite  au  delà  du  point  a?:=l.  L'allure  générale  de  la  courbe  est  conservée 
et  on  obtient  une  courbe  de  la  forme  2. 

Lorsque  C  est  nul,  on  retombe  sur  la  courbe  1. 

Supposons  C  >  0;  alors  le  minimum  et  le  point  de  rencontre  avec  Oa;  se  rapprochent  du  point  0 
(forme  3). 

Chacune  de  ces  courbes  doit  être  complétée,  bien  entendu,  en  ajoutant  la  symétrique  par  rapport 
au  point  0. 


Très    bonnes  solutions  de  M.  L.  Troin,  à  Tunis,  qui  montre  que  l'on  peut  traiter  aussi  aisément  le  cas  où    f(x)  =  aj.". 
Bonnes  solutions  de  MM.  E.  Dumaine,  lycée  de  Saint-Élienne;  A.  Malrait,  lycée  de  Marseille;  L.  Simon,  à  Fourmies; 

Ch.  SUCHET. 
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KCOLK    N<JI{MALE    SI  1>|-:IU1:LI\H    ET    BoUHSES    DE   LICENCE 
Concours  spécial  pour  les  démobilisés  de  1919. 


Groupe  I. 
Mathématiques. 

phemièhk  composition 

2393.  —  Soil.  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  les  courbes  (c)  adaieltant  pour 
^qualiuns 

(g  —  |x;« 

n  est  un  nombre  fixe;  le  nombre  \i  pourra  varier. 

1"  On  rlioisit  l'un*'  des  courbes  ('•  .  Sp  rendr*»  rornpte  tle  sa  forme. 

Montrer  (^ii'ello  admet  un  p  linl  dinllexion  I.  (iliercher  les  coordonnées  du  point  I  et  ré.juation  df  la  tan  - 
^ente  en  c»'  point. 

Montrer  qu'on  peut  lui  mener  trois  tangentes  (»ar  un  [)oint  donné  du  plan. 

.Montrer,  en  particulier,  qu'on  peut  lui  mener  trois  tangentes  de  pente  donnée  m  et  discuter  leur  réalité 
quand  m  varie. 

•2"  Faire  (xjrrespondre  h  chaque  courbe   c\  \\n,-  rourlio  ilii  second  degré  dont  l'équation  soit  de  la  forme 

^—pxifii  (p  et  ^  sont  des  nombres) 

9 

et  qui  jouisse  de  la  propriété  de  n'avoir  aucun  point  commun  à  distance  finie  avec  la  courbe  (*•)  considérée. 

On  dédnit  ainsi  une  famille  de  courbes  da  s<^cond  degré  (S)  dépendant  <lu  paramètre  ,u.  On  cherchera  le 
lieu  de  leurs  sommets  et  le  lion  de  leur»  foyers. 

3"  Il  passe,  (Ml  général,  <leux  courb-'s    r    par  un  point  iltnné  du  plan.  Dans  quels  cas  sont-elles  réelles? 
Peuvent-elles  être  confondues? 

On  envisage  les  deux  courbes  (c,)  et  (c,)  obtenues  en  donnant  au  paramètre  \x  les  valeurs  |ji,  et  ii^.  Montrer 
que  les  deux  courbes  (c,)  et  (c^)  ont,  à  distance  finie,  trois  points  communs,  à  savoir  :  l'origine  0  des  coor  ■ 
tlonnées,  le  point  A  de  coordonnées  [n,  a)  et  un   lulre  point.  Vers  quelle  |>osition  limite  leml  ce  dernier  point 
en  supposant  que  u,  reste  constant  et  que  n,  tende  vers  'x^  ? 

4"»  On  associe  les  courbes  {c\  deux  h.  deux  de  telle  façon  (jue  leurs  tangentes  au  point  A  (a,  a)  se  corres 
pondent  dans  deux  faisceaux  «^n  involution  donnés,  c'est-à-dire  «lu'entre  les  pentes  m  et  m  de  ces  tangentes  il 
existe  une  rel,ili..n  de  la  forme 

ïmm'-f-^ivm  t- »«  ;  t- y  —  o  ^x,  P,  Y  sont  des  nombres  donnés). 

On  deiiiiiide  de  trouver  le  lieu  du  point  commun  variable  aux  deux  courbes  \C)  ainsi  associées. 
On  étudiera  jus(|u'au  bout  les  cas  particuliers  suivants  : 

a.  Les  tangentes  en  A  aux  deux  courbes  (c)  associées  sont  syra 'triques  en  direction  par  rapport  aux  axes 
de  coordonnées; 

h.  Klje,  sont  symétriques  en  direction  par  rajqtort  aux  bissectrices  des  axes  de  coordonnées; 

c.  Elles  sont  rectangulaires. 

5"  On  considère  une  transformation  de  la  forme 

,.  _    ux  -Hy  -4  »  ..  _  u'x  ->-  v'y  -4-  »' 

'^-M"x-M.''yH  ic"        ^  -  u"x  4-  l'y  4-  u'" 
(u,  r,  le,  m',  v\  xc\  m",  v",  w"  désignent  des  nombres). 

Celle  transformation  fait  correspondre  au  point  m  de  coordonnées  .r,  y  le  point  M  de  coordonnées  \.  ^ . 
Si  le  |ioint  m  décrit  une  droite,  b-  poinl  M  décrit  une  droite  et  inversement. 

Si  le  point  m  décrit  une  courbe  algébrique,  le  point  M  décrit  une  courbe  algébrique  de  même  degré.  A  un 
point  double  ou  il  un  point  d'inflexion  de  l'une  de  ces  courbes  correspomlent  un  point  double  ou  un  point 
d'inflexion  sur  I  autre. 

Ju.sliller  ces  remarques;  les  étendre  h  de»  |..,nji>  à  l'inllni  par  l'emploi  d.-s  «..uidonnees  houiogénes;  les 

uliti»er  pour  Irouvor. simplement  le»  coefflcienls  1/ »•'  de  telle  fa.  .mi  .ju-  la  transf  .1  nv'e  d'un.- .  .mi  be    c^ 

déterminée  soit  la  courbe  (C)  d'équation     X'Y  —  I 
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Déduire  de  ce  qui  précède  une  solution  précise  de  la  question  suivante  :  Discuter  la  réalité  des  trois  tan- 
gentes menées  d'un  point  P  à  l'une  des  courbes  (c),  quand  le  point  P  varie  dans  le  plan. 

Les  coefficients  u,  .  .  .  ,  w"  entrant  dans  les  transformations  trouvées  qui  font  correspondre  à  une 
courbe  (c)  la  courbe  (C)  dépendent  du  paramètre  [i  et  d'un  autre  paramètre. 

Chercher  parmi  ces  transformations  celles  pour  lesquelles  il  n'existe  qu'un  point  à  distance  finie  confondu 
avec  son  transformé    {x~X,    y  =  ^)     et  trouver  le  lieu  de  ce  point. 

DEU.XIÈME   COMPOSITION 

2394.  —  On  considère  les  fonctions  de  x 

j/  =  (a;  +  a)L;  ^ 


(a  est  un  nombre  donné  et  L  désigne  le  logarithme  de  base  e). 

1»  Dans  quels  intervalles  la  fonction    ~-^    est-elle  développable  en  série  entière  soit  par  rapport  à  la 

variable  x,  soit  par  rapport  à  la  variable  -  ? 

Écrire  les  développements  correspondants  de  y. 

2»  Tracer,  suivant  la  valeur  de  «,  les  différentes  formes  des  courbes  (C)  représentant,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, les  variations  des  fonctions  y. 

Une  courbe  (C)  coupe  Oy  en  un  point.  Lorsque  a  varie,  déterminer  le  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur  à 
cette  courbe,  en  ce  point. 

3°  Calculer  les  primitives  d'une  des  fonctions  y. 

Démontrer  que  pour  «  =  3,  l'aire  limitée  par  la  courbe  (C)  correspondante,  par  la  droite  d'équation 
j/-+-2  =  0,  par  l'axe  des  y,  et  par  la  droite  d'équation  or  —  .^o  =  0(.Co  >  0)  a  une  limite  finie  quand  a;o  croit 
indéfiniment.  Calculer  cette  limite. 

4°  On  con.sidère  plus  généralement  une  fonction  de  la  forme 

'  ^    '    x-(-4' 

f{x)  est  un  polynôme  qui  s'écrit,  développé,  f(x)  ^  aoX"  +  a^x^-  '+..,+  a„ . 

On  demande  : 

u.  De  calculer  les  primitives  de  z  ; 

6.  En  appelant  <I>(a;)  l'une  de  ces  primitives,  de  chercher  sil  existe  un  polynôme  '•^[x]  tel  que  la  fonction 
^[x)  —  (f[x)  tende  vers  zéro  quand  x  croît  indéfiniment. 

Physique. 

I.  —  Lois  de  Raoult.  —  Applications  de  ces  lois  à  la  détermination  des  masses  moléculaires. 

II.  —  2395.  On  gonfle  une  bulle  de  savon  avec  du  gaz  d'éclairage  qu'on  assimilera  à  un  gaz  parfait  de 
densité  constante  rf  =  0,4.  La  bulle  a  un  rayon  égal  à  Ro«'",  une  épaisseur  e:=  0,002""™;  la  densité  du 
liquide  est  égale  à  1.  On  négligera  d'abord  la  différence  entre  la  pression  intérieure  et  la  {«ression  de  l'atmo- 
sphère ambiante. 

1<'  La  pression  extérieure  étant  Hq  =  760"""  de  mercure  normal  (densité  13,0),  la  température  15"  et  la 
masse  spécifique  de  l'air  dans  ces  conditions  étant  a  =  0,001 23,  calculer  la  masse  de  la  bulle,  la  poussée 
qu'elle  subit  et  la  force  ascensionnelle  F.  On  calculera  numériquement  la  valeur  de  F  en  milligrammes  poids 
pour  un  rayon     Rq  =  2"'"     et  on  cherchera  la  valeur  du  rayon  R  tel  que  la  bulle  soit  en  équilibre. 

2"  Dans  les  mêmes  conditions  atmosphériques,  chercher  la  valeur  de  la  vitesse  limite  d'ascension  d'une 
bulle  de  rayon  R^  en  admettant  que  la  résistance  de  l'air  est  donnée  par  la  formule    Q  =  ASi-,     où  S  est  la  sur- 
face d'un  grand  cercle  de  la  sphère,  k  une  constante  égale  à    2dx10-^C.G.S.     Calculer  numériquement  la 
valeur  de  la  vitesse  limite  v  pour    Ro  =  2"=™. 

3°  On  suppose  maintenant  que  la  bulle  parvienne  dans  une  région  où  la  pression  atmosphérique  n'est  plus 
que  H,"""  de  mercure.  On  admet  que  la  température  est  restée  la  même  et  que  l'accélération  de  la  pesanteur 
égale  à  981  C.G.S.  n'a  pas  changé.  Le  rayon  de  la  bulle,  qui  était  \\,  devient  R^  la  force  ascensionnelle  a-t-cUe 
changé? 

Admettant  que  le  coefficient  k  est  proportionnel  à  la  pression,  chercher  comment  varii  vitesse  limite  ea 
fonction  de  la  pression.  La  bulle  s'élèvera-t-elle  indéfiniment? 

4"  On  tiendra  compte  désormais  de  la  différence  entre  la  pression  intérieure  p,  et  la  pression  extérieure  pe. 
On  prendra  pour  la  tension  superficielle  du  liquide  la  valeur    A  =  30  mg.     poids  cm.  On  posera    p,  =  pj(l  -t-e) 
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et  on   calculera   e   pour    Ilo  =  2"".       I.a  force  ascensionnelle  au  niveau  du  sol  a  une  valeur    F,  =  F(l-f-T,) 
N'gèreinL'nl  dilTérenlc  de  F.  Calculer  la  fraction  r,    pour     R,  =  2"°). 

Tf  De  mt'iiK-,  lorsque  la  pression  extérieure  a  pris  la  valeur  II,  plus  faible  que  II,,  le  rayon  de  la  bulle  n'a 
pas  rigoureuseinenl  la  valeur  Ri  calculée  au  ;i  3.  mais  une  valeur  très  peu  différente     R|  —  R,(l  -f- C).     Écrire 

l'équalion  qui  donne  H,'  puis  calculer  î^  en  fonction  de  ç^  et  de  t;  on  pourra  remplacer  Hj  par  R,  dans  des 

termes  correctifs  et  m-gliger  les  puissances  de  C  ou  de  e  supérieures  à  la  première.  Calculer  numériquement  C 

pour        '  =  0.72i»     et  une  bulle  ayant  sous  la  pression  Ho  un  rayon  égal  à  2  cm. 

"o 

G"  Tenant  compte  encore  de  e,  indiquer  darts  quel  sens  la  force  ascensionnelle  varie  avec  H,.  Si  la  bulle  se 
trouve  en  équilibre  à  une  certaine  hauteur  dans  une  atmosphère  dont  la  température  est  supposée  constante  et 
où  la  pression  décroît  régulièrement  à  niesure  qu'on  s'élève,  cet  équilibre  est-il  stable? 

Groupe  II. 
Malhémaliquet. 
MAme  sujet  que  la  diuxii'me  composition  du  groupe  I. 

Physique. 

Cl  ynscopie.  Tonoinétrie. 

2396.  -  Lne  lunette  astronomique  est  formée  d'un  objectif  de  1"'  de  distance  focale  et  de  iO"°  de  diamètre 
qu'on  assimilera  à  une  lentille  simple,  et  d'un  oculaire  de  l'™  de  distance  focale  et  de  5""°  de  diamètre,  assimilé 
aussi  à  une  lentille  simple.  Lu  observateur  visaiil  à  l'infini  aréole  la  lunette  sur  un  astre. 

i"  Chercher  le  diamètre  de  limage  réelle  du  soleil  formée  au  foyer  de  l'objectif  en  admettant  (jue  le  diamètre 

apparent  du  soleil  est  de  ^  degré. 

L'observateur,  en  regardant  dans  la  lunette  pointée  sur  le  centre  du  soleil,  pourra-t-il  apercevoir  l'image 
complète  de  l'astre?  Pourquoi  osl-il  nécessaire,  .laiis  cette  expéri<-nce,  de  protéger  l'u-il  pai  un  verre  absorbant? 

Ce  verre  absorbant  étant  enlevé,  on  coup»-  par  un  écran  blanc  normal  à  l'axe  optique  de  l'instrument  le 
faisceau  de  rayons  sortant  de  l'oculaire.  Pour  quelle  position  de  l'écran  le  disque  éclairé  formé  sur  l'écran  a-t-il 
ses  bords  les  plus  nets  et  son  diamètre  le  plus  petit?  Quelle  est  la  valeur  de  ce  diamètre  minimum? 

On  veut  maintenant  obtenir  sur  cet  écran  une  image  nitte,  large  de  1*^,  d'une  tache  du  soleil  dont  le 
diamètre  apparent  est  le  dixième  du  diamètre  appannt  iln  soleil. 

he  combien  et  dans  quel  sens  faut-il  déplacr  l'oculaire  et  où  faut-il  placer  l'écran? 

3"  Lu  lumltr  étant  à  nouveau  réglée  comm'-  au  début,  on  dirige  l'axe  optique  vers  le  centre  du  soleil  mais 
en  retournant  la  lunette  de  façon  que  les  rayons  incidents  rencontrent  d'abord  l'oculaire.  Que  verra  dans  la 
lunelte  l'observateur  placé  derrière  l'obji-ctif? 

On  reçoit  à  nouveau  le  faisceau  de  rayons  sortant  de  la  lunette  sur  un  écran  blanc  normal  à  l'axe  optique. 
Entre  l'objectif  et  l'écran  on  dispose  un  corps  opaque,  «Joigne  de  l'écran  de  quelques  décimètres,  et  on  observe 
son  ombre  sur  l'écran.  On  enlève  la  lunette  :  l'ombre  est-elle  plus  ou  moins  nette  que  précédemment? 

Chimie . 
Propriétés  cliimi(|ues  de  l'eau. 

S' tcnccs  naturelles. 

L'azote,  aliment  essentiel  des  êtres  vivants.  Nutrition  ar-otée.  Cycle  de  l'aiote  dans  la  nature. 

• 
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2397.  —   Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Qj,  Oy  et  un  point  H  (a,  6),  on  mène  par  le  point  H  une 
sécante  de  coefficient  angulaire  m,  qui  rencontre  les  axes  aux  points  A  et  R,  et  on  considère  la  parabole  P 


T 


tangente  aux  axes  aux  points  A  et  R;  on  fait  tourner  autour  de  l'origine  la  droite  AR  de  l'angle    -»-$;    soit 
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A'B'  sa  nouvelle   position;  soient  A'  et  B'  les  points  où  elle  rencontre  les  axes;  on  considère  la  parabole  Q 
normale  aux  axes  aux  points  A'  et  B'. 

10  Trouver  les  équations  des  paraboles  P  et  Q,  puis,  lorsque  m  varie,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de 
leurs  directrices. 

2°  Démontrer  que  les  points  dintersection  de  ces  deux  paraboles  P  et  Q  appartiennent  à  un  même  cercle; 
trouver  son  équation,  et  le  lieu  de  son  centre  quand  m  varie. 

3°  Former  l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  points  communs  aux  paraboles  P  et  Q, 
trouver  l'équation  du  lieu  de  son  centre  quand  m  varie,  et,  dans  le  cas  particulier  où  le  point  H  est  sur  l'axe 
des  y,  construire  ce  lieu  en  le  rapportant  à  un  système  de  coordonnées  polaires. 

A.  Macé  dk  Lkpin.vy. 
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2223.  —  On  considère  la  fonclion 

.r     1  1 

y=zx-L     -h-  . 

1°  Trouver  les  valeurs  principales  de  la  fonction;  calculer  ses  diverses  dérivées.  Expression  de  la 
dérivée  n''^"'".  Variation  de  cette  fonction  et  courbe  représentative. 

2°  Trouver  Paire  comprise  entre  cette  courbe,  Vaxe  des  x,  l'ordonnée  d'abscisse  1  et  celle  d'abscisse  x. 
Montrer  que  cette  foncticn  s'annule  pour  une  valeur  de  x  plus  grande  que  1. 

3°  Former  le  polynôme  du  A"  degré  qui  prend,  ainsi  que  ses  dérivées,  les  mêmes  valeurs  respectivement 
que  la  fonction  y  et  ses  quatre  premières  dérivées,  pour     xz=  l. 

1.  Cette  fonclion  n'est  définie  que  de  0  à-hx  ;  elle  est  alors  parfaitement  définie  pour  chaque 
valeur  de  x,  sauf  pour    x  =  0. 

Je  remarque  encore  que  cette  fonclion  peut  s'écrire  plus  simplement 

y  =  -^—x-Lx. 

Pour     a?  =  -f-£,     le  premier  terme  est  égal  à     -hx,     le   second  est   nul;   la  fonction  part  de 

H-x.     Pour    x=:i,     elle  est  égale  à  1;  et  enfin  pour    x  =  H-oo,     elle  est  égale  a     — x,     le  rapport 

y  y 

-^  étant  encore  intini  et  le  rapport     -^,_     étant  nul;  elle  a  donc  une  branche  parabolique  dans  la 

direction  Oj/,  analogue  à  celle  d'une  parabole  ordinaire. 

Prenons  maintenant  les  dérivées. 

Nous  aurons 

y'  =  —  x-^  —  X  —  SayLx, 

y"  =  1 .2a?-3  —  1  —  2  —  2La?  =  2  !  a,'-^  —  3  —  2Lar, 

y"'=  —  3\x-'^  —  ^x-\ 

^/'^  =  4!ar-^-h2a;-^ 

Il  est  alors  facile  d'avoir  l'expression  delà  dérivée  jî''""\  Elle  s'obtiendra  en  dérivant      (»  —  4) 
fois  j/'^';  elle  aura  pour  expression 

y"'  =  (—  i)"[n!a;-"-'  -+- 2(n  —  3) !.t-"+2]. 
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éludions  mainleDanl  le  signe  de  y  ;  nous  apercevons  tout  de  suite  celui  de  y'"\  y'"  est  toujours 
négalir,  dans  l'intervalle  positif;  par  conséquent,  y"  est  une  fonction  décroissante,  et,  comme  elle  pari 
de  -i  a:  .  pour  descendre  à  — x,  elle  s'annule  une  fois  et  une  seule  fois  pour  une  certaine  valeur 
positive  de  u;  celte  valeur  est  d'ailleurs  plus  petite  que  1,  car  pour  x^  1,  y"  est  déjk  négatif.  Alors 
y'  croit  d'abord,  passe  par  un  maximum  pour  celle  valeur  de  x,  et  ensuite  décroît  continuellement.  Or, 
pour  x  =  -{-t,  y'  est  égale  à  — x  ;  pour  t  =  —  x,  y'  est  encore  égale  à  — x  ;  il  importe 
donc  de  connaître  le  signe  du  maximum. 

Or,  en  annulant  »/",  on  a 


2Lx  = 


3, 


et,  en  portant  dans  y'. 


»/  =  2x--5; 


il  est  facile  de  \oir  que  cette  valeur  est  négative,  puisque  x  est  plus  petit  que  1.  Nous  pouvons  donc 
affirmer.  <|ue  ;/'  est  toujours  négative  dans  le  champ  des  valeurs  positives  de  x;  par  conséquent,  que  y 

esl  une  fonction  toujours  décroissante;  si  nous  tenons  comj)te  des  remarques 
déjà  laites,  de  ce  que  y"  est  daboid  positif,  puis,  négatif,  nous  pouvons 
Iracer  la  cijurhe  sans  aucune  espèce  de  difficulté. 

Sur  la  figure,  OA  égale  1  ;  ;\B  égale  1;  le  point  d'inflexion  a  lieu  pour  x 
inférieur  à  I. 

Quant  à  OC,  c'est  une  longueur  plus  grande  que  1,  plus  petite  que  e,  el 
qu'il  serait  facile  de  déterminer  mieux  en  resserrant  l'intervalle. 

2.  Calculons  1  aire  comprise  entre  l'axe  des  j-,  l'ordonnée  AB  et  une 

ordonnée  variable  PM.  Au  départ,  quand  x  égale  I,  l'aire  esl  nulle;  quand  x 

augmente,  laire  devient  positive  et  finit  par  être  égale  à  l'aire  du  triangle 

mixiilign»'  AUC.  Ensuite,  il  sajoute  des  parties  négatives;  l'aire  diminue  algébriquement;  h  un  certain 

moment,   elle  devient  nulle;  puis,  la  portion  négative  l'emportant,  elle  devient  négative  el  le  reste 

indérmiment.  Elle  s'annule  pour  une  valeur  plus  grande  que  OC  et,  par  consétiuenf.  plus  grande  que  1. 

Calculons  celle  aire 

A=  r^?_  f  x'\.rdr\ 

J\       X  J\ 

la  première  intégrale  esl  Lor;  la  deuNième  intégrale  s'obtient  en  intégrant  par  parties.  On  a 


poui 


=  1 


cpltf  finiciion  esl  égale  h    —    :     par  conséquent. 


Nous  voyons  tout  de  suite  que,  pour    j=  l,     celle  aire  est  nulle.  Si  nous  donnons  à  x  une  valeur 


1111  |..  Il  plus  grande  (jue  I,  la  partie  I.j— -Lx  est  positive,  il  en  est  de  même  de 


1 


donc  l'aire 


fsl  positive.  Quand  .r  atteint  la  \aleur  c,  nousnvons     A:=l—  'r — "^-     el  celte  (juantilé  est  visiblement 
négative;  l'aire  s'esl  donc  annulée  entre  I  el  c. 

Il  ^erail  du  rrs'e  facile  de  retrouver  ses  variations,  en  se  servant  des  signes  de  y,  c'esl-à-dire  des 
signes  de  sa  dérivée;  on  retrouverait  les  résullats  dcmnés  par  la  géométrie. 
xrz  I,     nous  avons  successivement  : 


3  r..iii 


r(l)  =  -8; 


/'"(!)  =  26. 
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Par  conséquent,  nous  connaissons  tout  de  suile  la  valeur  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées.  Nous 
pouvons  donc  lui  appliquer  la  formule  de  Taylor  et  nous  aurons  ainsi  immédiatement  le  polynôme 
cherché  : 


ou 


„,  ,      26(cc  — 1)'^  — 32(ar  — 1)3  — 12(.r— 1)2  — 48(a?  — l)-h24 
P  (x)  =  -^ ^ ^ '- ^ '- ^ >- ; 


24 
développons  le  numérateur,  effectuons  les  réductions,  nous  aurons  successivement  : 

26(a;^  —  43?^ -t- 6x^  —  4a^  +  1)  —  3^(x^  —  Sx^  -4-  3a?  —  1)  —  12(a^-  —  2a?  +  1)  —  48x  -4-  72 


V{x)  = 
P(a?)  = 


24 


26a?^  —  136a?^^  +  240a?-  —  2243?  +  118 
24 


On  eut  pu  d'ailleurs,  et  cela  revient  au  même,  partir  de  la  valeur  a?=:l,  poser  j?  =  l-i-a'',  et 
développer  la  fonction  y  en  série  entière.  En  s'arrôtant  au  terme  en  a?'^,  on  aurait  le  polynôme 
demandé,  exprimé  à  l'aide  de  la  variable  a';  on  y  remplacerait  ensuite  a?' par  x  —  1,  et  on  retrou- 
verait le  polynôme  P(a?)  sous  sa  première  forme. 

Bonnes  solutions  de  MM.  P.  Bessot,  à  Toulouse;  E.  Dion;  E.  Kkauss;  G.  Lach,  \  Douai;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
Assez  bonnes  solutions  de  MM.  J.  Chazelot:  M.  Hénon,  à  Lille;  H.  Mennessier. 
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2220.  —  On  considère  un  cercle  fixe  de  centre  0  et  deux  diamètres  fixes  et  rectangulaires  Je  ce  cercle, 
Ox  et  Oy.  Par  le  point  A,  où  Ox  coupe  le  cercle,  on  mène  une  tangente  fixe  A,  et  on  considère  une  tangente 
mobile  qui  rencontre  A  en  M  et  Oy  en  N.  On  demande  : 

1°  Le  lieu  de  r orthocentre  du  triangle  OMN  et  V enveloppe  de  la  hauteur  issue  du  point  N; 

2°  Le  lieu  du  point  de  concours  des  diagonales  du  trapèze  formé  par  les  deux  tangentes  et  par  les  axes. 

Construire  ce  lieu  et  trouver  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  l'asymptote. 

-^  \ 
1.  Soit  B  le  point  où  la  tangente  mobile  touche  le  cercle  (0,  R)  donné.  Si  l'on  pose     AOB  =  2a,     on  a 

AM  =  Rtga,     et  l'ortliocenlre  H   du  triangle  OMN  étant  l'interseclion  des  droites  MH,  OB  d'équations 

y  =  Rtga,  î/  =  a?lg2a, 

ses  coordonnées  sont 


y 

/ 

N 

V^ 

A 

IVI 

/ 

hA^ç 

/ 

Li           1 

A 

V 

0 

J 

a? 

X  ■ 


\k\-^^'^). 


y=Rlga, 

L'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donne 

!/^-f-2R(a?-^^)=0, 

ce  qui  montre  que  le  lieu  de  11  est  la  parabole  de  foyer  0  et  de  direc- 
trice A. 

î 


La  hauteur  NH,  perpendiculaire  à  la  droite  OM  de  pente  tga,  a  pour  coeriicient  angulaire     —  ^ 
et  po.ur  équation 

t/-Rtga=:- ^-|^[a-2  (l-lg-'a)j. 


(r  If 


19() 
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ou  RlK-a  — 2î/tKa  — 2x-i-R  =  0. 

Éliminons  a  entre  celte  équation  et  la  suivante  : 


2R  tga  —,    —  2y  -^  =  0. 

"     COS^a  -^  COS*a 


Il  vient,  presque  immédiatement. 


,*^2R(a'_^)=0. 


La  droite  NH  enveloppe  donc  la  parabole  lieu  de  H. 

Ceci  s'établit  d'ailleurs  géométriquement  d'une  façon  très  simple. 

Kn  effet,  le  triangle  OHM  est  isocèle  et  NH,  perpendiculaire  ùOM,  est  bissectrice  de  OHM  :  Il  décrit 
donc  la  parabole  de  foyer  0,  de  directrice  A  et  NH  enveloppe  cette  parabole  qu'elle  louche  en  H. 
2.  Les  droites  OM.  AN,  d'équations 


i/=xtg7  et 

se   <;oupt'nt  au  point  V  de  coordonnées 


X 


y  sinsa       , 


R 


—  1=0. 


K 


y 

^ 

N 

S 

/^^ 

\ 

M 

1 

<<i 

r'             ■^. 

\ 

\            ^ 

^ 

X 

_        Riga 


î/  = 


l-h2sin*a'  -^       l-h2sin-a 

L'élimination  de  x  entre  ces  relations  donne,  après  un  calcul  facile, 


\^\\  voit  qui'  la  courbe  lieu  de  P  a  tous  ses  points  compris  entre  la 

droite  A  et  la  droite    x  —  ^=0    (jui  esl  asymptote,  et  qu'elle  est 

symétrique  par  rapport  W  0.r.  Il  suflit  donc  d'en  construire  la  partie 
située  dans  la  région  des  ordonnées  positives  et  de  la  replier  autour 
de  Oar. 


L'expression     J/'  = 


3x»  — 3Rx-hR' 


:,     toujours    négative  quand  .r  croit  de         à   R. 


(3x— R)v(R  — ar)(3j'— H)  -  -  3 

montre  que  y  décroît  d'une  manière  continue  de  x    .^i  0.  et  fait  connaître  la  pente  d'une  tangente 
quelconque.  Kn  particulier,  la  tangente  en  \  esl  la  droite  A. 

La  dérivée  second»!     j/"=R^ -?===,     sannulant  pour  J?=*'R     en 

•'             (3x— R)»(R   -j)V(R  — a:)(3.r— R)                          *^  3 

a  9 

changf.int  de  signe,  la  courbe  prési^nte  un  point  d'inllexion  de  coordonnées     x=r.R.  !/::=qHv3, 

oii  1,1  tangoiitf  a  pour  pente     — -tt-     La  <nurl.e  est  alors  farilo  à  c.tnstriiire  et  s'achève  par  symétrie. 
Aire.  —  L'aire  comprise  cnlro  la  Ciuirbe  et  l'asyruplote  a  pour  expression 


rvè 


—  X 


"K 


dx. 


I  \\ j 

L  intégrale  générale  se  calcule  en  posant     \l  - — — -ît  =  (,     d'où  l'on  lire 


x=R 


i-4-/' 


et 


'^=-*'Stt3ït^' 


l4-3/»' 
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Une  identification  facile  donne 

tHi^t')_       i  1 


et,  par  suite,  

La  première  intégrale  du  second  membre  se  calcule  à  vue,  les  deux  autres  se  ramènent  à  la 
première  par  une  formule  de  récurrence  bien  connue,  et  l'on  a 

r     dt      _i (     t      .    r    dt    \_       t  ^J^      ,  f  fô 

J  (1  +  3^2^2  — 2\^l  +  3<2"^j  l  +  3rV~2(l-f-3i^)"^  6  ^^^^^' 

r      dt       _  1  r       t  r      di      ']_         t  St  v/3  ,ô 

J  {i-h3l^)'~  Alii -^St'^y^J  {l-^'Sf'f]~A{'l-^StY'^H{l-h'St')~^  8  a^ctg^v3, 

d'où,  toutes  réductions  faites, 


/^  v/3^^^^ = I'  [(1+3^^)-^ + rrs?  -  V  3  «rc  tg  t  v'3  ] . 

Remplaçons  t  par  sa  valeur  en  x,  il  vient 

En  prenant  le  double  de  cette  expression  entre  les  limites  -q-  et  R  on  trouve,  pour  l'aire  demandée, 


JK       V  3a?  —  R  9 

3 

Remarque.  —  Les  limites,  pour  f,  qui  correspondent  à  celles  de  a?,  sont  l  =  x  et  t  =  0.  Il  est 
donc  inutile  de  transformer  l'intégrale  trouvée  en  fonction  de  t,  en  une  nouvelle  expression  dépendant 
de  X.  Il  est  bon  d'ajouter  en  outre  que  le  changement  de  variable 

R  —  X tg^cp 

3x  —  R  ~  ~3^  ' 
conduit  plus  rapidement  au  résultat. 

M.  ROUX,  Le  Creusot. 

Bonnes  solutions  de  M"°  Barbillon,  à  Nancy;  de  MM.  A.  Berlande,  à  Saint-Cloud  ;  P.  Bessot,  lycée  de  Toulouse; 
Jean  Delage,  lycée  Carnol;  Em.  Pion,  à  Saint-Cloud;  G.  Lach,  à  Douai;  L.  Naucelle,  à  la  Chaire;  P.  Robert,  à  Douai; 
Maurice  Roi;  Topin,  à  Grandvilliers;  L.  Troin. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  Jolly,  à  Ilonfleur;  Rachay  Alexandre,  à  Lyon;  L.  Simon,  à  Fourmies. 


2231.  —   On  donne  une  ellipse  de  centre  0.  On  projette  un  point  M  quelconque  de  cette  ellipse  en  P 
et  Q  sur  les  axes. 

1°   Enveloppe  de  l'hyperbole  équilatère  ayant  pour  centre  P  [ou  Q),  et  M  pour  l'un  des  sommets  réels. 
2°  Lieu  du  second  point  de  rencontre  L  des  deux  hyperboles  de  cette  espèce  qui  passent  par  M. 
3°  Enveloppe  de  l'hyperbole  équilatère  ayant  son  centre  en  M  et  un  sommet  réel  en  P  {ou  en  Q). 

1.  L'hyperbole  équilatère,  ayant  pour  centre  P(aeosï«,  0)  et  pour  sommet  réel  M(acosc?,  Asincp),  a 
pour  équation 

(1)  (x  — acoS(p)2  — i/2_,_62sin2&  =  0. 


\ 
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ou  C^  008*9  —  iax  cos  i  -h  X*  —  y*  -h  /y*  =:  0. 

Nous  aurons  l'enveloppe  de  l'hyperbole  en  écrivant  que  celle  équation  a  une  racine  double  en 
COS9,  ce  qui  donne 

l/b)perbole  équilature,  ayant  pour  cenlre  0(0,  ôsins)  el  pour  sommet  réel  M(acos9,  Asin^),  a 
pour  équation 

(2)  a:*  — (»/  — /^sinsf  —  a*cos*9  =  0, 

ou 

f*sin*(f  H-  2Aj/  sins  -f-ar' —  1/'  —  fl'  =  0, 

1/enveloppe  de  cette  courbe  est  l'hyperbole 

-  —•'  —1=0. 

2.  Les  hyperboles  (Ij  et  {"!)  ont  mêmes  directions  asymploliques  el  passent  par  le  point  M;  elles 
admettent  donc  un  deuxième  point  commun  à  distance  (inie  L.  l'our  calculer  les  coordonnées  de  ce 
point,  nous  remplaçons  le  système  (1),  (2)  par  le  système  équivalent  obtenu  en  ajoutant  el  en  retran- 
rhant  les  ('-qualions  (1)  et  (2);  nous  obtenons  ainsi 

(3)  x{x —acosf)  —  y{y  —  bs'\n-^)^0, 

(i)  n  cos(}.(x  —  acos^;  -h  bs'\n-^[y  —  b  sin^)  =0. 

La  solution  x  =  acos9,  t/  =  6sinï.  est  en  évidence;  nous  nous  en  débarrassons  en  éliminant 
X  —  acos^     et     y  —  bsin-i,     et  en  écrivant 

X      y        OJCO89  -h  by  sin^ 

a  cosij»      —  Asin^      a*  cos* 9  —  6*sin^3, ' 

puis,  en  tenant  compte;  de  l'éipialion  (4), 

X      1/        n'cos*9  -4-  A*8in*;p 

a  cos(p      —  A  si  M  9      a^co8*3.  —  A*sin*5.' 

On  en  (lediiil  les  coordonnées  du  point  L 

.-.  acos9(a*co8*:p-f- i!»*sin*(j.)  —  A  sin9(rt*cos*9 -f- A*sin*^) 

'  rt*cos*9  —  À*8in*9        '  "'  a'cos'tp  —  À*sin*9 

Il  est  alors  facile  d'éliminer  -^  enire  ces  deux  équations;  on  en  tire 

, ny  x^       rj^ /n*  008*9  4-  b^  sin'^y 

*^^~      ÏJ'  a*  ^i!»*~Vi'cos«9  — 6«sin4/  ' 

[luis 

7?'^    h'~\T*  —  y-)  • 

el  enfin 

(t'  —  y^)\b'x'  -h  n'y^)  —  a'b^x^  -|-  ;/»)*  =  0. 


Pour  construire  cette  courbe  on  peut  utiliser  les  équations  paramétriques  (5). 

3.  l/hyperhole  equilatère  qui  a  pour  centre  le  point  M  el  pour  sommet  réel  le  point  Pa  pour  équa 

tiiiii 

(x  — flcos^)»  —  (»/  —bs\a:^f  -h  A»sin-9=0. 
ou 

(x  —  a  cos  i)*  —  »/*-+-  2Aj/  si  n  9  =  0. 
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Dérivons  par  rapport  à  .f.,  nous  avons 

a  sin-i(.r  —  acoS9)-l-èj/  coscû  =  0. 

En  résolvant  ces  deux  équations  el  en  écartant  les  solutions    .r  =  acos'f.     1/^0,     correspondant 
au  point  P,  on  obtient  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe 

aoos-.p(6-  —  c-sin-o)  — 2a-6sin^'-j/ 

^~    6^-cos-cû  — rt-sin-ci  '  '^"~6^cos-ç-  — a-sin-ci" 

et  la  construction  de  cette  courbe  ne  présente  pas  de  difficulté. 

On  trouvera  de  même,  pour  l'enveloppe  de  l'hyperbole  ayant  son  centre  en  M  et  un  somnaet  réel 
en  Q, 

_         Saô-cos^'-j;  _  —  6  sin  9(a-  -h  c-  cos^  -.p) 

^      ô-^cos-o)  —  a-sin'^'f  '  ^  6-cos-cp  —  a'sin^cf. 

L.  NAUCELLE,  à  la  Châtre. 
Bonnes  solutions  par  MM.  L.  Jolly,  à  Hondeur;  A.  Ratx,  lycJe  île  Lille;  L.  Simon,  à  Fourmies. 

♦ 
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2283.  —  Intersection  dune  sphère  et  d'un  parabaloïde  de  révolution.  —  Données  :  Centre  de  la 
feuille  au  point  0. 

Os  =  Os' ==  80'""' ;  (is  =  lo""". 

La  droite  de  front  (A,  A')  fait  un  anjle  de  45°  avec  le  plan  horizontal. 
Le  centre  de  la  sphère  se  trouve  au  point  (s,  s');  son  rayon  est  de  70""'". 

Le  paraholoïde  est  de  révolution  autour  de  (A,  A');  sa  courbe  méridienne  est  une  parabole  ayant  pour  sommet  a' 
et  pour  foyer  f. 
/^  On  donne  a's' =  SO"'-"  ;  f's'  =  10'^"\ 

S'/  1°  Construire  un  point  quelconque,  avec  sa  tangente  : 

,   /'     ->  a)  des  deux  contours  apparents  du  paraboloide  ; 

•>/     I  b)  de  Vintersection  des  deux  surfaces. 

C        I  Q  2°  Construire  les  points  et  droite  remarquables  ci-aprcs  : 

\  points  situés  sur  les  contours  apparents  des  deux  surfaces; 

. !4-__^__  points  de   la   projection  horizontale   de   r intersection,   dont    b's  tanjentes   sont  par.d- 

_^  ^       léles  à  A  ; 

droite  des  points  doubles  app  vents  en  projection  horizont>ile. 
On  représentera  les  constructions  1°  et  2"  en  traits  noirs  discontinm  ou  en  traits  rouqes. 
3°  Représenter,  en  faisant  la  distiwtion  des  parties  vues  et  cwhées  : 
en  projection  verticale  le  solide  commun  aux  deux  surfaces  ; 
en  projection  horizontale  la  partie  de  la  sphère  extérieure  au  paraboloïd''. 

4°  Rédiger,  sur  feuille  séparée,  une  noHce  explicative,  exposuU  en  détail,  avec  notiti'ins  co'-rcspon  Inntcs  sur 
V épure,  les  constructions  i"  et  2". 

Titre  et  cadre  inutiles.  ,  ,.  .n.,x 

(Ecole  des  Mines  de  Sl-blienne,  1014.) 

La  sphère  (s,  s')  pouvant  cire  considérée  comme  étant  de  révolution  autour  de  son  diamètre  de  bout,  qu» 
rencontre  en  (rf,  d')  l'axe  du  paraboloide,  nous  emploierons  comme  surfaces  auxiliaires  des  sphères  dont  ce 
point  sera  le  centre  commun.  Cliacuno  d'elles  coupe  la  sphère  donnée  suivant  un  petit  .•ercle  frontal  projeté 
horizontalement  suivant  la  corde  pq  commune  aux  deux  cercles  de  contour  apparent.  On  en  déduit  la  projection 
verticale  p'q'  du  diamètre  horizontal,  et  la  projection  verticale  en  vraie  grandeur  de  ce  cercle.  D'autre  part, 
nous  obtenons  dans  le  paraboloide  deux  parallèles  dont  les  plans  ont  pour  traces  verticales  les  deux  cor.les 
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uV,  u\v\   communes  à  la  parabole  méridienne  et  au  cercle  de  contour  apparent  de  la  sphère  auxiliaire.  Les 
points  do  rencontre  de  ces  droites  et  du  cercle  p'q'  donnent  quatre  points  m',  «',  w,,  n\  de  la  projection  verti- 
cale tif  la  courbe  d'intersection.  On  les  rappelle  en  m,  ».  m,,  n,,  sur  pq. 

Tauycntc  tu  vu  point  (m,  m';  de  la  courbe.  —  .Nous  emploierons  la  méthode  du  plan  normal,  tout  indiquée 

[•our  Ips  surfaces  de  révolution.  La  normale  à  la  sphère  est  le  rayon  («m,  «'m').  Pour  le  paraboloïde,  nous 

construirons,    au   moyen  de  la  sous-normale  de  la  mi'ridienne  principale,  le  sommet  (p,  p')  du  cône  des 

normales,  d'où  nous  d.'duirons  la  normale  fwip,  m''/)   On  peut  ensuite  déterminer  l'horizontale  (s/i,  s'h')  et  la 

f  rcinlale  [ag,   $'g'\  du   |>lan  noimal.   Les  projections  int.   ml'  de  la  tangente  de  l'espace  sont  respectivement 

pcrp'-iidictilaires  à  .«/i  clsg'. 

Points  remarquables.  —  I.  Points  situé$  si/r  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère.  —  On  fait  passer  la 
splM'i»-  auxiliairt-  par  le  cercle  de  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  donnée.  On  obtient  ainsi  les  points 

(«,  '■').  UJ'),  {'i,  »i),  Oi,/i^- 

IL  Points  situés  svr  le  contour  apparent  vertical  du  paraboloïde.  —  Le  plan  méridien  principal  du  |»araboloïde 
coupe  la  splw'-re  suivant  un  petit  cercle  projeté  verticalement  en  vraie  grandeur,  et  dont  l'intersection  avec  la 
méridienne  du  paraboloïde  fournit  les  points  (k,  A').  (/,  /'),  (*,,  A,),  (/,,  /,). 

lil.  l'oints  situés  sur  les  lontours  apparents  horizontaux  des  deux  surfaces.  —  La  recherche  de  pareils  points 
constitue,  dans  chaque  cas,  un  problème  du  quatrième  degré  que  l'on  sait  résoudre,  d'une  manière  t'videnle, 
par  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une  coniiiue.  Il  est  plus  simple,  pratiquement,  d'utiliser  directement  la 
projection  verticale  de  la  courbe  d'intersection  comme  une  courbe  d'erreur,  ilès  que  l'on  sera  à  même  de  la 
tracer  avec  une  exactitude  suflisante;  car  un  léger  déplacement  du  contact  dans  le  plan  horizontal  serait  sans 
inlluence  sur  le  tracé  de  la  projection  correspondante  de  la  courbe.  Ce  contact  approché,  qui  n'est  pas  destiné 
au  rap|iel  inversr,  constitue  donc  encore  un  document  intéressant. 

Pour  ce  qui  concerne  la  sphère,  on  prendra  les  points  de  rencontre  a'  et  ^'  de  la  projection  verticale  de  la 
courbe  avec  le  diamètre  horizontal  du  cercle  (s'),  et  l'on  en  déduira  les  projections  horizontales  a  et  ^  sur  le 
cercle  (s),  le  sens  des  éloignements  relatifs  par  rapport  au  centre  n'étant  pas  douteux.  C'uanl  au  paraboloïde, 
on  remarquera  que  h-  contour  apparent  horizontal  est  dans  un  plan  de  bout,  dont  la  trace  verticale  est  le 
diamètre  de  la  parabole  méridienne  conjugué  des  cordes  verticales.  Son  extrémité  0'  appartient  à  la  corde 
focale  principale  de  la  parabole,  puisque  l'axe  est  incliné  à  45».  et  l'on  en  déduit  le  sommet')  de  la  parabole 
de  contour  apparent  horizontal,  que  l'on  achève  de  déterminer  avec  un  point  particulier.  Par  exemple,  on 
inscrira  dans  le  paraboloïde  une  sphère  limite  de  centre  [d,  r/'),  et  l'on  prendra  l'intersection  (o,  ^')  du  paral- 
lèle de  conclacl  avec  le  plan  du  contour  apparent  horizontal  de  la  même  sphère.  Le  ci\ne  des  normales  donne 
la  normale  f/;..  et  la  sous-normale,  égale  au  paramètre,  fournit  les  éléments  focaux. 

C'est  sur  cette  parabole  que  l'on  rappellera  les  points  de  rencontre  de  la  projection  verticale  de  la  courbe 
avec  le  diamètre  du  point  0'  dans  la  |»arabole  méridienne.  Ces  points  sont  au  nombre  de  quatre;  mais,  pour 
éviter  la  coniHisioii,  nous  n'avons  rappelé  que  deux  d'entre  eux.  y'  et  6'. 

IV.  l'omis  un  lu  tangente  est  frontal*.  —  Si  la  sphère  limite  dont  il  vient  ilèlre  question  avait  pu  servir  à 
trouver  des  points  de  la  courbe,  il  en  serait  résulté  un  double  contact  avec  un  cercle  frontal  de  la  sphère 
donnée.  Mais  on  constate  <|ue  cette  sphère  limite  est  tout  entière  à  l'intérieur  de  la  sphère  (»,  »'). 

Les  autres  points  où  la  tangente  aura  la  direction  demandée  seront  situés  dans  le  plan  de  bout  mené  par 
l'axe  lin  paraboloïde.  et  (|ui  est  un  plan  de  symétrie  commun  aux  doux  surfaces.  Nous  avons  couché  ce  plan 
sur  le  plan  méridien  principal  du  paraboloïde,  en  le  faisant  tourner  autour  de  l'axe  ^dz.  <i:').  Le  centre  du 
cercle  iju'il  détermine  dans  la  sphère  («,  »')  est  venu  se  projeter  en  «o*  sur  la  perpendiculaire  à  d'z'  au  point  d', 
et  11  une  distance  égale  j'i  ds.  Les  points  'a*,  h",  >.",  ii"  où  il  coupe  la  parabole  méridienne  se  ramènent  en  X', 
fx',  Xj,  \i\  sur  </'s',  et  »e  ra|>pellenl  enfin  en  X,  |ji.  X,,  |a,  au  moyen  des  éloignements  relatifs  tels  que  X'X". 

V.  Points  doubles  en  projection.  —  Pour  la  projection  horizontale,  la  droite  des  points  doubles  est  la  pro- 
jection de  la  droite  de  boul  commune  .lux  plans  des  contours  app;irents  horizontaux.  On  remarque  «ju'elle  est 
confouflue  avec  la  ligne  de  rappel  du  point  (ç,  'f '  .  En  effet,  ce  point  est  commun  aux  contours  apparents  hori- 
zontaux du  paraboloïde  et  de  la  sphère  limite,  qui  a  même  centre  que  la  sphère  donnée,  et  par  suite  même 
plan  diamétral  hoiizonlal.  La  droite  obtenue  coupe  la  projection  correspondante  de  la  courbe  en  deux  points 

doubles  ;  et  ;,. 

Les  plans  diamétraux  conjugués  des  cordes  de  bout  étant  frontaux,  la  droite  des  points  doubles  sni  le  plan 
vertical  e»i  rejetée  h  l'infini. 

Ponctuation.  —  D'après  l'énoncé,  on  n'efTectue  pas  la  même  représentation  sur  les  deux  projections,  entre 
le.squelles  il  faudrait  bien  se  garder  de  chercher  une  correspondance  de  ponctuation. 

En  proj  -ction  horizontale,  on  voit  nettement  la  grande  brèche  faite  par  le  paraboloïde  dans  la  .sphère,  el 


>'^----. 


/    \ 
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la   |)i;lil<i  ouv-Mlui.'  inf»^rieuie,  on  partie  visibl-î  à   la   faveur  de  la  première,   puis  les  portions  du  coulou  r 
apparent  virtuel  du  parabolo(de  qui  relient  ces  deuv  uvales. 

Sur  la  projection  verticale,  on  voit  le  solide  commun,  entièrement  convexe,  limité  par  deux  portions  de 
parabole  méridienne,  deux  portions  du  contour  apparent  de  la  sphère,  dont  l'une  très  peu  apparente  entre  i,' 
el>,',  et  des  racconleraents  constitués  par  des  portions  de  la  courbe  d'intersection  qui  se  prolongent  en  avant 
par  deux  arcs  vus  formant  des  arêtes  saillantes.  Le  reste  de  la  courbe  est  caché. 

M.  M\znr,  n  AI(.'(T  .i  en»oy<'  une  «-pure  assez  i-xactp,  miis  dont  les  tracés  exigent  un  espice  Iropgranl.  a  cause   du 
changement  de  plan.  Le  ronlDur  apitar.-nl  de  la  -ptiére   i  f^t.-  nmU  ^ur  h  proj.-ction  vt-rtirale  du  soli.le. 

Remarque  sur  l'épure  du  concouri  de  l'École  polytechnique  en  1919.  —  i>aii>  1  .pure  du  num -ro 
précéili-iil,  «Il  |..-iil  sii;nal'-r  une  pn>|iri.lr  d.;s  puinls  u,  i*  ,  i.  r  )  que  l'un  a  obtenus  sur  les  équateurs  du  tore. 
Comme  ils  a[)parliennent  au  premier  bissecteur,  les  plans  tangents  au  tore  sont  parallèles  au  second  bissecteur, 
et  coupent  ainsi  le  paraboloide  suivant  deux  généralriccs  du  premier  système  tangentes  au  tore,  et  par  suite  à 
la  courbe  d'intersection.  Comme  elles  rencontrent  les  directrices  (X^  et  (Y),  les  tangentes  en  u  et  v  vont  passer 
par  le  rebroussemcnt  %  les  tangentes  en  u'  et  »'  par  le  rebro-issement  ». 


J.   L. 


-♦- 
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10060.   -  Ëluilier  les  varialions  de    y  =  2  sini  -+-  3  eosx,    sans  prenilre  la  dérivée. 

61.  —  liésdudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  périmètre.  Hendre  calculables  par  logarithmes  les  for- 
mules trouvées  pour  n,  //,  c. 

—  62.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  ciUc.  l'angle  opposé  el  la  hauteur  correspon<tante. 

—  63.    -  Hésouilre  un  triangle  connaissant  un  angle,  le  cAté  opposé  et  la  différence  des  deux  autres  côtés. 

—  64.  —  Distance  de  deux  points  inaccessibles. 

—  65.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes  : 

r_df_  r       .vdx  Ç  dr  Ç       il  r r      dx  Ç       dx 

»/t\j-*-+-2  J\l-t-x*  .'    \  :■■''  J  \l  -+-ax  — jr*  ./  .,3  ^  ,î_i- X-+-  I 

rdx                           r      dx                      ,'           dx                           C    •!■'''•»■                    i  '          dr 
/ V  l s'  / i'  I '• 
.     (r  —  i)\'Trn              J  (3  4.j:!)i               . '  ,  rï  _  2x -(- 5)<              J  (xl  -  !)»              J  8-+- VI  —  x' 

r      '''      ^,     ç^i±^dx,      ç^^^^dx.      r^^i±^dx.      riiî±ïrfr. 

.'o    I         '  i\l        xi  J  X  ^7     .r-1  .1         x*  J         X* 

/\l_ji(/.,.  j  \s-x*dx,  CslTZrîdx.  J  {\^.,'-)*dx,  I  xi  \xi-i-  \d.>. 


—  66.  —  Calculer  les  intégrales  suivantes 


fiiu^i'li  /  sinij-Jr.  f    sin'rf/r,  /     sin»x»/j-.  /     ms^xdx,  /  cosx' 

U:.y    L^-    /"'-"■    f'^^'^"-    ./'"■•-"-    fê-y    ./'.^'ï- 

f, ^î-T-.  r,      '''        ,  r, '''     i       (0-     a    'rV  rcosxN2-*-acos*xrfx. 

J  4  +  3co»*x  .'  (-   •  >•<»  D'  .'u    I— rosssînx^  ,/ 

/cot>x\;i  /'.  /^'  dx,  l''cosxdr,  fe'iinxdx,  je^coixdx.  J  xcdx, 

/  .F  Hin'xf/'  /.rsinVr</j.  /      sin'x</.r,  /x».L[x-»-\l  I'.  /sin''x.L8ii 


sinxdr. 
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—  67.  —  Intégrer  les  équations  suivantes  : 

.'/'  — 2y  =  3,  y'  —  2y  =  .7i  +  COSX,  y' (xi  —  \)  —  xy  =  j:i ,  ?/'(x2-4- 1)  — ,/..y  =  3-4-2x2, 

y  (x2~3)  +  3xy  =  1  -X,  y'(.r2  +  1)  +  3x»/ =  3x  +  o,  j/'{|  _,r2)  _h  jy  =  j,-2  _u  i,  y  (x^- ^  [)  +  xy  =  x^ —  ^  , 

2j/'(x2-4-x-+-i)^y(2x-f-l)  =  .72-l,  .v'2;(i'2  +  l)^«/  =  3/2  +  2,  .v' \  iTl^+ y  =  x  +  Vr+^. 

—  68.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  limitée  à  l'axe  des  x  ait  une  longueur  constante  donnée. 

—  69.  —  Intégrer  les  équations  suivantes  : 
2/"-y  =  0,  ?/■■  -  3y' -f- 2y  =  0,  y"  _  4y'-+- 3(/ =  0,  »/"  -  4y' +  .oy  =  0,  j/" -+.  y' _  2y  =  0, 

y"  +  ay  +b>j  =  0,  y''  —  2y=l,  t/' -j^  2y' - 'iy  =  e^,  2y"  —  Sy' +  y  =  «x^  ?/" -t- y  =  cosx, 

y"H-y  =  cos2x,  y"  — y  =  sinx,  y" -f- 4y  =  cos2x,  y" -i- 4y  =  cos2x,  y" -+- 9y  =  sinSr, 

2/"  =  — y'-  — 1,  y"  +  «sy'^  +  1  =  0,  y' -f- a2^-2  _  1  ^  0. 

—  70.  — Longueur  d'un  arc  de  la  parabole    y-  —  2px  =  0. 
-—  71.  —  Longueur  d'un  arc  de  cissoïde. 

—  72.  —  Trouver  la  longueur  d'un  arc  de  chaînette,  puis  son  centre  de  gravité. 

—  73.  —  Longueur  de  l'arc  de  la  courbe    y  =  L  cosx. 


74.  —  Longueur  de  l'arc  pour  les  courbes 


\x  =  l-\  (x  =  flcos3(p,  (  x  =  cosW,  (  x  =  ch'' 


(  x^  cos^/, 
(  y  =  sin^t; 


(  y  =  !■'*;  ^y  =  6sin3s;  ^y  =  sini<;  ^y  =  sh3^ 

—  75.  —  Aire  de  l'ellipse     -„-  +  '^  —  I  =  0. 


?. 


76.  —  Aire  limitée  par  la  courbe    ^- 


2  coi>'^tx>  -H  sin-M 

—  77.  —  Aire  comprise  entre  une  cissoïde  et  son  asymptote. 

—  78.  —  Construire  rapidement  la  courbe    2/  =  -^yr^^     ®'  calculer   l'aire  comprise  entre   la  courbe  et    son 
asymptote. 

—  79.  —  Aire  de  la  boucle  formée  par  la  courbe    x^  -(-  ys  ^  3xy. 

—  80.  —  Aire  de  la  cycloïde. 

—  81.  —  Volume  engendré  par  une  parabole  en  tournant  autour  de  son  axe  de  symétrie. 

—  82.  —  Volume  d'un  segment  d'hyperboloïde  de  révolution. 

—  83.  —  Volume  engendre  par  l'aire  d'une  cycloïde,  tournant  autour  de  sa  base. 

—  84.  —  Aire  engendrée  par  un  arc  d'hypcrbolo  équilalèrc  tournant  autour  de  l'axe  transverse. 

—  85.  —  Aire  engendrée  par  un  arc  de  l'hyperbole  équilatère    xy  =  k-,    en  tournant  autour  de  Ox. 

—  86.  —  Aire  engendrée  par  un  arc  de  parabole  en  tournant  autour  de  la  tangente  au  sommet. 

—  87.  —  Aire  engendrée  par  l'arc  OA  d'une  parabole    y^^2px,    en  tournant  autour  de  la  droite    x-i-y  =  0. 

y-       =2 

—  88.  —  Volume  compris  entre  la  surface     -^-i — j  =  *     ^^^^  P'"^"    x  =  a;    centre  de  gravité  de  ce  volume. 

—  89.  —  Volume  compris  entre  les  deux  surfaces    2x2  _|_  y2  ^  ^^    et    2x2  -^  y2  ==  4  —  2. 

—  90.  —  Volume  compris  entre  les  deux  surfaces    2x2  _(_  3^2  =^  4  _  ^2    et    2x2  _|_  3ys  =  3:. 

—  91.  —  Trouver   le   volume   compris   entre   les   deux   surfaces    x2 -1- 2y2  ^  ;    et    x2  h- 2y2  =  2  —  :;     puis    l'aire 
comprise  entre  les  deux  paraboles  du  plan  des  zx,    x-  ^  z    et    x2  :=  2  —  z. 

—  92.  —Volume  compris  entre  les  deux  surfaces    x2-+-y2  =  3:    et    x2 -4- j'2  —  4  —  :.    Moment  d'inertie  du  solide 
commun  par  rapporta  0:. 

—  93.  —  Moment  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  par  rapport  à  un  de  ses  axes. 

—  94.  —  Chercher  le  volume  d'un  cône  de  révolution,  puis  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe. 

—  95.  —  Calculer  le  volume  d'un  segment  sphérique,  puis  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son    xe. 

—  96.  —  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  de  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

—  97.  —  Moment  d'inertie  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe. 

—  98.  —  Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  par  rapport  à  l'un  de  ses  axes. 

—  99.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole. 

—  100.  —  Centre  de  gravité  de  l'arc  de  la  courbe    x  =  /2^    y  ==  ^.i, 

—  101.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cycloïde. 

—  102.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  cardioïde. 

—  103.  —  Centre  de  gravité  de  l'arc  de  la  courbe    p  =  t"'  . 
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—  104.  —  Centre  do  gravité  d'un  quart  d'ellipse. 

—  105.  —  flcnlre  de  gravité  de  l'aire  d'une  cyclolde. 

—  106.  —  Trouver  l'aire  limitée  par  la  courbe    p  =  2  cos«d  —  1  ;    puis  son  centre  de  gravité. 

—  107.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  cardioïde. 

—  108.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  courbe    p  =  cos2cd. 

—  109.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  boucle  de  la  courbe    p  =  8in  3o). 

—  110.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  boucle  de  lemniscate. 

—  111.  —  Centre  de  gravité  de  la  surface  d'une  demi-sphère:  centre  de  gravité  du  volume. 


Géométrie  analytique  et  mécanique     .M.  Jaulonski). 
(iéoinélrie  anatyli(jue  à  deux  dimensions. 


—  112.  —  Construire  la  longueur    x  =  v^a*6* -h  A* -h  aô*. 

—  113.  -  Construire  les  racines  de  l'f-quation     ax- — (a* -t- 62)x -h  a» -f- 6»  =  0. 

—  114.  —  Construire  les  racines  de  l'équation    «x*  —  b'^x-  -4-  a"  -t-  A^  ^  0. 

—  115.  —  Propriétés  des  droites     P4->.Q  =  0,     P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires  en  x  et  y. 

—  116.  —Condition  pour  que  l'équation    .r* -f- 2y* -+- 2Xxy  —  2x -+- 4y  —  1  =  0    représente  deux  droites;  déterminer 
ce»  deux  droites. 

—  117.  —  Mener  iluii  point  des  tangentes  a     x'  -<-  ;/-  —  R^  =  0. 

—  118.  —  Mener  au  cercle    x-  4-  y-  —  R-  =  0    une  tangente  de  coefficient  angulaire  m. 

—  119.    -  Inlrr-ioclion  do  deux  cercles.  Propriétés  de  l'axe  radical. 


—  120.  —  Asyniploifs  «le  la  courbe     y= 


4  04  t  .111  i  i/a;« -+■  1 -H  V**  —  * 

—  121.  —  Asymptotes  de  la  courbe    y=^- "1^1 

—  122.  —  Cons  mire  les  courbe.s 


(A  suivrr. 


Sl'JKTS  DE  CONCOrUS 


ÉCOLE   DES   MIM:s   DE  SAINT-ÉTlENNE 


Concoars  ordinaire  de  1919. 

MatlifinaliqHCS. 
8898.  —  A)  Soit  l'iionKinaiic     ijz=f[x)    dt'flnit'  par  l'égalité 

î'=l4-,lgA4-.x(i^itgB)'  (i=/=T) 

il  sni.Mii  ;/„  Pi  7,  lis  vaii'urs  .|ut>  iir-nd  la  fonction  y  lorsqu'on  donne  k  la  variable  x  les  valeurs    Xo  =  0,    x,  =  » 
On  demande  de  >  ili  ol.r  Ii«  moduU"  r  et  l'argument  i  de  l'imaginaire 

î(  ~  y*  =  r(cosa-|-i8ina). 
y  —  Vt 

D/'inoDlrer  que  a  est  indépendant  de  x  et  que  r  est  proporlionoel  &  x. 
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B)  Démontrer  les  identités  trigonométriques  : 

cosa;H-cos(a;  +  -x- )  +  cosla;-|-^  j  =0, 

■    (         27r\         .     /         47r\ 
sina;4-sinla;H--^  1  H-sin  (a;  +  -^j  =  o, 

/         2Tr\         /         27t\  /         4Tr\         /         4Tr\        3 

cosa?cosyH-cos(a:  +  -yj  cos(y -t--yj  H-cos(a;4--^j  cos((/  +  -j-j  =^cos(x  — y), 

cosa;  cosy  coszH- cos  UH--^j  cos  U  H-^)  cos  f  2  H-^j  H-cos  f  a;  + -^j  ^ 

C)  Étudier  la  courbe  (C)  définie  par  les  équations  , 

1  a 

aj^glogtg^H-cosa,  j/  =  sina. 

Rayon  et  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  (G). 

Enveloppe  (E)  de  la  droite  qui  joint  le  point  (ce,  y)  de  la  courbe  (C)  au  point  [Xç^,  y^)  ayant  pour  coordonnées 

a;o  =  ^logtg^,  yo  =  0- 

Rayon  et  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  (Ej.  Étudier  la  courbe  lieu  des  centres  de  cour- 
bure de  (E). 

Supposer  que  a  varie  en  fonction  du  temps  suivant  la  loi  a  =  2arctge';  déterrainerla  vitesse  et  l'accélération 
du  mobile  qui  décrit  la  trajectoire  (G)- 


On  donne  la  fonction 


Calcul  trigonométrique. 

y  ^=e''"'''^S''. 

Calculer  les  valeurs  de  y  pour  les  valeurs  suivantes  de  x  : 

x  =  0,2;  0,4;  0,6;  0,8;   1;   i,o574;  2;  3; 

A  quelle  particularité  correspond  la  valeur    x  =^  1,5574? 
Données  : 

log  loge  =  1,63778, 

logj  =  0,19612, 
log  =  logarithme  vulgaire. 

On  prendra  pour  arc  tga;  la  détermination  comprise  entre  0  et  ;^- 


n;  .... 


2399. 


Épure. 
Intersection  de  deux  cônes  avant  un  plan  tangent  commun.  —  Cadre  :  26'^'"  x  40'^'". 


26 


'a? 


40 


Goordonnées  par  rapport  à  l'angle  supérieur  gauche  du  cadre  en  centimètres  : 

Premier  cône  :  sommet  S  (s,  s'),     s{x  =  14,2,     y  =  36),     s' (y  =  4). 

Base  :  cercle  dans  le  plan  horizontal  P',  centre  (o,  o'),  o(x  =  15,5,  y  =  29,5), 
o'(y  =  15),     rayon  =  7'"n,7. 

Seconrf  cône  .•  sommet  T  («,  C),     «(x=19,l,     y  =  31,3),     «'(y  =  8,3). 

Base  :  ellipse  dans  le  plan  horizontal  P';  centre  (/c,  ft'),  A(j  =  11,d,  y  =  29,5), 
ft'(y  =  15);  grand  axe  parallèle  au  plan  vertical  ==  20>^™  ;  petit  axe  tel  que  les  deux 
cônes  aient  un  plan  tangent  commun  en  avant  des  cônes  (la  longueur  du  petit  axe 
est  d'environ  14'"'"). 

Représenter  le  cône  S  entaillé  par  le  cône  T,  en  le  limitant  inférieurement  au 
plan  horizontal  P'. 

Épure  à  l'encre  en  noir.  Constructions  en  rouge. 
Tangentes,  en  un  point  quelconque  et  aux  points  remarquables  en  noir  (traits  interrompus)  ou  en  bleu. 


*'            1 

■            ;    '( 

2IM»  SUJETS    DE   CONCOURS 


I.  -  - 


Phyi,ique. 

•  V  ---ne  de  la  terr-    — —    "^"r>^  on  introduit  une  masse  d'eau  i»  dans  un 
f , ,  :     .  , .     ...  I  >ec  à  la  pi  ,        -      i  IVquilibre  atteint  par  cette  masse  d'eau? 

.  ->ent  les  phénomènes  obserrés,  en  indiquant  si  elles  sont  rigoureuses  ou  approchées. 

jl    2400.  l  n  tubt'  cylindrique  de  section     a=:5""-.     fermé  à  une  extrémité  et  gradué  en  volâmes  à 

oartir  de  c  elle  extréraiié.  est  renversé  sur  une  cure  à  mercure  contenant  une  quantité  indéfinie  de  liquide. 

On  \  introduit  de  l'azote  sec.  La  température  étant  t  ^  SS^.i  et  la  pression  atmosphérique  B,  =  ~60"", 
le  nivean  du  mercure  se  tient  à  une  hauteur    A  =  1!™"    au-dessos  du  niveau  extérieur,  et  le  volume  d'axote 

nie-  ->      *  n  —  '♦* 

^^i-t^duit  dan^  le  lube  un  volume    k  =  68  "'    d'eau  pure  à  même  température  débarrassée  de  gaz  par 

ébullilion.  la  pression  atmosphérique  étant  dcTenue  H,  ^  770»»™.  on  déplace  le  tube  de  telle  façon  que  le 
volume  occupé  par  la  masse  gazeuse  soit    V,  =  l^ir-». 

^jjj  j^,,  '     ■'     -    ner  dans  ces  demière.H  conditions  : 

l-  La  ..^gazeuse: 

2..  i  a  I  de  la  surface  de  séparation  de  I  eau  et  du  gaz  et  de  celle  de  Teau  et  du  mercure  par  rapport 

à  la  surface  li'rre  de  la  cuve; 

3»  Sachant  que  les  erreurs  absolues  tnaxima  sur  les  différeules  g^andeur^  mesunes  sont  : 

pour  les  pressions  H»,  Hi  et  pour  la  hauteur  h   .  drO"^,!, 

—  les  volumes  V,.  V, 3;  KK^**, 

_     le  volume  * .  ±    iO»*», 

—  la  surface  «  .  .  ±     !■"», 

calculer  quelle  est  de  ce  fait  l'erreur  absolue  maximum  sur  la  distance  verticale  calculée  entre  la  surface  libre 
dans  la  cuve  et  la  surface  de  séparation  de  l'eau  et  du  mercure. 

On  né-'  -  '  >orption  de  l'azote  par  l'eau  et  la  variation  du  volume  liquide  de  l'eau  résultant  de  la 

Taporisati<'i'  j- 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  i  a8»,4  :  30^""  de  mercure. 

Densité  de  mercure  :  i3,6. 

Hans  le  ralcul  de  l'erreur  on  n»-gligera  Terreur  sur  la  tension  maximum,  et  on  prendra,  comme  crrtur  sur 
U  densité  du  mercure.     ±  0,05. 

Chimie. 

I  _  Indiquer  succinctement  comment  s'opère,  dans  l'industrie,  la  concentration  de  l'acide  sulfurique  des 
chambres  de  plomb   Quels  sont  les  principaux  u.sages  de  cet  acide?  En  faire  re&î^ortir  l'importance. 

II  _  2401.  h)  On  fait  agir  sur  lammouiac  Aill»'  un  excès  de  gaz  produit  par  l'action  de  l'acide  chlorhy- 
dnque  sur  le  chlorure  de  chaux.  Le  m»  t  est  mis  en  contact  avec  une  dissoluUon  renfer- 
mant 2*-' d'           ■     '                 '^^    .\près  rra.  u.ii.  n  .    ~i-          .   lanhydnde  arsénieux. 

p.  Y)'.  _   •    du  chlorure  de  chaux,  délayé  dans  l'eau,  par  un  peu  de  chlorure  de  cobalt.  On 

chauffe  L  -  <  qu»  s*  à(r^%t  est  mélangé  avec  le  gaz  qui  provient  de  la  série  des  opérations  A.  On  ajoute 
i  ce  œélance,  dépouillé  de  toute  impureté,  1«  moitié  de  son  volume  d'air  sec  et  privé  de  CO».  Le  tout  est 
soumis  à  l'action  prolongée  de  l'étincelle  électrique  en  présence  de  l'eau.  On  rappelle  que  dans  ces  condiUons 
il  ne  se  produit  qu'un  seul  acide. 

Au  lK)Ut  d'un  certain  temps,  le  volume  de  ga7  ne  varie  plus.  On  trouve  qu'il  est  égal  à  W»».  On  fait  alors 

aiàr  l'acide  pyrogallique  et  la  potasse  et  l'on  arrive  ainsi  à  un  résidu  gazeux  de  lO"»». 

Indiquer  :  I*  La  série  des  r/  ; 

j,  hloruTt  u»  '      •'••     s  en  hypochloritei,  d'ammoniac  et  d'air  utilbée». 

Tou  -  ..   ...posés  mesu 

a.iii  -.^»on  de  l'air  en  volumes  :  oxygène  2!      „.  '«ote  78  ••  ,.  argon  i  *  ,. 

Poids  atomique»  :    0  =  i6,    H  =  l.    a  =  J5,5    Az=U,    A8  =  75,    Ca  =  40.     Volume  atomique  H',2. 

JV.  B.  —  Il  ne  de>Ta  en  aucun  cas  être  fait  appel  à  la  composition  de  l'air  en  poids. 


Lt  lUdacUur-Gerant  :  H.  MIBERT. 


CouloBinier».  —  Imprineric  Paix  BRODARD. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQLES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE   PARTIE 


SUR   LE   FOLIUM  DOUBLE 

lEitrail  d'une  letire  de  M.  Gino  LCRJA.  professeur  à  rUniversité  de  Gènes,  à  M.  H.  Bbocabd.) 


Gènes,  10  février  1920. 
Le  beau  volume  que  vous  venez  de  publier  avec  la  collaboralion  savante  de  M.  Lemoyne  (*)  a 
ramené  ma  pensée  sur  le  sujet  des  courbes  spéciales,  dont  je  me  suis  occupé  pendant  longtemps  et 

qi:e  je  nai  depuis  jamais  totalement  abandonné.  Comme  votre  intention 
est  de  signaler  potr  chaque  courbe  les  différents  points  de  vue  sous  lesquels 
on  Ta  considérée  et  les  divers  géomètres  qui  s'en  sont  occupés,  je  pense 
que  la  remarque  suivante,  mi-historique  et  mi-scientlfique,  que  je  viens  de 
faire  au  sujet  duce  ligne  dont  vous  parlerez  sans  doute  dans  les  tomes 
suivants  de  voire  ouvrage,  vous  intéressera. 

Le  nom  de  foUvm  double  a  été  donné  en  1888  par  M.  G.  de  Longchamps 
à  la  couibe  dont  l'équation  polaire  peut  se  réduire  à  la  forme  suivante  : 

(1)  :  ^  a  sintosinîte). 

Mais  j'ai  remaïqué  (**)  quelle  avait  été  rencontrée  auparavant  (1833;  par 
I.  K.  Kobiscb  (***).  Or  je  viens  de  découvrir  (si  ce  grand  mot  peut  être  employé 
à  loccasion  d'une  petite  chose  qu'elle  a  été  étudiée,  presque  un  siècle  anté- 
rieurement, par  un  savant  italien,  connu  comme  inventeur  d'instruments 
très  ingénieux  pour  le  tracé  mécanique  de  plusieurs  courbes  remarquables  : 
je  veux  parler  de  J.  B.  Suardi  (né  à  Brescia  en  1711.  mort  dans  la  même  ville  en  1767). 

En  effet,  à  la  fin  de  son  remarquable  volume  intitulé  Trattenimenti  malematici  (Brescia,  1764),  il 
s'est  proposé  la  recherche  des  triangles  isocèles  inscrits  dans  un  cercle  et  ayant  le  même  périmètre. 
Cette  considération  la  amené  à  étudier  un  lieu  géométrique  défini  de  la  manière  suivante  : 

.\A'  =  /  est  le  diamètre  d'un  cercle  donné  et  ABC  un  triangle  isocèle  inscrit  ayant  sa  base  BC 
perpendiculaire  en  D  au  diamètre  A.\  ;  on  prolonge  le  côté  -\B  de  la  longueur  BE  =  BD  et  on  décrit 
le  cercle  (F)  dont  A  est  le  centre  et  AE  le  rayon;  si  un  ra\on  arbitraire  AN  de  ce  nouveau  cercle  coupe 
au  point  M  le  cercle  donné,  on  mène  ML  perpendiculaire  au  diamètre  -\A'  et  on  porte  dans  le  sens  ML 
la  longueur      .MP=  MN;     le  lieu  géométrique  du  point  P  est  la  courbe  envisagée  par  Suardi. 


>')  Courbes  géométriques  remarquaàles  ^courbes  spéciales)  planes  el  gauches,  Paris,  Vuit)ert,  1919. 

{")  Spezielte  a/g<  traische  und  transcendenle  ebene  Kurven,  Théorie  und  Geschichte,  Il  Auflage,  l    I.  p.  i'O.  Leipzig,  1910, 
("'}    Athandlung    ûber  die   Kurxe   deren    S alur  dureh    die  Gleichung     y*  =  (4ax  —  ir*)y»  —  x*     ausgedrûckt    wird 
Breslau.  iS33. 
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Celle  courbe  passe  évidemmenl  au  point  D  ai  par  un  aulre  poinl  0.  délerminé  par  les  exlrémilés 
du  diamètre  du  cercle  (P)  perpendiculaire  au  diamtMre  AA'  du  cercle  donné;  c'est  seulement  la  boucle 
ODO  que  considère  le  g«iomètre  cité,  qui,  en  conséquence,  n'a  pas  aperçu  la  vraie  forme  de  la  courb.' 
en  question  (quoiqu'il  ait  observé  qu'il  s'agit  dune  courbe  du  quatrième  ordre). 

Or  pour  en  reconnaître  la  vraie  nature,  nous  nous  servirons  dun  système  cartésien  ayant  A  pour 
origine  et  AA'  pour  axe  des  x.  Si  nous  appelons  x  l'angle  BAA'  et  9  l'angle  MAA'.  on  trouve  facilement 
que  les  coordonnées  x.  y  du  poinl  P  sont 

(2)  x  =  /cos*s,  j/  =  /cos5.(l-4-8iD5.)  —  /cosa(l-+-8ina) 

ou  bien,  en  prenant  pour  origine  le  point  0  et  posant     •i'  =  ^  —  ?• 

x  =  /sin'|,  »/  =  /sin-}(l-|-cos|). 

Il  s'ensuit 

•L  1/         1  H-  COSv  '1/ 

a:»-+-i/  =  2/'sin»|(l4-cos-})  =  4^siu»>cos»|,  j=      sini.  '  =^^4' 

d'où 

p  =  2t  sin-j/.  cosi ,  w  =  i»  —  2' 

Si  donc  on  élimine  l'angle  auxiliaire  •]/,  on  arrive  à  l'équation  polaire 

(3)  e  =  2/sin2c.).  sinoj; 

comme  elle  a  la  forme  (1)  il  est  prouvé  que  la  courbe  de  Suardi  est  un  folium  double. 

Il  est  h  remarquer  que  la  construction  donnée  par  Suardi,  de  même  que  les  formules  (2),  donnent 
seulement  la  boucle  de  la  courbe  située  dans  la  région  des  x  positives;  l'autre  est  une  boucle  symétrique 
par  rapport  au  diamètre  00', 

Ajoutons  une  dernière  remarque.  Si  dans  la  construction  exposée  au  début  on  porte  encore  le 
segment  MN  sur  la  droite  ML,  mais  dans  le  sens  opposé,  en  MQ.  on  trouve,  comme  lieu  de  ce  dernier 
point,  la  courbo  représentée  par  les  formules  suivantes  : 

(4)  x  =  /cos*!j>.  i/  =  /cosa(l -i-sina)  — /cos5(l  —  siuî.). 

ou,  en  changeant  l'origine  des  coordonnées  et  le  sens  positif  des  |/,  et  en  introduisant  encore  l  angle  | 

défini  précédemment. 

x=/sin'''j/,  î/  =  /sin'i(l  —  cosi/). 


On  en  tire 


•]'  V  _.„■!' 


ou  encore 


x«-ht/  =  .4/«8in^i,sin-'|.  i  =  *K.> 

p  =  2/sin!' sin|,  *^^^2' 

d'où,  par  élimination  de  l'angle  auxiliaire  i, 

|5t  p:=2/sin2iitsiD«i). 

Le  lieu  du  point  0  est  donc  un  second  folium  double,  égal  à  celui  qu'a  envisagé  Suardi  :  c'est 
d'ailleurs  ce  (lui  résulte  d'une  simple  considération  géométrique,  qui  prouve  que  le  nouveau  folium  est 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  diamètre  AA'. 
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2233.  —  a)  On  considère  une  courbe  (C)  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy,  et  dans 
laquelle  le  rayon  de  courbure  R  en  un  point,  la  longueur  N  de  la  normale  limitée  à  Ox,  et  Vangle  6  de  In 
tangente  avec  ce  même  axe  sont  liés  par  relation 

(1)  N  — R  =  4acos^e, 

a  étant  une  longueur  donnée.  On  sait  de  plus  que,  pour     0  =  0,     la  normale  coïncide  avec  Oy  et  que  l'on  a 

\  =  -ia. 

1.  Trouver  les  coordonnées  d'un  point  de  (C)  en  fonction  de  Û  et  construire  la  courbe. 

2.  Quelle  courbe  {F)  faut-il  faire  rouler  sur  Ox  pour  qu'un  de  ses  points  décrive  (C)?  —  Cette  courbe 
(r)  a  un  axe  de  symétrie  A  et  un  point  double  A.  Trouver,  dans  le  mouvement  de  roulement,  les  enveloppes 
(E)  et  (E')  de  A  et  de  la  perpendiculaire  \'  élevée  en  \  à  A. 

3.  Construire  graphiquement  la  courbe  roulante  dans  une  de  ses  positions  successives  quelconques. 

b)  Montrer  que,  quelle  que  soit  la  relation  entre  R,  N  et  6,  la  recherche  de  la  courbe  (C)  peut  toujours 
se  ramener  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  à  des  quadratures. 
Etudier  succinctement  le  cas     R  =  (A  -h  1) N. 

a)  1.  Soit  a^sinO  — t/cosO  — ;9  =  0  l'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  (C)  dans  laquelle  0 
désigne  l'angle  que  fait  cette  tangente  avec  Ox  et  p  une  fonction  de  6.  Nous  aurons  l'enveloppe  de 
cette  droite  en  dérivant  l'équation  par  rapport  à  6  et  en  résolvant  les  deux  équations  ainsi  obtenues  par 
rapport  à  j?  et  à  y  : 

a?sin6  —  ycosô  —  p  :=0, 

a?cos6-f-y  sinO  —  ;j'  =  0. 
La  première  équation  représente  la  tangente,  MX,  de  la  courbe  (C)  au  point  M(x,  y)\  la  deuxième, 

la  normale,  MN.  Le  point  de  rencontre,  N,  de  cette  droite  avec  Or,  a  pour  coordonnées    x=    ^^    . 

cosO 
y  =  0,     et  la  normale,     MN  =  N,     est  la  distance  de  ce  point  à  la  première  droite  ;  c'est  donc 

..      p'sinô 

cos6        ' 

De  même,  le  rayon  de  courbure  est  la  distance  du  centre  de  courbure  à  la  tangente,  et  le  centre 
de  courbure  s'obtient  en  prenant  l'enveloppe  de  la  normale,  c'est-à-dire  la  dérivée  de  la  seconde 
équation  : 

—  a?sinO  -hy  cosO  —  p"  =  0. 

Cette  nouvelle  droite  coupe  la  normale  au  centre  de  courbure;  elle  est  parallèle  à  la  tangente,  et  sa 
distance  à  cette  tangente  est  le  rayon  de  courbure.  Nous  trouvons  ainsi     R  =  —  p"  —  p,     et  la  relation 

N  — R=:4acos-0 

s'écrit 

//         'sin6       , 

P  -\-p  7 — 4acos-0  =  O. 

'^        ^  cosô 

C'est  une  équation  diiïérenlielle  linéaire  du  premier  ordre  en     p'  =  q. 

L'équation  sans  second  membre  est 

sin6       „ 
'?-^^c^9  =  ^' 

ou  dq sin6'/0_ 

q  ~'        cosO   ' 
elle  donne    q  =  C  cosO. 

Faisons  varier  maintenant  la  quantité  C;  nous  aurons 

ç'=C'cosO  —  CsiuO, 
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el  l'équalion  complète  devient 

elle  donne 

À  étant  une  constante  arbitraire. 
Nous  avons  dès  lors 


C'cos0  =  4acos*6i, 
C'  =  4acQsO; 

C=  4«  sinO-i-  /. 


puis, 


q  =  p'  z=  in  si  M  0  cosO  -t-  À  cosO, 
p  =  'i(i  sin'^O  -+-  À  sin6  -h  |jl, 

fi  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Or,  pour    0  =  0,     N=  — p  =  — 2«;     nous  avons  donc     u.  =  2(J,     et  la  tangente  a  pour  é(iualion 

X  sinO  —  7  cosO  —  2«  sin*0  —  À  sin 0  —  2a  =  0, 

ou 

(x  —  À)  sinO  —  y  cosO  —  2-/(1  -•-  sin-O)  :=U. 

La  constante  )  est  une  constante  de  translation  qui  tient  à  ce  que  l'on  peut  faire  glisser  la  courbe 
parallèlement  'd  Ox  d  une  quanlilé  quelconque  sans  changer  la  relation  imposée.  Ln  changeant  x  —  a 
en  X.  cette  équation  devient 

L'équation  dérivée  est 


X  sinO  —  j/  cosO  —  2fi(  I  -;-  sin^O)  =  l). 
in  sinOcosO:^0. 


(i) 


xcosO-h  y  sinO 

En  les  résolvant  toutes  deux,  on  trouve 

^  x  =  2a  sinO(2  4- cos*0), 
)  y  =  —  2rt  cos'O. 

Ce  sont  les  é<|ualions  de  la  courbe  (C). 

Pour  construire  cette  courbe,  il  suflil  de  faire  varier  0  dans  un  intervalle  d'étendue  2-,  à  cau.«ie  de 
la  périodicité  des  fonctions  .r  et  y.  Dautre  part,  1<î  cliangenu-nt  de  0  en  —0  change  x  en  —x  el  ;/ 
en  v;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  Oj/,  et,  en  tenant  compte  de  cette  symétrie,  nous 
pouvons  supprimer  la  première  moitic  de  rinltTvalle  (— :t,  -hr.)  et  nous  borner  à  faire  varier  0  de 
0  h  -.  Si  nous  changeons  inniiilcnanl  0  en     -      0,     x  se  change  en  x  et  y  en     —y,     la  courbe  est  aus^i 

syniélritpie  par  rapport  à  Ox,  et  cette  nouvelle  symétrie 
nous  peniict   do  réduire  l'intervalle  de  moitié  el  de 

nous  borner  a  lane  varier  0  do  Oli  ^. 

Nous  avims  d'ailleurs  de  suite 


dx 

da 


=  G«  cos'O, 


Tj  z=  6«  cos''0  sinO, 


et  nous  voyons  que  x  croit  de  0  &  \n,  et  y,  de  — 2a 
à  0.  n'aulre  pari,  le  coeflicient  angulaire  de  la  tan- 
gente est  |x=lgO;  il  croit  de  0  à  t  x.  La  branche 
obtenue  est  donc  un  quart  dovale,  orllu)gonal  aux 
deux  axes    (ig.  1). 

2.  Pour  trouver  la  courbe  (T),  nous  allons  allachcr 
à  cette  courbe  un  plan  mobile  O'j-  i/  qui  glissera  sur  le  plan  tixe  Oxy,  pendant  que  la  courbe  (F)  roulera 
sur  ()x.  Le  point  (»  (»,  fj)  sera  le  point  qui  décrit  la  courbe  (C),  les  axes  O'x',  U'y'  seront  liés  à  cette 
courbe  «l'une  manière  que  nous  indiquerons  plus  lard. 

Les  formules  générales  du  monvi-ment  de  glissement  sont  alors 

X  ^  «  -4-  x'  cos^  —  y'  sin  3-, 
y  =  p  f^  t'  sin  ?.  -4-  y'  cos*, 
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a  et  p  étant  deux  fonctions  de  »  et  9  une  fonction  du  temps;  x  et  y'  désignent  deux  constantes,  les 
coordonnées  d'un  point  du  plan  mobile,  invariablement  lié  aux  axes  OV  et  O't/'. 
Les  composantes  de  la  vitesse  sont  alors 

dx      ,  I        ,   .  ,         ^d^      ,  I      .^        .din 

^  =  («  +x  smcp-î/  coscp)^  =  (.'  +  fi-y)-^, 

-f,={^  -^x  coscp  — y  smcp)-^  =  (a^-+-p  — a)-^, 


dt 


dt 
doL    .  d^ 


dt 


X  et  p'  désignant,  pour  abréger,  les  deux  dérivées  -77-  et  ^.  Ces  deux  expressions  indiquent  une  rota 
tion  instantanée  autour  du  point     X  =  a  —  ^',     Y=:a'-f-p,     avec  la  vitesse  angulaire     0 


point  (X,  Y)  est  donc  le  centre  instantané  de  rotation,  et,  comme  il  doit  décrire  l'axe  des  a-,  nous  avons 

Y  =  0    ou     a'4-p  =  0. 

D'autre  part,  le  point  (a,  p)  décrit  la  courbe  (G);  nous  avons  donc 

a  =  2asine(2-|-cos20), 

p  =  — Sacos^ô; 

puis, 

rfa       du     da       „         „.c?6 
—-=L-j-  ■  j-  =  Qa  cos^ô-T- , 
«et»       a6     dcp  rfcp 


a'  +  S  =  6a  cos^^ 6 ^  —  2a  cos^ô  =  0, 


d^  =  3d^. 


Ceci  nous  donne  cp  =  36H-C,  et,  en  plaçant  les  axes  0'x\  O'y'  de  façon  que  9  soit  nul  en  même 
temps  que  6,     cp  =  3ô. 

La  roulante,  c'est-à-dire  la  courbe  (F),  est  le  lieu  du  centre  instantané  dans  le  plan  mobile.  Si  donc 
nous  appelons  X'  et  Y'  les  nombres  qui  correspondent  à  X  et  à  Y,  nous  aurons,  pour  équations  para- 
métriques de  la  courbe  (F), 

X'  =  —  p'cos^-ha'sincp, 

■     Y'  =  p'sin(f>  + a'coscp, 


avec 


^  ~3rfô 


(2) 


, da. dix     rf6 Ida. 

°^  ~d^~d^  '  df~3dJi' 

Le  calcul  est  dès  lors  facile  à  achever  et  donne 

X'  =  2acos26sin2e, 
Y'  =  2acos29cos26. 

Ce  sont  les  équations  de  la  courbe  (F).  Cette  courbe  a  pour  équation  cartésienne 

(X'2-^Y'2  — aY7  =  a^(X'«-(-Y7; 
c'est  une  cardioïde  ayant  son  point  de  rebroussement  à  l'origine  avec  O'y'  pour  tangente.  Elle  est  aisée 

à  construire  et  occupe  à  l'époque  initiale     (0=0)     la  position 
indiquée  sur  la  figure  2. 

La  troisièm'î  partie  ayant  pour  but  la  construction  de  la 
courbe  (F)  dans  une  de  ses  positions,  nous  regarderons  cette 
partie  comme  résolue. 

La  droite  (A)  a  pour  équation  x'=:0,  dans  le  système 
O'x'y'.  Nous  avons  donc 

x=zoL  —  y'  siu'f, 
?/  =  P-t-î/'coscp, 
et,  par  suite, 

(x  —  a)  cos (f  H- (y  —  p)  sin  (p  =  0, 


y 

y 

0 

ha,            B 

l  -la, 

^ 

r 
/ 

X 

\^ 

S' 

/.--' 

A 

X' 

Fig.  2. 
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dans  le  syslème  Or»/.  Celle  équalion,  développé'',  s'écril 

X  cos  30  H-  y  sin  30  —  4/  sin  6  cos  30  —  ia  cos*0  sin  20  =  0, 

ou 

xcos30-+-t/sin30-f-  12a  cos0sin'0  =  O. 

li  esl  facile  d'avoir  l'enveloppe  de  celle  droile  :  il  suffil  de  dériver  Téqualion  par  rappori  à  0  et  de 
résoudre  les  deux  équalions  par  rappori  ii  x  et  y.  Ce  calcul  donne 

xcos30-hy  sin30"    12'/  c»)s0sin»0  =  O, 
—  X8in30-f-i/cos30  — -irt  sin'O-f-  12asin^0  cos*0  =  O, 

x  =  Aa  sin^O  cos^0(2  -+-  4  cos*6), 


^^^  l  y  =  —  Aa  sin-0  cos»0(4  cos»ô  —  1). 

Ces  deux  dernières  équalions  représentent  l'enveloppe  de  la  droite  A. 

La  droite  A'  a  pour  équation     y  =:0    dans  le  syslème  O'x'j/'.  Nous  avons  donc 

x  =  a-f-x'cos9, 

t/  =  p-|-x'8in9, 
et  l'équation  de  A'  esl 

(x  —  a)  sin  V  —  (y  —  p)  cos :},  =  0, 

ou 

(x  —  a)  sin  30  —  ( y  —  p)  cos 30  =  0, 

dans  le  système  Oxy.  Celle  équalion  s'écrit 

X  sin  30  —  y  cos30=:2fl  sinOsin30(2-+  cos*0)-+-2a  cos' 0  cos 30, 
X  sin  30  —  y  cos30=:2a  cos'-0cos20-h  Aa  sin 0  sin  30. 

Il  n'y  a  plus  qu'il  prendre  la  dérivée  de  cette  équation  par  rapport  à  0  el  résoudre  ensuite  les  deux 
équalions  par  rappori  ii  x  el  y.  Ce  calcul  donne 

X  sin 30 —  y  cos3'î  =  2fl  cos* 0  cos 20 -+- 4a  sin 0  sin 30, 
xco830-+-y  sin30^4rt  sinOcos30, 

X  ^  4a  sinO  -f-  2a  cos'O  cos 20  sin 30, 


(  i/=z  —  2a  cos*  0  cos  20  cos  30. 

Ces  équalions  représentent  l'enveloppe  de  la  droite  A'. 

Les  deux  enveloppes  de  A  el  de  A'   soûl  des  courbes  compliquées,  de  degrés  élevés  el  qui  ne 
présentent  rien  d'intéressant. 

b)  Pour  traiter  la  dernière  partie,  nous  allons  commencer  par  étaMir  une  relation  entre  R,  N  el  0. 
A  cet  effet,  remarquons  que 

R  =  —  /)  —  p", 

Nrrp'tgO-;), 

^  =  /rtgO-f-p'lg^O; 
par  suilv, 

^'  -  N  lg6  =  (,»-+-p")  tgO  =  -  il  IgO, 

tgO      d'j 
Par  tonséquont,  toute  relation  entre  U,  N  el  0  s'ciril 

f(\\,  N,0)  =  O 
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c'est  donc  une  équation  différentielle  du  premier  ordre.  Si  nous  pouvons  l'intégrer,  elle  donnera 

N  =  ^(9),  puis  Yi  =  g^o)-g'{fi)±  =  h{b), 

Or, 

r,       ds  ^       dx      dx     dh  .    ,       dy     c?9 

nous  avons  donc 

^  =  cose*=co«6.A(e),  |  =  sin6.A(S) 

et  deux  quadratures  nous  donneront  x  et  y  en  fonction  de  0. 
Quand     R=:(A-i-l)N,     l'équation  différentielle  devient 

N  °  cos6  ' 

N 
L;^  =  A-  LcosO, 

N  =  Ccos6,  U  =  (yt-+-l)N  =  C'cos^6. 

Le  calcul  s'achève  facilennent. 

Celle  méthode  eût  pu  être  appliquée  à  la  première  parlie  et  nous  eût  conduit  à  l'équation  différen- 


tielle 

^i^.^=4acos^6, 

-7x  =  4asin6cos6, 

N  =  2asin26  +  C"'. 
Or,  pour    6  =  0,     N  =  —  2a;     donc 

N  =  — 2acos2e; 
d'autre  part, 

R  =  N  — rV  .^=  — 2acos26  — 4acos20  =  — Gacos^O. 
tgO     aO 

Le  calcul  de  a?  et  de  v  s'achève  alors  sans  difficulté. 

PAUC. 
Très  bonne  solution  :  M.  G.  Lach,  à  Douai. 

4 
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Concours  d'admission  à  l'École  polytechnique  en  1914. 

2256.  —  a)  Un  gramme  d'eau  est  vaporisé  sous  la  pression  d'une  atmosphère.  Calculer  : 
1°  En  centimètres  cubes,  ravgmen talion  de  volume  quil  subit; 
2°  En  joules,  le  travail  qu  il  fournit  par  cette  augmentation  de  volume; 
3"  En  calories.,  V équivalent  de  ce  travail. 

b)  Un  réservoir  imperméable  à  la  chaleur  et  de  forme  invariable  contient  10«  d'air  à  1  000  degrés  cen- 
tigrades et  à  10  atmosphères.  Par  un  robinet  jauge,  on  y  introduit  It'  d'eau  liquide  à  100°. 
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i"  fjuel  rsl  le  vultiim'  du  réservoir? 

2"  Quelles  sont  In  température  et  lu  pression  fi  tuile  du  système? 

Densité  relative  à  l'eau  de  l'air  dans  les  conditions  normales 0  =  0,1)0129 

—  —       de  la  vapeur  d'eau  (i  KM)  ,  1  atmosphère o'  =  0,00060 

Cloileur  spécifique  à  volume  constant  de  l'air c  =  0,18 

—  —  de  la  vapeur  d'eau c'=:0,38 

Chaleur  de  vaporisation,  en  calories,  de  l'eau  à  100",  1  atmosphère L  =  5i0 

Pression  d'une  atmosphère  en  mégahary es a  =  1.013 

Equivalent  mécanique  de  la  calorie  en  joules J  =  i,lH 

On  admettra  que  l'air  et  la  vapeur  d'eau  se  comportent  comme  des  gaz  parfaits, 

avec  le  coefficient  de  dilatation a  =  0.0037 

a)  1"  Le  volume  d  un  gnimme  do  vapeur  deau  a  100  ,  1  almosplière,  est     ^^  =  ^y^j^ji^  =  1  667'"*. 
Le  volume  d'un  gramme  d'eau  liquide  ii  100'  étant  s.;nsiblemenl  1"°',  l'augmenlalioD  de  volume  est 

v  =  1  CAW,. 

'i*  Le  travail  fourni  par  l'augmentation  de  volume  v  contre  une  pression  p  d'une  atmosphère  est 
égal  à  py,  soit,  en  ergs,     1606x1,013x10',     et,  en  joules 

?«  =  1  666  X  0,1013  =  168,76. 

3*  L'équivalent  de  ce  travail  en  petites  calories  est 

168,76  _   j. 

h)  1  '  Le  volume  V  du  réservoir  est  tel  que  l'on  ail,  entre  V  et  les  données,  la  relation  connue 

io=vxu,oumxiux,^„^3',^,^. 

d'où  l'on  tire 

V  =  3643. 

2°  Les  10»  d'air,  en  se  refroidissant,  à  volume  constant,  de  1  000"  à  la  température  finale  0,  per- 
dent    I0x0,18x(1000  — 0)     calories. 

Le  gramme  d'eau  introduit  peut  élre  considéré  comme  se  vaporisant  d'abord  à  103"  sans  travail 
extérieur,  ce  qui  absorbe  5iO — 40  =  500  calories;  puis  la  vap'ur  s'échaulTe  à  volume  constant 
de  100"  ii  0",  ce  qui  absorbe  encore     1  xO,38x(0  —  100;  calories. 

Le  réservoir  étant  imperméable  à  la  chaleur,  on  doit  donc  avoir 

10X0,18(1  (MH)  —  0)  =  500-+- 1  X  0,38  X(0  — 100), 
d'où 

0  =  614. 
La  pression  finale  se  compose  : 

1*  De  la  pression  de  \0*  d'air  à  614*  dans  un  réservoir  oii  ils  produisent  une  pression  de  10  atmo- 
sphères il  1  OOOr,  ce  qui  fait,  en  atmosphères,     10  x  .   "*".  ,**  ; 

2"  !)•'  la  pression,  h  614°  l't  dans  un  volumo  3  643,  d'un  gratnme  de  vapeur  qui  •serait  fi  une  atmo- 
sphère et  h  100" dans  le  volum.-  I  667,  ce  qui  fait      *  ''"'I  x  1  "^  ?l*'  • 
*^  '       ^  3(i43       1-t-lOOx 

La  somme  est  égale  à 

P=iOx'^-^0.458Xj'jj=6,%^l,09  =  8»'-,05. 
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2257.  —  1°  Etant  donné  un  mélange  solide  de  sulfate,  d'hyposul.fite  et  de  sulfite  neutre  de  sodium, 
indiquer  les  réactions  par  lesquelles  on  pourrait  caractériser  qualitativement  ta  présence  de  ihijposulfile, 
du  sulfate  et  du  sulfite  dans  le  mélange.  On  signalera  les  raisons  pour  lesquelles  la  caraclérisation  du 
sulfite  présente  quelques  difficultés. 

2"  Indiquer  les  réactions  qui  se  produiront  si  l'on  chauffe  an  rouge  avec  du  charbon  le  mélange  des 
trois  sels  préalablement  déshydratés  et  si  Von  attaque  ensuite  par  Vacide  chlorhydrique  le  produit  de  ces 
réactions. 

3°  Sachant  que  les  deux  premiers  sels  existent  originairement  dans  le  mélange  à  l'étal  d''hydrates  dont 
les  formules  sotil  respectivement  SO^Na^lOH-0  et  S^O'Na^oH'O,  que  le  sulfite  y  est  anhydre,  on  propose 
de  déduire  la  composition  quantitative  du  mélange  des  opérations  et  constatations  suivantes  : 

a)  On  prend  10^  du  mélange  et  on  les  dissout  dans  Veau,  de  façon  à  faire  un  litre  d'une  solution  que 
nous  désignerons  par  A. 

b)  Dans  100°"'  de  celte  solution  A,  on  fait  passer  un  couinant  de  chlore  jusqu  à  ce  que  l'oxydation  soit 
complète.  On  ajoute  alors  au  liquide  un  excès  d'une  solution  de  chlorure  de  baryum  qui  détermine  dans  le 
liquide  la  formation  d'un  précipité  dont  le  poids  est  1^,305. 

c)  D'autre  part.,  à  lOO""'  de  la  solution  A,  on  ajoute  un  peu  d'empois  d'amidon  et  l'on  y  fait  tomber 
goutte  à  goutte  une  solution  d'iode  dans  Viodnre  de  potassium  jusqu'à  l'apparition  d'une  coloration  bleue 
persistante.  Avec  une  solution  à  12^?, 7  par  litre,  on  obtient  ce  résultat  en  employant  43'=°'', 8  de  la  solution. 

Calculer  les  proport'ions  centésimales  des  trois  sels  constituant  le  mélange. 
Poids  atomiques  :  0  =  lQ;     S  =  32;     1  =  127;     Na  =  23;     Ba  =  137. 

1°  Calcinons  le  mélange  à  l'air;  rhyposulfile  se  dédouble  d'abord  suivant  la  formule 

4S20^\'a-  =  3S0hNa^  +  Na'SS 
puis  le  persulfure  de  sodium  brûle  avec  une  flamme  bleue  en  dégageant  du  gaz  sulfureux, 

Na^S^ -f- 602  =  SOhW  ^- 4S0•^ 

ce  qui  est  caractéristique  de  Thyposulfite. 

Dissolvons  le  mélange  et  traitons  par  l'acide  chlorhydrique;  l'hyposulfite  se  révèle  par  l'apparition 
-  d'un  précipité  de  soufre.  En  même  temps,  l'hyposulfite,  comme  le  sulfite,  dégage,  dans  ces  conditions, 
du  gaz  sulfureux,  de  sorte  que  l'odeur  de  ce  gaz  ne  permet  pas  de  caractériser  le  sulfite. 

Traitons  le  mélange  dissous  à  chaud  par  du  chlorure  de  baryum;  le  sulfate  et  le  sulfite  doivent 
être  seuls  précipités,  car  l'hyposulfite  de  baryum  est  soluble  en  liqueur  chaude  et  peu  concentrée.  Sur 
le  précipité  obtenu,  versons  de  l'acide  chlorhydrique  :  le  sulfite  de  baryum  sera  dissous  avec  dégage- 
ment de  gaz  sulfureux  et  la  présence  du  sulfite  dans  le  mélange  primitif  sera  ainsi  révélée. 

Le  résidu  de  l'action  de  l'acide  chlorhydrique  sera  dusulfate  de  baryum,  caractérisé  par  sa  résis- 
tance à  tous  les  acides. 

2°  Le  charbon  réduira  au  rouge  chacun  des  trois  sels;  le  sulfate  et  le  sulfite  laisseront  un  résidu 
de  monosulfure,  l'hyposulfite  également,  avec  dégagement  de  soufre  ou  production  de  polysulfure. 

L'action  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le  résidu  donnera  de  l'acide  sulfhydrique  et  peut-être  un 
dépôt  de  soufre  et  un  peu  de  bisulfure  d'hydrogène. 

3°  Représentons  la  composition  de  iO«  du  mélange  par  la  formule 

a^SO^NaSlOH^O  +  i/S20'Na\5H20  -h  sSO'iNV. 

En  remplaçant  chaque  poids  moléculaire,  ou  plutôt  millimoléculaire  par  sa  valeur,  nous  avons  la 
première  équation 

(1)  322x  -h  248y  +  126:  =  10  000. 

Le  chlore  transforme  tout  le  soufre  en  acide  sulfurique  et  chaque  atome  de  soufre  donne  finale- 
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mpnt  une  molécule  de  sulTale  de  baryum  dool  U:  i)oids  moléculaire  est  233.  Pour  un  lilre  de  la  solu- 
tion A,  le  poids  du  précipité  de  sulfate  serait  13-,U5,  donc     (j-h- 2i/-+-z) 233^13  050,     ou 

(2)  X -h 2»/ -h:  =  56. 
La  réaction  df  l'iode  sur  Ihyposulfile  se  formule 

■f  (aS'O^Na*  ■   V  =  S*0«.NV  -f-  2NaI), 

et  colle  de  liode  sur  le  sulfite 

z  (SO'Na»  H-  P  H-  11*0  =  SO^NV  -h  2111). 

Le  poids  diode  employé  est  donc     (t/-f-2:)I.     D'autre  part,  pour  lOO*^""'  de  la  solution  A,  on  a 

employé     43,8  X  12"»',';     pour  un  litre,  on  en  aurait  employé     43,8  x  127.     Donc 

(3)  V -f- 2:  =  43,8. 

L'équation    3)  donne     i/=i3,«  — 2:     et  l'équation  (2)     x^3:  — 31,0.     I*orlons  ces  valeurs  dans 

léqualion  (  1)  : 

322 1 3:  —  31 ,6)  -h  248  43,8  —  2=)  -h  I2G2  =  10  000, 
d'où  l'on  lire 

:=15,r,25     et      120:  =  1  969, 

puis 

j/  =  12,550     et     248j/  =  3  112, 

x=  15,275     .'l     322x=4yi9. 

La  composition  centésimale  du  mélange  est  donc 

Sulfate 49,2 

llyposuKilo .{1,1 

Sulfite V.Kl 

1(HI,0 

♦ 
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AGHÉCATIOX    DES   S(:n:.\(;ES    MATHÉMATIQUES 


Session  spéciale  d  octobre  1919 


Halfiematùjiu's  rlancnlaires  ['). 

On  lionne,  dan»  un  m»^me  plan,  di-ux  cercles  \\  V  de  centres  C,  C  et  de  rayons  R,  R'  respectivement.  Soit 
.M  un  point  du  plan;  soit  P  U-  point  qui  lui  rorrespond  dans  l'inversion  de  pAle  C  et  de  puissance  R';  soit  P'  le 
point  "|ui  forrespond  à  M  dans  une  seconile  invei'.iini  de  pôle  C  et  de  |>uissanre  R'*.  On  suppose  le  point  M 
plai  !•  de  iiiaiiière  que  la  droite  IM*'  rencontre  la  ligiK-  îles  centres  CC  en  un  point  donné  I. 

I  '  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  .M.  Démontrer  que  si  les  cercles  P,  l"  se  coupent,  les  lieux  géomé- 
triques de  P  et  de  P'  se  coupent  .sous  un  aufjle  indépenilanl  de.  la  position  fixe  attribuée  au  point  I. 

2"  On  suppose  dans  tout  ce  (|ui  suit  le  point  I  choisi  tic  telle  sorte  que  les  points  C,  C,  P,  P'  soient  sur 
un  mAme  cercle.  Quel  est  alors  le  lieu  du  point  M? 

3°  Dans  quel  cas  le  cercle  passant  par  C,  C,  P.  P  est  il  fixe? 

4"  Dans  quel  cas  le  lieu  tlu  point  de  rencontre  des  droites  CP'.  CI*  est-il  une  droite? 

l'}"  Quel  est  l'enveloppe  de  la  perpentliculaire  au  milieu  de  PP'? 

6"  Quel  est  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  |i<.inl  I  par  rapport  à  P  et  P'? 

Mathémnlti/ucs  xp<'cialf$. 

I.  —  2402.  Sur  une  sphère  d»-  rayon  a  rap|>orii'e  à  ti  ois  axes  rectangulaires  Oxy:  issus  du  centre,  on  consi- 
dère la  courbe  (!)  lieu  des  points  dnnl  la  longitude  0  est  égale  h  la  latitude. 


(•)  De»  solutions  étudiées  ilc  la  question  seront  piiblicei  dans  le  Journal  de  Maih^matiqutê  élémentairet. 


SUJETS  DE  CONCOURS  211 


Exprimer  en  fonction  de  0  les  coordonnées  d'un  point  de  (l').  Quelles  sont  les  projections  de  (T)  sur  les 
plans  de  coordonnées? 

(F)  admet  un  point  double  A.  Quelles  sont  les  perspectives  de  (F)  sur  le  plan  des  yz  lorsqu'on  prend  pour 
point  de  vue  le  point  A,  puis  le  point  diamétralement  opposé  sui-  la  sphère"?  Quelle  est  la  perspective  de  F)  sur 
le  plan  des  xy,  le  point  de  vue  étant  le  point  B  de  la  sphère  qui  a  pour  cote  a? 

Il  passe  par  (F)  un  cylindre  circulaire  (G);  on  développe  celui-ci  sur  un  plan  après  l'avoir  ouvert  suivant  la 
génératrice  menée  par  A;  comment  se  développe  (Tj?  Comment  s'enroule  (F)  quand  on  enroule  (C)  sur  un 
cylindre  de  rayon  double? 

II.  —  On  peut  trouver  dans  le  plan  des  xz  une  infinité  de  couples  de  points  F,  F'  symétriques  par  rapport  à  Ox 
et  tels  que  la  somme  de  leurs  distances  à  tous  les  points  de  (F)  soit  constante.  Construire  le  lieu  (S)  des 
points  F,  F';  en  donner  une  définition  géométrique  simple;  indiquer  une  construction  simple  de  la  tangente  en 
un  point. 

F  et  Fi  désignant  deux  points  quelconques  de  (S),  quelle  relation  y  a-t-il  entre  leurs  dislances  au  point 
décrivant  (F)? 

III.  —  On  considère  les  plans  normaux  à  (F);  construire  l'enveloppe  de  leurs  traces  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  des  xy. 

Combien  peut-on  mener  de  normales  à  (F)  par  un  point  arbitraire?  Discuter,  suivant  la  position  de  ce  point 
dans  l'espace,  la  réalité  de  ces  normales. 

Soit  AB  l'arc  de  (F)  sur  lequel  on  a  0  <  6  ^  ^  et  z  >  0  ;  il  existe  sur  cet  arc  deux  points  M,  M'  où  le 
plan  normal  est  à  une  même  distance  o  du  point  double  A.  Montrer  que  la  diiïérence  des  ai-cs  AM  et  BM'  est 
égale   à  ^è.  [On   établira  d'abord   que  les  longitudes  de   M   et  M'  sont  liées   par  une  relation   de  la  forme 

tg6  tg6'  =  constante.] 

IV.  —  Par  (F)  et  un  point  de  l'espace  il  passe  une  quadrique;  discuter  sa  nature  suivant  la  position  de  ce 
point  dans  l'espace. 

Trouver  le  lieu  des  points  de  vue  tels  que  la  perspective  de  (F)  sur  un  plan  ait  deux  points  de  rebrousse- 
ment;  ceux-ci  sont-ils  toujours  réels? 

Gomment  faut-il  choisir  le  point  de  vue  et  le  plan  de  projection  pour  que  la  perspective  de  (F^  .soit  une 
courbe  bicirculaire? 

Le  point  de  vue  M  étant  pris  dans  le  plan  tangent  en  A  à  la  sphère,  la  perspective  de  (F)  sur  un  plan 
possède  un  point  de  contact  avec  elle-même  et  un  autre  point  double  w  ;  dans  quelles  régions  doit  se  trouver  le 
point  M  pour  que  ce  point  double  m  soit  effectif  ou  isolé? 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

I.  —  1°  Soit  fiO  uiîe  fonction  de  la  variable  complexe  :;  =  ^  4-  i^n-  Soit  G  le  contour  du  carré  OMNP  dont 
les  sommets  ont  respectivement  pour  affixes  les  quatre  nombres  complexes 

0,  1,  1  H-i,  i. 


& 

k 

p 

:-j 

0 

p 

n 

X 

Montrer  que,  si  f  (i;)  est  sur  C  une  fonction  de  ^  bien  déterminée  et  bornée  qui  est  continue  sur  G  sauf  peut- 
être  aux  sommets,  l'intégrale  curviligne 


f! 


est  une  fonction  de  la  variable  complexe    z  =  x-\-iy    qui  est  holomorphe  en  tout  point  n'appartenant  pas  au 
contour  G. 

2°  Calculer  effectivement  l'intégrale  (sous  forme  de  combinaison  algébrique  de  fonctions  élémentaires  de  3) 
dans  les  trois  cas  suivants  : 

a)  /'(O  =  î;  sur  tout  le  contour  C, 

6)  /"(;;)  =  1  quand     ^  =  0    ou    t)  =  1 

=  0  sur  tout  le  reste  du  contour  C, 

c)  f{Vl  =  ;,  partie  réelle  de  ^,  sur  tout  le  contour  C. 
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(Le  sens  positif  de  parmurs  sur  C  est  cf?lui  dans  iciuel  on  rencontre  successivement  les  points  0,  M.  N.  I'.' 
3'  Montrer  que  dans  ces  trois  cas  l'intégrale  est  une  fonction  continue  dans  tout  le  plan  sauf  peu/-t-<re  sur 

la  ligne  polygonale  ouverte  OMNP  d'origine  0,  exln'iiiil.'-  P. 

4'  Dt'siunons  par  2iT.F,zi  la  valeur  de  l'inti'gral'   calculée  quand     f  (i)  =  ^  (cas  III),     en  un  point  z  situé  en 

d'Iii.rs  de  la  ligne  ouvi-rte  OMNP.  On  demande  de  ■  alculer  la  discontinuité  éprouvée  par   F:    en  traversant 

cette   ligne  polygonale    de  l'intérieur  du  carré  C  v-rs  l'extérieur  .   I.e  calcul  sera  elTectué  en  se  servant  de 

l'exiuession  analytique  de  Fis   obtenue  au  paragraphe  2°,  III. 

'y  Développer  F(:,i  en  série  suivant  les  puissances  entières  de-.  Déterminer  le  domaine  de  convergence  de 
la  série  obtenue. 

fi"  Calculer  la  dérivée  F,  de  F(:).  Séparer  sa  partie  réelle  et  sa  partie  imaginaire. 

HKMAiiyiE.  —  On  aura  soin  pour  ces  différentes  questions  de  préciser,  quand  il  y  a  lieu,  quelles  sont  celles 
des  branches  des  fonctions  élémcnlaires  multiformes  employées  pour  calculer  Vyz)  et  F[  qu'il  faut  considérer 
pour  que  les  égalités  formelles  obtenues  soient  exactes. 

7"  On  considère  dans  le  plan  xOy  les  courbes  S  telles  que,  si  T  est  un  point  variable  sur  l'une  de  ces 
courbes  !',  l'on  ait  sur  S 

•IV  T,.  =^  constante. 
Trouver  les  trajectoires  orlbogonales  de  la  famille  des  courbes  S. 

II.  —  1°  .Montrer  que  l'intégiale    /    -j-  .     oùO<X<^,     croit  indétinimenl  lorsque  X  tend  vers  zéro. 
2"  On  considère  l'intégrale 

dx 


•I 


cos*x 


où  E  est  un  nombie     >■  0.     Montrer  que  si  £  tend  vers  zéro  la  quantité  J(e)  croît  indéfiniment. 

.3'  En  étal)lir  rexf)r('Ssion  approchée 

4 
J(f)=log  -.-Mu, 


où  '•>  "sl  infiniment  pelil  en  inriii'-  lfni|>s  ijue  t. 


x'^ 


MécanuiHC  rationnelle. 

1.  heux  points  matériels  pesants  .M,  .M',  de  même  masse  m,  sont  reliés  par  un  lil  llexible  de  masse  négli- 
geable. Ils  sont  plaies  sur  un  plan  incliné  llxe,  faisant  un  angle  2  ave:  le  plan  hoiizontal. 

lîtuclier  le  mouvement  du  système  et  spécialement  le  mouvement  du  jjoint  M  par  rapport  à  des  axes  de 
directions  (ixes  issU'*  du  milieu  (i  tlu  1)1  : 

1"  Kn  sup[)osanl  le  lil  inextensible; 

2"  En  supposant  le  lil  élasticiuc;  on  admettra  dans  ce  cas  que  la  tension  du  lil  est     mk*     ~    ,     où  m  désigne 

la  masse  donnée  de  M,  k-  un  coefficient  constant,  2/  la  longueur  naturelle  du  fil,  2r  sa  longueur  actuelle.  Com- 
ment dans  celte  hypothèse  doit-on  choisir  les  conditions  initiales  pour  ijue  le  fil  reste  tendu  pendant  toute  la 
durée  du  mouveiiienl?  Peul-nn  choisir  ces  conilition>  initiales  de  manière  i|ue  le  lil  conseive  une  longueur  con- 
stante    2r„^2/? 

il  —  Un  tube  circulaire  matériel  de  rayon  H  est  lixé,  à  plat,  sur  le  plan  incliné.  Le  fil,  supposé  inexten- 
sible, e>t  placé  i  l'intérieur  de  ce  tube,  avec  les  deux  points  pesants  attachés  à  sas  deux  extrémités;  il  affecte 
donc,  une  fois  temlu,  la  forme  d'un  arc  de  cercle  dont  cm  appellera     29^2-     l'angle  au  centre  correspondant. 

(►n  imprime  an  plan  incliné  un  mouveuienl  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  donnée  w,  autour 
d'un  axe  vertical  fixe  A.  On  suppose  que  le  point  où  l'axe  A  perce  le  plan  incliné  est  sur  la  même  ligne  de  plus 

grande  pente  que  le  centre  du  tube  circulaire,  plus  bas  que  lui.  la  distance  (|ui  les  sépare  étant     j j-. 

Trouver  et  discuter  les  positions  il'équilibrc  relatif  «lu  fil  supposé  tendu.  La  longueur  2/  du  fil  étant  donnée, 
à  quelleR  conditions  doit  satisfaire  R  pour  qu'il  y  ait  au  moins  une  position  d'équilibre  stable? 

III.  —  On  enlève  le  tube  circulaire;  les  deux  pnints  pesants  M  et  M',  reliés  par  le  fil,  supposé  inextensible, 
sont  de  nouveau  placés  sur  le  plan  incliné  auquel  on  continue  A  imprimer  un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  de  A. 

1"  Déterminer  le  mouvement  du  milieu  (•  du  lil  par  rapport  au  plan  incliné.  Existe-l-il  pour  ce  point  des 
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positions  d'équilibre?  Étudier  leur  stabilité.  É  udier  les  mouvements  de  G  dans  lesquels  le  point  ne  s'éloigne 
pas  à  l'infini;  montrer  qu'il  tend  alors,  quand  t  augmente  indétiniment,  vers  une  position  limite,  et  reconnaître 
dans  quels  cas  la  trajectoire  du  point  G  admet  ce  point  limite  comme  point  asymptote. 

Le  point  G  étant  placé  initialement  sur  celle  des  lignes  de  plus  grande  pente  du  plan  incliné  qui  rencontre 
Taxe  A,  à  quelle  condition  doit  satisfaire  la  direction  de  sa  vitesse  initiale  pour  que,  dans  son  mouvement  ulté- 
rieur, il  ne  s'éloigne  pas  à  l'infini? 

2»  Déterminer  et  discuter  le  mouvement  du  point  M  par  rapport  à  des  axes  issus  de  G  et  de  directions  inva- 
riablement liées  au  plan  incliné.  Le  point  M  admet-il  par  rapport  à  ces  axes  des  positions  d'équilibre?  Etudier 
leur  stabilité.  Calculer  la  tension  du  fil  et  chercher  si,  le  fil  étant  tendu  au  début  du  mouvement,  il  peut  cesser 
d'être  tendu  dans  le  cours  du  mouvement. 

N.  B.  On  négligera  les  frottements  et  on  admettra,  dans  la  III«  partie,  que  les  points  M  et  M'  ne  peuvent  pas 

se  détacher  du  plan  incliné. 

♦ 

QUESTION  PROPOSÉE 


2403.  —  On  considère  le  plan  (II)  représenté  par  l'équation 

a;  cos  u -t- î/ sin  M  H- l'z  H- cos 2u -|- r^  =  0 

1°  Quand  u  et  v  varient,  le  plan  (tl)  enveloppe  une  surface  (S);  calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
M,  en  fonction  de  u  et  i-,  montrer  que  cette  surface  (S)  admet  les  trois  plans  de  coordonnées  pour  plans  de 
symétrie. 

2°  Lorsque  v  varie  seul,  le  plan  (0)  enveloppe  un  cylindre  circonscrit  à  (S)  tout  le  long  d'une  parabole, 
section  droite  du  cylindre.  Déterminer  le  plan  (P),  l'axe  (A)  et  le  sommet,  S,  de  la  parabole.  Déterminer  et  con- 
struire le  lieu  r'L)  de  S  et  l'enveloppe  (E)  de  (A).  Dire  la  relation  qu'il  y  a  entre  ces  courbes.  Calculer  leurs 
rayons  de  courbure. 

Soient  a  et  fi  les  points  de  rencontre  de  (A)  avec  les  axes,  I,  leur  milieu,  y,  la  projection  de  0  sur  (A). 
Montrer  que  S  est  au  milieu  de  ly. 

3»  Quel  est  le  lieu  de  M,  quand  u  varie  seul?  Le  construire  dans  les  deux  cas  oii    t'  =  0    et    r  =  v'3- 

Déterminer  l'arête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  de  (O)  et  montrer  que  c'est  une  hélice  du  cylindre  donl(E) 

est  une  section  droite.  HAAG. 

^ 

DEUXIÈME    PARTIE 
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2235.  —  Faire  la  sommation  de  la  suite 

{-{-'ix-i-dx'-^  ...-hnx"-'. 

Si  on  suppose  que  n  croisse  indéfiniment,  déterminer  les  limites  <>ntr<;  lesquelles  x  doit  être  compi'is 

pour  que  la  série  ainsi  obtenue  soit  convergente,  lieprésenter  par  une  courbe  les  variations  de  la  fonction 

définie  par  cette  série  et  former  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  qu'elle  doit  vérifier,  équation 

ne  contenant  pas  la  variable  indépendante  x. 

(École  supérieure  d'aé'onaulique,  V  année  sfiéciale,  1913.) 

La  fonction 


f{x)  =  1  4-  2x  -h  3a:'- 


nx 


n     1 


est  la  dérivée  du  polynôme 

<p(a?)  =  a:  4-  X»  H-  Jf^  -h  .  .  .  -t-  or"  =  \z:rx    ' 

En  dérivant  alors  la  fraction  située  dans  le  dernier  membre,  on  obtient  sans  difficulté 

,..   ,       1  —  (n  -4-  l)x"  -+-  nar"+' 
/(^)  = (îm^p 
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Supposons  maintenant  qu'j  n  augnoenle  indéliniment;  f{x)  est  alors  la  somme  des  n  premiers 
lerm«'S  d  une  série,  dont  le  terme  général  «„  est  égal  à  nx"-^. 

Si      x^l,     ce  terme  général  est  infini  pour  n  ialini,  la  série  est  divergente. 


X      a  pour 


Si     Ir  <1,     la  série  est  absolument  convergente,  car  le  rapport       -^^      ou 

limite  ,x|  pour  ;i  infini. 

Dans  ce  cas,  la  somme  de  la  série  est  la  limite  de 

1  — (w-f-l)r»-|-nj''+' 

pour  n  infini. 

Posons     x=-,     I  al  étant  supérieur  à  1.  Les  produits     (n-l-l)x''     et     nx"+'     sont  égaux  à     — ;^ 

n  1 

et     ^iTfi't     on  sait  qu'ils  ont  pour  limite  zéro  pour  II  infini;  donc /"(a)  a  pour  limite      r-. rj.     C'est  la 

somme  de  la  série. 

Quand  x  croit  d»-     —  1     à     ~\-l,     1  — x     décroît  de  2  à  0,  et     (I  — x)^    de  4  ;i  0:  par  suite,  la 

fonction     yz=-j— — -.     croit  de  ^  à    -+- x  .     On  en  déduit  aisément  la  forme  de  la  courbe. 
La  dérivée  de  y  par  rapport  h  x  est    y'  =  -.-- — r^;     on  a  donc 

(1         X) 

1 


Élevons  la  première  équation  au  cube,  la  deuxième  au  carré  et  éliminons     (1  —  x)*.     nous  obtenons 

l'équation  différentielle  demandée 

y'*  —  4j/»  =  0. 

L.  TROIN. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Henri  J.vniicr,  collège  Chaplal;  L.  Jolly,  à  Honneur;  G.  Lach,  à  Douai:  M    MAzrr.  *  Alger; 
M.  Roux,  au  Crcusot;  L.  Simon,  à  Fourmies. 
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2227.  —  On  ronsidi^re  une  droite  A  fixe  et  un  point  0  /ix':  nus^i.  De  ce  points  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire OA  sur  A;  on  joint  le  point  0  à  un  point  i/uelconque  P  de  A,  et  on  ^lorte,  de  part  et  d'autre 
du  point  P,  sur  cette  droite.  PM  =  PM'  =  AP,  puis  on  construit  les  deux  triangles  isocèles  OMN,  OM'N' 
ayant  leurs  ba%ex  sur  OA.  On  demande  alors   : 

1°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  cb's  diagonahs  du  trapèze  MN.M  N'  ; 

2»  Le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  MAX,  M'.VN'; 

3»  L'enveloppe  des  droites  V.V  et  PA",  A'  et  A"  <*tant  les  sym'Hriques  de  A  par  rapp)rt  aux  parallèles 
à  A  menthes  par  M  rt  M  ; 

4'  L'enveloppe  des  droites  MN,  M  N   et  la  développée  de  cette  enveloppe; 

5°  La  surface  et  le  volume  compris  à  l'intérieur  de  la  surface  de  révolution  engenirée  par  cette  enve- 
loppe en  tournant  autour  de  OA  . 

Nous  prendrons  le  point  0  comme  origine.  OA  pour  axe  des  x  et  pour  axe  des  y  une  parallèle  à  A. 
Posons    OA  =  a,     et  désignons  par  5  l'angle  que  fait  OP  avec  Ox. 
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Il  existe  sur  la  droite    OP  une  demi-droite  qui  a  pour  cosinus  directeurs  cosca  et  sin^,  et  comme 

les  coordonnées  du  point  P  sont  a,  atg-^,  un  point  quelconque  de  la 
2^'  droite  OP  a  pour  coordonnées 

a:=a-hpcos»,  y  =:  a  tgcp -h  p  sincp, 

c  désignant  la  valeur  algébrique  du  vecteur  qui  a  pour  origine  le  point  P 
A'  0  H  IV  La    H'     A"       ^'    ^^  pour  extrémité  le  point  {x,  y). 

On  aura  donc  les  coordonnées  des  points  M  et  M'  en  donnant  à  p  les 
valeurs     ±  AP     ou     zhalg'f-     Par  suite,  les  coordonnées  du  point  M  sont 

(M)  x  =  a{i  —  sincp),  y  =  a{i  —  sincp)tg9, 

et  celles  du  point  M' 

(M')  x  =  a(.l  +  sincp),  i/  =  a(l  H-sincp)  tgcp; 

on  en  déduit  immédiatement  celles  des  points  N  et  N'  ; 

(N)  a,- =  2a  (1  — sincp),  y  =  0, 

(N')  a?  =  2a(l  + sincp),  y  =  0. 

Remarquons  qu'on  passe  des  coordonnées  de  M,  N  à  celles  de  M',  N'  en  changeant  -^  en     7r-+-  3-. 
1.  On  trouve  aisément  que  l'équation  de  la  diagonale  M'N  est 

X  (1  H-  sincp)  Igcp-h  1/(1  —  3  sincp)  —  2a  sincp  coscp  =  0; 

en  y  changeant  cp  en     -^  +  cp,     on  obtient  l'équalion  de  la  diagonale  MN' 

x{l — sincp)  tgcp -h  j/(l  H- 3  sincp)  —  2a  sincp  coscp  =  0. 

Nous  aurons  le  lieu  du  point  de  rencontre  en  éliminant  cp  entre  ces  deux  équations.  Pour  le  f;iiie 
aisément,  ajoutons-les  et  retranchons-les  membre  à  membre,  nous  obtenons 

X  ig'f  -hy  —  2a  sin  cp  cos  cp  H-  0,  a?  tg  cp  —  3y  =  0  ; 

l'élimination  de  cp  est  alors  facile,  et  nous  donne 

2a?2-hl8//2  — 3aa?  =  0, 
•qu'on  peut  écrire 


V  4  ;      V4 


^-1=0. 


Celte  équation  représente  une  ellipse  aisée  à  construire. 

2.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AMN  est  le  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  AN 


X 


a  (3  —  2  sincp) 


9. 


et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AiM.  Comme  le  triangle  MAM'  est  rectangle  en  A,  cette  perpendi- 
culaire passe  par  le  point  P  et  est  parallèle  à,  AM'.  Ceci  nous  donne  son  équation 

07(1  -h  sincp)  —  y  coscp  —  n  =  0. 

Éliminons  cp  entre  ces  deux  équations;  de  la  première  nous  tirons 

3a  — 2a: 


sincp: 


2a 


€t  de  la  seconde 


(2a:-fl)(x-2a) 
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En  porlunt  ces  valt-urs  dans  la  relation     cos^^p-f-sin*-^  1,     nous  obtenons 

.      (2r  — a)(x  — 2a)' 

ou,  en  transportant  l'origine  au  point  double  en  évidence     j  =  2fl,     »/  =  0, 

2xfx» -h  V -.  —  «  (î/' —  3j--)  =  0. 

Celte  «*qualion  n'présenle  une  cubique  cinulaire  a  puiul  double,  symétrique  par  rapport  a  Ox. 

Il  est  clair  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A.M'.N"  décrit  cette  même  courbe,  puisque 
les  droites  qui  delinissent  ce  centre  se  déduisent  de  celles  qui  délinissenl  le  centre  du  cercle  AMN  en 
changeant  z,  en     t:  -+-  5.. 

3.  L'équation  de  la  droite  PA'  est 

X  —  12»/  C08  V  —  »  (  1  —  2  sin  ^)  =  0  ; 
prtur  ol)l<'nir  l'enveloppe  de  celle  droite,  nous  dérivons  son  équation  par  rapport  à  i.  i\>)ii>  avons 

2t/sinv   t  2acosi  =  0, 
et  nous  éliminons  -i,  entre  ces  deux  équations.  Pour  cela,  nous  écrivons  la  première 

2;/  cos ^  —  2a  si n  5»  ^  X  —  a, 
et  nous  faisons  la  somme  des  carrés;  nous  obtenons 

4y«-4-4a*  =  (a:  — a)-, 

ou 

{x—ay  —  Al/  —  4a*  =  0. 

C'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  le  centre  et  les  axes  sont  en  évidence. 
(Lettc  hyperbole  est  aussi  l'enveloppe  de  la  droite  PA". 
4   Oïl  voit  facilement  que  l'équation  de  MN  est 

arsino-  -h  y  cos^  — 2a  sin9(l  —  sin5)  =  0, 

ou,  en  Iransporianl  l'origine  au  point    x  =  2a,     y^O, 

(1)  isin^-h»/ cos;p-h2a  sin*!p  =:0. 
Dérivons  par  rapport  à  ..,  nous  obtenons 

(2)  xcosïi  —  j/sinsp -h  4a  sins  coso  =  0. 

I/éliminalion  de  3.  entre  ces  deux  équations  donnerait  lieu  à  un  calcul  laborieux;  il  sera  plus 
simple  de  résoudre  ces  ér|ualions  par  rappoil  à  x  et  7.  Nous  aurons  ainsi  les  équations  paramétriques 
de  l'enveloppe 

x  =  —  "l'i  sin  :|,(1    f  eos'^),  y  =:  2a  sin'»  coss. 

Nous  obtiendrons  toute  la  courbe  en  faisant  varier  ©  dans  un  intervalle  quelconque  d'él«'ndue  égale 
h  2r.  Si  nous  changeons  v  en  -  1^,  j  et  7  changent  de  signe;  donc,  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  i\  l'origine.  Il  suflil  alors  de  faire  varier  ï.  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  égale  à  ::, 
et  de  [)rendrr  la  symétrifjue  «le  la  branche  obtenue  par  rapport  au  point  0.  Enlin,  si  l'on  change  s  en 
—  !^,     jr  change  de  signe  et  y  ne  change  pas;  donc,  symétrie  par  rapport  à  O7.  Prenons  comme  ioler- 

valle  d'étendue  égale  U  z  l'intervalle  ( — ^.  -l-|)  et  décomposons-le  en  deux  ( — |,  0|  et 
(0,  t  5);  «'es  deux  intervalles  nous  donneront  des  branches  de  courbe  symétrique,  par  rapport 
iiOy.  Il  suflira  ib'  considérer  l'un  dfux,  par  fxcmplc     (  0,   ^.). 

En  résumé,  nous  ferons  varier  5.  de  0  à  ",  nous  construirons  la  branche  de  courbe  correspon- 
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dante  C  ;  nous  prendrons  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  Oy,  soit  C,  puis  les  symétriques  de  C  et  de  C 
par  rapport  à  l'origine. 

X  ely  sont  des  fonctions  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  s;  leurs  dérivées  sont 

^  =  —  2a  coscp(3  cos^  cp  —  1),  -^=  la  sincp(3  cos^cp  —  1). 

Nous  en  déduisons  la  pente  de  la  tangente 

c'est  bien  la  pente  de  la  droite  définie  par  l'équation  (1). 

^  y  '  Entre  0  et  ô'   -j-  6t  -r^  s'annulent  pour  la  même  valeur  de 

y  \  fi  1* 

cp;  c  est  une  valeur  a  dont  le  cosinus  est  égal  à  -p;   —  est  positif 

v3     d^ 


pour     cp  >  a,     négatif  pour     cp  <  a;     c'est  le  contraire  pour 


rfj/ 


On  a  donc  le  tableau  suivant 


? 

0 

a 

2 

X 

0 

\ 

8a  fê 
9 

/* 

—  2a 

y 

0 

y 

AayJS 
9 

\ 

0 

dy 
dx 

0 

\ 

~v'2 

\ 

—  XI 

et  la  branche  de  courbe  OAB. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  achever  par  symétrie,  et  on  obtient  la  courbe  complète,  qui  est  d'ailleurs  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  axes. 

Le  point  A  est  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce,  puisque  ^  ^^  zr  sont  tous  les  deux 

nuls  en  ce  point  et  que  la  pente  de  la  tangente  varie  dans  le  même  sens  aux  environs  de  ce  point. 

Cherchons  maintenant  la  développée  de  cette  courbe. 

Le  point  limite  de  l'enveloppe  que  nous  venons  d'étudier  est  défini  par  les  équations  (1)  et  (2).  La 
première  représente  la  tangente,  et  la  deuxième  représente  une  droite  perpendiculaire  à  la  tangente  et 
passant  par  le  point  de  contact  :  c'est  donc  la  normale. 

Le  point  limite  de  cette  normale,  qui  décrit  la  développée  de  l'enveloppe,  sera  défini  par  l'équa- 
tion (2)  : 

(2)  xcoscp — j/ sin(p-i-4a  sinïïi  cos'^  =  0, 

et  par  l'équation  dérivée 

—  a?sincp  —  y  coscp  -+-4a(cos-cp  —  sin'cp)  =  0. 

En  résolvant  ces  deux  équations,  nous  obtenons  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  : 

07  =  —  4asin^cp,  j/  =  4acos'cp. 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  d'une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussemenls,  qui  peut  être 
définie  par  l'équation 

il  i 

xJ-f-î/»  =  (4a)''. 
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5.   Le  volume  demandé  esl  égal  à  deux  fois  le  volume  V  engendré  par  1  aire  OAB  en  tournant 
îiutour  de  CJr,  el  celui-ci  esl  la  difTérence  des  volumes  V,  et  V,  engendrés  par  les  aires  OAH  et  BAH. 
On  a 


€t 

\=\\-\,  =  r.£y^dx. 
i 
llemplaçons  y-  et  dx  paf  leurs  valeurs  en  fonction  de  w,  nous  avons 

V=:H7tfl^    /     sin*3.COS';j.(3cO!5-:j.  —  !)<'«'• 

On  peut  ctTifi 

sin*  ^  cos'9.(3cos»i  —  l)d9=;sin*(p(l  —  sin'=,)(i2  — 3sin'i)rfsin9, 

=  (2sin'ç.  —  5  sin'ï.  -\-  3sin'ï,)dsina.; 

d'où  l'on  déduit,  pour  la  valeur  de  l'intégrale  définie, 

âsin's      Ssin^cp      sin"y 
5  7^3' 

ai 

Le  volume  cherché  esl  donc     T.tv    • 

105 

Calculons  maintenant  l'aire  engendrée  par  l'arc  UAB.  Elle  esl  égale  à  la  somme  des  aires  A,  et  A, 

engendrées  par  les  arcs  OA  et  AU.  Nous  avons 

A,  =  27r   r  yds,  A,  =  2::  f*  yds. 

Dans  ces  deux  intégrales  ds  doit  avoir  le  signe  de  d-^. 
On  a 

rfs  =  ±  ta  (3  cos'ç  —  l)rf^. 

Dans  la  première  intégrale,  ^  esl  compris  entre  0  el  «,  donc  3cos*!}>  —  1  esl  positif,  on  prendra  le 
signe  -+-  dans  le  deuxième  membre;  dans  la  seconde,  on  prendra  le  signe  — ;  par  suite,  on  a 

A,  =  St^"*  /" sin«9 €089(3 cos»^  —  !)(/?  =  8um»[F(«)  —  F(0)], 

.       A,  =  —  87:a«  £  sin'tj,  0059(3  cos»^  —  l)^^  =  87:0»  \?{<i)  —  f(^^)1  , 
F(9)  désignant  l'intégrale  indéfinie 

rsin»9COS9(3co8*9— l)rf9,  ou  rsin*9(2  — 3  sin'9)rfsin9 

donc 

.,,   ._2sin^      3  8in'9_sin'9(10  — 9sin'9) 

^^^~*   "  3  5      ~  15 

On  a  alors 

A,4-A,  =  8no»[2P(«)-F(0)-FQ)j, 
^t  en  remarquant  que     8ina=  i/q,     on  en  déduit  aisément 
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Par  suite,  Taire  totale,  double  de     Aj  h-  â.^,     est  égale  à 

i6;Ta^(l6s/6  — 9) 
135 

L.  NAUCELLE,  à  la  Châtre. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  M.  Roux,  au  Creuset;  L.  Simon,  à  Fourmies. 

.. ^ 

MÉCANIQUE 


y 

.      /B 

/^) 

A 

/ 

0 

X 

:/ 

/B 

0' 
A 

/^" 

0 

X 

2232.  —  Une  barre  homogène  pesante  AB  de  longueur  2/  est  située  dans  un  plan  vertical  et  s'appuie 
sur  une  courbe  (C)  de  ce  plan.  L'extrémité  A  est  assujettie  à  glisser  sans  froltemetit  sur  une  verticale  Oydu 
plan.  Déterminer  la  courbe  (C)  de  manière  que  la  barre  soit  en  équilibre  quel  que  soit  son  point  de  contact 
avec  la  courbe  [il  nxj  a  pas  frottement). 

La  barre  restant  en  équilibre  quel  que  soit  son  point  de  contact  avec  la  courbe  (C),  c'est  que 
dans  le  déplacement,  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures 
est  nulle.  Comme  il  n'y  a  pas  frottement  de  la  barre  sur  la  verti- 
cale Oî/  ni  sur  la  courbe  (C),  les  forces  de  réaction,  qui  ont  des  dépla- 
cements normaux  à  leurs  directions,  ne  travaillent  pas. 

Il  en  résulte  que  le  travail  de  la  pesanteur  est  nul.  Par  suite  le   A[ 
centre  de  gravité  G,  milieu  de  la  barre  AH,  se  déplace  sur  une  hori- 
zontale O'G  et  la  courbe  (C),  enveloppe  d'une  droite  de  longueur    0 
constante  dont  les  extrémités  se  déplacent  sur  deux  droites  rectangulaires  données,  est  une  hypocy- 

cloïde  à  quatre  points  de  rebroussemenf. 

G.  LACH,  à  Douai. 

11  est  facile  de  tiaiter  la  question  par  le  calcul,  en  exprimant  que  les  lignes  d'action  des  forces 
appliquées  en  A,  en  M  et  en  G,  sont  concourantes.  Soit 

X  COS  a -h  y  Sin  a  —  p  =:  0 

l'équation  de  la  droite  AB;  celle  de  la  normale  en  M  est 

—  xsinx-\-y  cosa  —  p'  =  0; 
celle  de  la  normale  à  Oy  en  A, 

y  sin  a  —  p^O, 

et,  enfin,  celle  de  la  verticale  du  point  G, 

X  —  l  sin  a  =  0. 

La  condition  de  rencontre  est  donc 

,    .   .,  COS  a         ,       rt 

—  isin^a-h»-^ p  =0, 

'^  sina      '  ' 


ou 


p'sina  —  «cosa  ,   . 

i- r-Y^ =  —  /  sm  a. 


SI  n'a 


Le  premier  membre  est  la  dérivée  de        /     ,     et  l'intégration  est  immédiate 


sin  a 

-^=  /cosa-hC. 
Sina 


La  droite  AB  a  donc  pour  équation 

X  cos  a  -h  y  sin  a  —  C  sin  a  —  /  sin  a  cos  a  =  0. 


2-iO 
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Une  des  coàirbcs  (C)  correspond  à  une  valeur  de  la  conslanle  C.   Portons  alors  les  axes  au  point 
x  =  0,     y  =  C;     l'équation  deviendra 

X  cos  ot-hj/sina  —  /sina  cos  x  =  0, 

et  nous  savons  que  celte  droite  enveloppe  umi  liypocycloïde  à  quatre  rebroussemenls  ayant  les  deux 
axes  de  coordonnées  actuels  pour  axes  de  symétrie  contenant  chacun  deux  points  de  rebroussement, 

A.  UUUX,  lycée  de  Lille. 

Nous  avons  regii  «liverses  solutions  basées  sur  iI»j>  ronsidérations  anilogues  ou  sur  les  cuntlitions  d'équilibre  et  qui 
toutes  mènent  k  ce  rt'sultat  : 

M\l.  Ma/kt,  rundu.i.ur  des  Ponts  it  Chaussées  à  Alger;  H.  LKCourrK.  à  Paris;  M.  Roi,  49*  dartillerie;  M.  Roix,  au 
C'eusot;  |>.  Vif.,  a  Lyon;  G.  il.,  a  Marseille. 


QUESTIONS    POSÉES   AUX    EXAMENS   OH  AUX   (11M4) 


ÉCOLE    CENTRALE    {Suite. 


10123    —  (k)n8truire  le»*  courbes 

1  — ^in«i)  Igoi 


P  = 


COSbl 


cosbi  —  sinco 


^      cosci» -4- sinti)' 


sinu 


P  = 


_        tgù) 


P  = 


1 

sinijbi* 


P  = 


sinci)  —  coshi 


sin^oi 

P~!  — l«a.' 

+-  l 


1—2  sinm 


3-»-co8w'  •"       I— 3c6«oj' 

—  124    -  Construire  la  courbe    j-J -4- y»  —  ly  =  o. 

—  126.  —  Courbe  pour  la<iiiellf  la  sous-langente  est  constante. 

—  126.  —  .Sous-normale à  une  courbe  en  coordonaées  rectangulaires,  .appliquera  x*  — 2py  =  0. 
\Q                    —  127.  —  Lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  deux  points  llxes  est  conslanl. 

—  128.  —  Lieu  des  poinU  dont  le  rapport  des  dislances  à  un  point  et  h.  une  droite  est  constant. 

—  129.  —  kquntion  de  la  cissotde;  de  la  strophoide  droite;  d'une  concholde  de  dioile. 

—  130.  —  Soient   un   cercle  et  deux  diamètres  rectangulaires  de  ce  cercb';   ft   partir  du 
point  A,  on  porte     AM  =  PQ;     lieu  du  |>uinl  M. 

—  181.    -  Enveloppe  de  lu  droite    *x -»- X'y  —  <i  =  0. 


-  132 


—  133 


134. 


Itéduction  des  éi|uations  des  coniques  : 
2x*  -+-  xy  -f-  8y«  —  1  =  0,  I»  H-  3y»  H-  ly  —  a-  4-  y  =  0,  x«  +  4y«  —  xy  —  l  =  0. 

X»  —  5y«  -f-  xy  -H  2x  —  y  -  I  =  0,  (x  —  y)»  -H  x  =  0.  (y  —  x)«  -h  ix  =  Q. 

iteclierche  des  foyers  dans  les  coniques  : 


j-j  -+-  1//2  —  a»  =  0. 


ri  -+-3y«  —  a«  — 0. 


X*  —  yJ  -   «ï  =  0, 


ri  —  iy«_5  =  0. 


Ib'soudre  le  systènjc  d'inégalités 

X«-f.y«  — 2r  —  I  >  0,  x(x  — y)<.0. 

—  135.  —  Démontrer  que  la  tangente  en  un  point  d'une  conique  est  conjuguée  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

—  136.        Di'inontrer  que.  d.ins  une  conique,  deux  diamètres  conjugués  interceptent,  sur  une  tangente  quelconque, 
deux  segments  dont  le  produit  est  constant. 

—  137.  —  Quand  un  point  décrit  une  droite,  sa  polaire  par  rapport  à  une  conique  passe  par  un  point  flse. 

—  138.    -  Montrer  que  dans  l'ellipse     MF  -f-  MF  =  C". 

—  139.  —  Podaire  d'une  ellipse  par  rapport  h  un  foyer. 

—  140.  —  Soit  une  ellipse    x* -+- 4y'  —  a>  =  0.    Peut-on  mener  par  un  point  de  l'axe  Oy  un.*  normale  à  l'ellips*. 
différente  de  cet  axcT 

—  141.  —  Développée  de  l'ellipse    x»  -+-  2y»  —  a»  -  o. 

—  142.  —  Diamètres  conjugués  dans  l'ellipse    -« -t- n  —  •  =  ®'     Variation  do  l'angle  d»'  <leu\  diamètres  conjugués. 

tI        ut 

—  143.  —  Kxprimer  les  coordonnées  tl'un  point  de  l'hyperbole       j  —  li  —  *  =<•    *"  fonction  d'un  paramètre. 

144.  —  Montrer  que  dan»  une  hyperltole  la  difTcrence    MF'  —  .MF  =  C". 
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—  145.  —  Démontrer  que  dans  une  hyperbole  le  produit  des  dislances  des  deux  foyers  à  une  tangente  est  conslan!. 

—  146.  -  Mener  d'un  point  (^o,  2/o)  les  tangentes  à  l'hyperbole    ^  _  |:  _  1  =  0.     Tangente  de  coefficient  angulaire 
donné. 

—  147.  —  D.monlrer  que  dans  une  hyperbole  le  pied  de  la  normale  divise  le  segment  intercepté  par  les  axe-;  dans 
un  rapport  constant. 

—  148.  —  Polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  hyperbole. 

—  149.  —  Développée  de  l'hyperbole    —  —  |^  —  1  =  0  ;    développée  de    xy  —  k^  =  0. 

—  150.  —  Propriétés  segmentaires  des  asymptotes  de  l'hyperbole. 

—  151.  —  Propriétés  focales  de  la  tangente  à  la  parabole.  * 

—  152.  —  Mener  du  point  (Xq,  î/q)  'es  tangentes  à  la  parabole    y^  —  ■>px=  0. 

—  153.  —  Chercher  la  polaire  du  point  (Xo,  y^)  par  rapport  à  la  conique    y^  ^=  2px. 

—  154.  —  Mener  à    y^  —  2/jx  =  0    une  normale  de  coefficient  angulaire  w. 

—  155.  —  Podaire  d'une  parabole. 

—  156.  —  Tangente  à  la  parabole    y-  —  2px  =  i);     retrouver  la  parabole  comme  enveloppe  de  ces  droites. 

—  157.  —  Mener  d'un  point  une  normale  à    y-  —  2px  =  0. 

—  158.  —  Développée  de  la  parabole. 

—  159.  —  Rayon  de  courbure  d'une  parabole. 

—  160.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  quatre  points. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  161.  —  Définir  la  position  d'un  point  de  l'espace  sur  un  vecteur,  au  moyen  du  rapport  segmentaire. 

—  162.  —  Angle  des  deux  droites    -  =  ^  =  ~    et    ^  =  |  =  -, 

—  163.  —  Équation  de  la  droite  symétrique  de    j  =az-hh,    y  =  bz -\-  k,    par  rapport  au  plan 

Ax  +  By -+- Cz -+- D  =  0. 

—  164.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  faisant  un  angle  a  avec  une  droite  donnée. 

—  165.  —  Direction  d'un  plan  faisant  le  même  angle  avec  trois  plans  donnés. 

—  166.  —  Di>tance  d'un  point  donné  à  la  droite    // —  a.' =  0,     ;  =  /(. 

—  167.  —  Dislance  du  point  (I,  3,  2)  à  la  droite    a;  +  ?/  =  0,     a  —  z  —  1  =  0. 

—  168.  —  Distance  du  point  (3,  4,  2)  à  la  droite    x  -^y  —  z  =  (i,    2x  —  ?/  -f-  :  —  1  =  0. 

—  169.  —  Mener  par  le  point    (1,2,-1)     la  perpendiculaire  à  la  droite    x  —  y  —  r  =  0,     2.r -t- /y  +  2:  —  1  =  0. 

—  170.  —  Distance  de  Os  à  la  droite    x  +  y  —  z  =  0,    x  —  y -+- 2:  —  1  =  0. 

—  171.  —  Distance  des  deux  droites    x^^az-k-h,    y  =  bz-i-k;    x  =  a'z-i-h',    y  =  b'z-^-k'. 

—  172.  —  Dislance  des  deux  droites    j:  —  c  =  0,     î/-t-2z  — 1=0;    x  =  3y  =  4:. 

—  173.  —  Distance  des  deux  droites    x  —  .'/  =  0,    x  -+-  z  —  1  :=  0  ;    x  -h  2y  —  1  =  0,    2x  —  z  -t-  1  =  0. 

—  174.  —  Rayon  du  cercle  défini  par  les  deux  équations 

x^ -\-tj^-hz-2  —  5x-+-ly—l—0,  x  —  y-h2z  —  Q. 

—  175.  —  Mener  par  la  droite    x  — a  =  0,    z-hy  —  a  =  0,    un  plan  qui  coupe    x'^ -\- y^ -+- z^  —  ax  =  0    suivant  un 
cercle  de  rayon  donné. 

—  176.  —  Mener  par    x  —  y  =  0,    x-i-^  — 1  =  0     un  plan  tangent  à  la  sphère    x^ -h  y^ -h  z- —  1  =  0. 

—  177.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  sphère. 

—  178.  —  Ëqualion  du  cône  de  sommet    (1,  —  1,  2)    ayant  pour  directrice  la  courbe. 

•/"-  -H  !/2  —  1  =  0,     x-h  z  —  yz=0. 

—  179.  —  Équation  du  cône  de  sommet    (1,  2,  —  1)    ayant  pour  directrice  la  courbe 

X2  -(-  y2  _,_  22  _.  1  =  0,      X  -+-  y  +  Z  =  0. 

—  180.  —  Ëqualion  d'un  cylindre  de  révolution  dont  on  connaît  l'axe  en  po^ition  et  le  rayon. 

—  181.  —  Équation  d'un  tore;  section  par  un  plan  bitangent. 

—  182.    —  Ëqualion  du  plan  osculateur  en  un  point  à  l'hélice  circulaire. 

—  183.  —  Rayon  de  courbure  de  la  courbe    x  —  y  —  z  =  0,    x- —  y- —  x  —  y  =  0,    à  l'origine.  —  Même  question 
pour  les  courbes    x- -f- y^  —  s  ^  0,    z'^  —  x  =  Q;    ay  —  3  =  0,    x^ -^  y-  —  z  =  ù. 

—  184.  —  Propriétés  des  sections  par  deux  plans  parallèles  dans  une  même  quadrique. 


222  SUJETS  DE  CONCOURS 


xi       yi       :- 

—  185.  —  Discussion  iln  genre  des  sections  diamétrales  dans  l'hyperboloïde    ^  "•"  jî  ~  <•!  ~  '  =  •'• 

186.  —  Sections  planes  de    x^-i- y*  —  2p:  =  0. 

—  187.  —  Que  représente  ré(iualion    x*  —  y»  —  2:*  —  l  =  0?     Longueur  des  axes  de  cette  quadrique;   plans  de 
sections  circulaires;  un  tel  plan  élnnl  donné,  éraluer  le  rayon  de  la  section. 

—  188.  —  Sections  circulaires  dans  les  qun<lriqu>-s  : 

ji_H2y»  — 3z»  — a2  =  0;  j-î  —  2y*  —  3.-* -^  n»  =  0;  J» -+- iy»  —  2:  =  0;  j» -+- 2y«  —  2ps  =  0. 

—  189.  —  Irilerscclion  de  la  quadrique    x*  —  y2 -+-:*  — a^  =  0    avec  le  plan  variable    x -(- y -(- >(s  —  a)  =  0. 

—  190.  —  Maner  par  la  droite     x  =  y  =  :  —  A     un  plan  qui  coupe  la  surface    x*  —  y»  —  :- —  a' =  0    suivant  une 
parabole. 

—  191.  —  Ment:r  par  la  droite    x  —  a:  —  A  =  0,    y  — 6:  — A  =  0    un  plan  qui  coupe  la  surface    x^ -i- y"*  — :»  — /*  =  0 
suivant  une  parabole. 

192.  —  .Mener  par  la  droite    x  — y  — :-+-a  =  0,    2xH-:— n  =  0    un  plan  coupant  la  surface    x^ -+- 2y!  — s»  —  a'  =  0 
suivant  une  parabole. 

193.  —  Sommet  de  la  courbe    x^  -h  i't^  —  2z  ~0,    x  —  y  —  1  =  0.    .Même  question  pour  la  parabole,  section  de 
la  surfaci'    x^  —  2y  =  0    par  le  plan    x -+- y  —  ;  =  0. 

—  194.  —  Section  de  la  surface    ''' ^- •^' —  2î  =  0    par  le  plan    ax-f- 3y -t- >.=  0.    Qu'arrive-l-il  lorsque  >  varie'.' 
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195.  —  Diamètres  conjugués  dans  l'ellipsoïde. 


x*_V^_2,  =  0. 


—  196.  —  Kquations  d'un  diamètre  de  la  quadrique 

'         P        7 

—  197.  —  Exprimer  que  le  plan     x  -f-  2y  —  z  —  À  =  0    est  tantrent  a  la  surface    x-  -+-  3'/-  -*-  2:-  —  I  :=  0. 

—  198.  —  .Mènera  la  quadrique    x^ -+- 2yî -+- i' —  a- =  0     un  plan  tangent  parallèle  au  plan     2x -h  y -+- s  =  0. 

(A  Suivre. j 
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ÉCOLE    DES    MINES    DE    SAINT-ÉTlENNE 


Concours  militaire  de  1919. 

MdtltctiKiti'jUcs. 
Trois  quesllons  au  choix. 

I 

Tnn'.osoMi-VniiK.  —  Ut'^solulion  et  discussion  de  rt^ijualion  Iriijonoinétrique  asinx-nécosx  =  c. 

.Vi.dÈliiiK.     -  Litnite  de     (iH — )        (|uaii(l  m  maudit  indt'rininu'nt  on  valeur  absolue. 

(iÉMMfcTRiR  ANALYTiguE.  —  Étude  d'unc  courbe  dont  l'rquation  est  résolue  par  rapport  à  lune  des  coor- 
donnt'fs.  Tracr.  rquation  do  la  tm^enle  on  un  point.  sous-tangpnlt\  normale,  .snus-normalp.  (oncavité.  con- 
v»'xitt\  piiint»  d'inllexion. 

Application  :  <Hude  de  la  courbe     y  =  i/ • 

II 

TnidoNOMÉTRiK.  -  llésoudre  un  triangle  rectiligne  connaissant  deux  côtés  a,  t>  et  l'ancle  A  opposé  à  l'un 
d'eux.  Discussion. 

ALOKimK.   —  Fonctions  de  plusieurs  variables  indépeadantes.  dérivées  parliolles,  formule  des  accroisse- 
ments Unis.  Dérivée  il'une  fonction  composée. 
Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes  : 


y  =  arctR(x-i-vx«— 1),  î'  =  '""^  *'"  i  _  .'^l^sF'  y  =  »'"C^yï 


—  008  X 


COSX 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  —  Coiirbes  du  second  ordre  :  Division  en  trois  genres  d'après  la  nature  des  points  à 
l'infini  ;  asymptotes.  Condition  pour  que  deux  points  soient  conjugués  par  rapp'ort  à  une  conique;  polaire  d'un 
point.  Condition  pour  que  deux  droites  soient  conjuguées;  pôle  d'une  droite. 


ni 


Trigonométrie.  —  Énoncé,  sans  démonstration,  les  formules  relatives  à  l'addition  et  à  là  multiplication 
des  angles. 


X 


Calculer  cos^  en  fonction  de  cosa;. 


Algèbre.  —  Séries  à  termes  positifs  :  caractères  de  convergence  ou  de  divergence  tirés  de  l'étude  des 


expression      — ^^,     V">n     n^Un- 


Application  :  Étudier  les  séries     ?'„  = 


a;" 


on  appliquera  la  règle 


i—x^x  ^-w  ..1.1...^...^,^.  c.g.^  ir^)'  Mn  =  e""+*"'  (on  appli- 
quera la  règle  v^Wn),  «  et  b  désignant  deux  constantes  qui  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  positives  ou 
négatives. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE.  —  Courbes  algébriques  en  général  :  intersection  d'une  courbe  algébrique  donnée, 
définie  par  une  équation  entière  et  homogène  f{.v,y,z)  =  0,  avec  une  droite  arbitraire  menée  par  un  point 
quelconque  donné  sur  cette  courbe;  point  simple,  tangente  en  ce  point.  Cas  particulier  oîi  le  point  est  rejeté 
à  l'infini  :  asymptote  définie  comme  tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 


Épure. 


I 


Intersection  de  deux  cônes.  —  Cadre  :  26""  x  40'^"'. 

Coordonnées  par  rapport  à  l'angle  supérieur  gauche,  en  centimètres. 

Premier  cône  :  S,  s' {x  =  6,     y  =  3,4),     s(f/  =  22,8). 

Base  :  cercle  dans  le  plan  horizontal  P'  :  centre  (o,  o'),     o'[X=  14,8,     y  =20),     o  .7  =  28,8);     rayon  :  i""" 

Second  cône  :  T ,     <'(x=16,8,     .y  =  12,5),     tl>/  =  n,i). 

Base    :   cercle    dans  le  plan  horizontal  H'  :    centre   {k,   k'),     k'[x  —  l,      yz=20), 
/c()/  =  30,4);     rayon  :  6'=m,8. 

Représenter  le  cône  T  entaillé  par  le  cône  S  en  le  limitant  au  plan  horizontal   P'. 

Epure  en  noir,  constructions  en  rouge. 


tr  ~ 

-- 

26---^ 

1 

I 

^^' 
J 

( 

1 
1 . 

1 

.t' 

1 

A' 

0'   i 

40 

1 

1 
1 

^ 

;      ;F 

1 

à 

^k 

1 

V 

«---■25,5---* 


II 


Intersection  d'un  cône  et  d'un  tore.  —  Cadre  :  25'="', 5  x  40*'"' . 
Coordonnées  par  rapport  à  l'angle  supérieur  gauche,   en 
centimètres. 

y 

1"  Axe  du  tore  vertical  oo'z,  o(a;=:6,5,  .y  =  8),  rayon:'  ">; 
le  tore  est  engendré  par  le  cercle  de  centre  {k,  k')  situé  dans  le  plan  de  front  passant 
parl'axe,     /c'(a;=6,5,     y  =  ^),     rayon  :  5""' ; 

2°  Cône  de  révolution  :  sommet  (s,  s'),     s'(.r  =  25,5,     (/  =  16,2),     s  (y  =  27). 

La  génératrice  de  contour  apparent  vertical  s'a'  est  tangente  au  cercle  {k,  k'}  inférieurement. 

Centre  de  la  sphère  inscrite  (c,  c'),  sur  l'axe  oo'z,    c'{y  =  5,8). 

Représenter  le  tore  entaillé  par  le  cône. 

Épure  en  noir.  Constructions  en  rouge. 


Physique-. 
1 

Mesure  de  la  vitesse  delà  lumière  parla  méthode  de  Fizeau  (méthode  de  la  roue  dentée). 
Application.  —  Soit    h  =  i:->0    le  nombre  de  pleins  de  la  roue  dentée;     0  =  12'""    la  distance  entre  la 
roue  dentée  et  le  miroir. 
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Al  Ouelle  vitesse  N  (évaluai-  •n  inm-,  par  s«-c<'inJe:  laut-il  iiiipriiner  à  la  roue  «lenlée  pour  produire  la  pre- 
ini»'re  éclipse,  sachant  que  la  vitesse  de  la  lumi.re  est  d'environ  300  000'""  par  seconde? 

li,  Sachant  que  l'erreur  relative  sur  D  est  inf»!'rieure  à  .;-^.  que  l'erreur  absolue  possible  sur  le  nombre  de 

tours  est  de  l\  tours  par  seconde,  quel  que  soit  l'ordre  de  l'éclipsé  observée,  on  demande  à  partir  de  quelle 

éclipse  l'erreur  relative  sur  la  vitesse  de  la  lumière  calculée  sera  inférieure  à  —.- 

lOO 

n 

Application  du  pendule  à  la  mesure  de  l'inlensilé  de  la  pesanlfur.  Mesure  de  la  durée  d'oscillation.  On  ne 
traitera  pas  la  mesure  de  la  longueur  du  pendule  simple  synclirone. 

Application.  —  On  utilise  pour  la  mesure  de  l'intensité  de  la  pesanteur  une  horloge  battant  la  seconde 
(durée  de  l'oscillation  simple),  et  un  pendule  (|ui  équivaut  à  un  pendule  simple  d'une  longueur  approximative 
de  4". 

A)  Sachant  que  deux  coïn<  idences  successives  sont  séparées  par  '1  110  oscillations  simples  de  l'horloge, 
calculer  la  diirét-  d'oscillation  du  second  pendule. 

Bj  On  observe  le  nombre  d'oscillations  2N  de  l'horloge  entre  le  départ  et  la  coïncidence  d'ordre  c  (la  coïnci 
dence  au  départ  n'étant  pas  comprise  dans  ce  nombre  c).  Comment  faut-il  choisir  c  pour  que  l'erreur  relative 

sur  T  soit  inférieure  ù  rjyyQy^f  sachant  que  l'erreur  absolue  sur  N  est  inférieure  à  10  oscillations?  On  néglige 

l'erreur  sur  la  ilurée  d'oscillation  de  l'horloge. 

m 

Qu'tiilfnd-on  par  équivab-nre  de  la  chaleur  et  du  travail? 

Comment  Joule  a-t-il  déterminé  l'équivalent  n>écani(|ue  de  la  calorie? 

Applirntiou.  —  Une  roue  h  palilles  du  poids  .!»•  I^k  et  de  chaleur  spécilique  moyenne  C  =  0,l  est  plongée 
dans  une  masse  d'eau  de  10''«  et  se  trouve  en  équilibre  de  température  avec  elle  à  la  température  t  =  15°.  Sous 
1  inducnce  d'un  moteur  extérieur  qui  fournit  une  puissance  constante,  la  roue  est  mise  en  mouvement,  puis 
arrêtée  après  30  minutes  de  marrhe.  I.a  lem|i<'rature  finale  d'équilibre,  corrigée  pour  tenir  compte  des  pertes 
extérieures,  est  do     T  ~  .lO». 

I.a  température  iniliiilc  et  la  t»  iiipérature  liiiair  sont  connues  chacune  à  —  de  dr^n-  près  en  plus  ou  en 

100 

m«>ins. 

I.a  chaleur  spéciru|ue  moyenne  de  la  roue  est  comprise  entre  0,10  et  0.11.  l/équivab'nl  mécanique  de  la 
grandir  calorie  est  compris  entre  424  et  42"»  kibii,'rammèlres. 

On  demande  • 

A)  Quelle  est  en  chevaux-vapeur  la  puissance  fournie  par  le  moteur  à  la  roue; 

R'  Quelle  est  l'erreur  relative  (jui  entache  !»•  résultat  obtenu.  I,  erreur  sur  les  poids  et  sur  les  temps  »st 
négligeable. 

Chimie 

I 
Kluor. 

Il 

Acidf  sulfurique.  Iléaciion»  fondamentales  donnant  naissance  à  ce  corps.  Modes  de  préparation  dans 
l'industrie.  Concentration.  Impuretés.  Usages. 

III 

Acide  oiotique.  Réactions  fondam.nlnles  (bmiiant  naissance  à  ce  corps.  Modes  de  préparation  industriel.H. 
Concentration.  Impureté»,  l'snges. 


Le  KiilacUur-Vtcranl  :  H.  Vl'IHEHT. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


Note  de  la  rédaction.  —  TSous  avons  déjà  averti  nos  lecteurs  de  la  suppression  des  solutions  de  certaines 
questions  proposées.  Peut-être  en  supprimerons-nous  encore  d'autres,  afin  de  faire  disparaître  le  retard  dans  la 
publication  des  solutions  de  toutes  ces  questions. 

Dans  le  même  but,  nous  ne  publierons  aucune  note  ni  aucune  question  d'oral  dans  les  trois  numéros  de 
juillet,  août  et  septembre.  • 

La  situation  sera  normale  à  la  rentrée  pour  le  numéro  d'octobre,  et  alors  nous  pourrons  de  nouveau  publier 
des  notes,  des  questions  d'oral  et  des  énoncés  variés. 
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2243.  —  Deux  paraboles  P  et  Q  sont  placées  dans  un  plan  de  telle  sorte  que  leurs  axes  soient  rectan- 
gulaires. 

1°  Montrer  qu'il  y  a  une  relation  simple  entre  la  somme  des  angles  que  font  avec  une  direction  fixe, 
avec  un  des  axes  par  exemple,  les  tangentes  communes  à  P  et  à  Q,  et  Vangle  que  fait  avec  la  même  direction 
la  ligne  joignant  les  foyers. 

2"  On  suppose  que  chaque  parabole  P  et  Q  se  déforme  en  conservant  son  sommet  et  son  axe.  La  défor- 
mation est  d'ailleurs  telle  que  la  ligne  joignant  les  foyers  passe  par  un  point  fixe.  Trouver  alors  le  lieu 
du  point  de  rencontre  des  directrices. 

3°  Déterminer  les  paraboles  de  façon  que  les  trois  tangentes  communes  soient  confondues. 

A°  Discuter  le  nombre  des  tangentes  communes  réelles  dans  le  cas  particulier  où  le  sommet  d'une  de^ 
paraboles   est  sur  l'axe  de  l'autre.  (École  nationale  supérieure  des  mines,  1914.) 

Prenons  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  des  deux  paraboles  et  représentons  par 

rf^'ip{x  —  a),  x^  =  '2.q{y  —  b) 

les  équations  de  ces  deux  paraboles;  les  nombres  p  el  q  sont  les  paramètres  des  deux  paraboles,  a  est 
l'abscisse  du  sommet  de  la  première  parabole,  b,  l'ordonnée  du  sommet  de  la  seconde. 

1.  Pour  exprimer  qu'une  droite, 

y  =  mx-hl, 

est  tangente  à  la  première  parabole,  on  forme  l'équalion  aux  ordonnées  des  points  de  rencontre,  en 

éliminant  x  entre  les  deux  équations  précédentes  : 

1/2  =. 9,p  ■' :  —  <2pn , 

•'  '      m  ^ 

OU  my-  —  2/J1/  -I-  2p  (À  -h  ma)  —  0. 

et  on  écrit  que  cette  équation  a  une  racine  double,  ce  qui  donne 

.2m  (wa  H-  X)  —  p  =:  0  ; 
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on  exprimera  de  même  qu'elle  est  tangente  à  la  seconde  parabole  en  formant  Téqualion  aux  abscisse* 

des  points  de  rencontre 

X*  =  ^qimx  -h  À)  —  2f/0, 

et  écrivant  qu'elle  a  une  rarine  double,  ce  qui  donne  encore 

qtni  -4-  2a  —  2A  =  0. 

Éliminons  >.  entre  les  deux  relations  de  contact;  nous  aurons  une  équation  qui  donne  les  roeffi- 

cients  angulaires  des  tangentes  communes  aux  deux  paraboles,  autres  que  la  droite  de  l'inlini.  Cetlt 

équation  est 

7»n'  —  2flm*  —  24r«  -h  ;;  =  0  ; 

elle  donne  les  tangentes  trigonomelriques  des  angles  que  font  ces  trois  droites  avec  Ox  : 

lK«,  =  »»p  tga,  =  Tn,,  tga3  =  m,. 

D'autre  pari,  nous  savons  que  , 

UrU  ^^  +0C)-    »K«. -^tga,+  tga,-tga.tg,,tga,  . 

nous  avons  donc 

2fl  -i-  ;) 

Les  coordonnées  du  foyer  de  la  preniit-re  parabole  sont     "-+-{,     elO;  celles  du  foyer  de  la  second*' 
0  et     b-h'l  ;     l'angle  V  que  la  droite  des  foyers  fait  avec  Ox  est  donné  par 


•gV 


_2__2M-^ 


2 
cl  nous  avons  la  relation 

tg (  a,  -f-  a.  H-  xj  =  —  col  V  =  tg  (^^  -h  V^  ; 
par  conséquent,  les  quatre  angles  sont  liés  par  la  relation 

a,-t-Gt,-+-«3-V  =  (2*-f-l)^, 

où  /i  désigne,  comme  d'Iiabitude,  un  nombre  entier  quelconijue. 

2.  Si.  cha(jue  parabole  se  déforme  en  conservant  son  foyer  et  son  axe,  '/  et  l>  sont  li\<"<.  p  et  7 
varii-nt;  mais  la  ligne  des  foyers  a  pour  équation 

et,  en  expriuianl  qu'elle  passe  par  un  point  lixe  (a,  ^),  nous  avons  la  relation 

.(ï-^*)  +  !.('>a)-(^H»)(|-^*)=0. 
Lfs  direclrict's  ont  d'ailleurs  pour  équations  respectives 

x  =  a-|.  y  =  6-^; 

lo  lieu  de  leur  point  de  rcncruilre  s'obtient  i-n  éliminant  /*  il  7  entre  ces  deux  équations  el  la  r<'lation 

trouvée,  ce  qui  donne 

a(2A  —  1/)  H-  p(2rt  —  x)  —  (2fl  —  x)  (26  —  ;/)  =  0; 

c'est  l'équation  d'une  byperbole  équilatère  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes. 


GÉOMÉTRIE      ANALYTIQUE  227 


Les  équatioDS  de  ces  asymptotes  sont 

a:  =  2a  —  a,  y=^2b  —  p, 

et  elles  donnent,  en  même  temps,  les  coordonnées  du  centre. 

3.  Pour  que  les  tangentes  communes  soient  confondues,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  du  troi- 
sième degré  en  m  ait  une  racine  triple,  cest-à-dire  que  l'on  ait  identiquement 

qm^  —  2am-  —  2bm  -^p^q{x  —  hf. 

Ceci  donne 

2a  =  3qh,  2b  =  —  3qh',  p  =  —  qh'  ; 

les  deux  premières  relations  donnent    ah-hb  =  0,     h  = ;     et  alors,  nous  obtenons  immédiatement 

p  ei  q  : 

b'  2a2 

Si  donc  a  et  6  sont  donnés,  les  paraboles  sont  déterminées;  nous  avons  : 

_  _  262  _  _  2a^ 

^  ~"       3a  '  ^  ~       36  ' 

et,  pour  équations  des  paraboles, 

On  pourrait  d'ailleurs  se  donner  tout  aussi  bien  p  et  ^  et  calculer  a  et  6. 

4.  Si  le  sommet  d'une  des  paraboles  est  sur  l'axe  de  l'autre,  a  ou  6  est  nul.  Supposons  que  ce  soit 
a;  l'équation  en  m  devient 

qm^  —  26An  -\-p  =  0^ 
ou 

,      26  «      „ 

q  q  ' 

pour  qu'elle  ait  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  il  faut  que    4P'4-27Q2    soit  négatif,  ce  qui 
donne  ici 

ou 

2  ^  32  6» 

P  <riq' 

Cette  inégalité  n'est  possible  que  si  6  et  5-  ont  le  même  signe;  nous  pouvons  toujours  les  supposer 

positifs,  en  choisissant  convenablement  le  sens  positif  de  Oy.  Alors  la  valeur  numérique  de  p  est  limitée 

supérieurement  :  

,     ,  ^  ,  /3T6  s/b 

celle  de  q  aussi. 

On  pourrait  aussi  se  donnerp  et  q  et  limiter  b  inférieurement  : 


"  >  {/^- 


Dans  tout  aulre  cas,  il  y  a  une  tangente  commune  réelle  et  deux  imaginaires  conjuguées. 

L.  SIMON,  à  Kourmios. 

Bonnes  solulions  :  MM.  A.  Malrait,  lycée  de  Marseille;  J.  Collkt,  école  des  Anglais,  à  Lyon;  Marescalchi. 
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2245.  —  Un  point  M  se  meut  sur  un  rône  de  rérolution  donne,  dont  les  général  rires  formant  l'angle  i 
avec  l'axe  SA.  /m  vitesse  v  du  point  M  est  constante,  et,  de  plus,  l'aire  décrite  par  le  rayon 
vecteur  joignant  le  sommet  S  à  la  projection  N  du  point  M  sur  le  plan  mené  par  S  perpen- 
diculairement à  SA  croit  proportionnellement  nu  temps  I. 

Exprimer,  en  fonction  de  t,  la  longueur  SM  =  ?•  ainsi  que  l'angle  0  formé  par  le 
plan  ASM  avec  un  plan  fixe  passant  par  SA.  Calculer  la  distance  du  sommet  Sa  la  tangente 
en  M  '/  la  trajectoire  du  point  M.  Déterminer  enfin  la  direction  de  la  tangente  à  l'hodo- 
graphe  et  la  nature  de  celte  courbe. 


S  ^W 


(Êenle  nationale  supérieure  dett  Mina,  1914) 


Les  nolalions  de  l'énoncé  onl  été  légèrement  modifiées  :  0  esl  le  sommet  du  cAne,  Os,  l'axe,  Oor 

et  (>!/  sont   deux  axes   rcclangulaires,  perpendiculaires  à    (>:   cl   passant   au 
sommet  du  cône,  m  désigne  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xy,  et  0 
l'angle  du  demi-plan  ():M  avec  le  demi-plan  :0t,  le  sens  positif  des  axes  étant 
le  sens  de  la  rotation  ijui  amène  Oj  sur  Oj/. 
Posons     0M:=/';     nous  aurons 

Oni  =  rsini  et  x  =  OmcusO, 

Les  coordonnées  du  point  M  sont  donc 

a'  =  rsinicosO,  j/  =  j'sini  sinO, 

Elles  nous  donnent 


y  =  0m  sinO. 


zzzzr  cosi. 


d 


lU- 


dr 


dh 


-7T  =  sini  cosO-T-  —  r  sini  sinO-,-, 
en  exprimant  que 


du        .    .  .    ,dr 
^;  =  s.n.s.nO^^ 


?"sin  I  cosO 


dh 
dl 


($y-(t)'-(^;)' 

est  égal  h  une  constante  r*,  nous  aurons  la  relation 

(dry      -  .  ,../rfo\«       - 

D'autre  part,  la  loi  des  aires  sur  le  plan  des  rg  nous  donne 


par  suite, 


Alors  la  relation  précédente  devient 


r'sin*i^^  =  C; 
\(77/       T'*sin*r 


( 


dr,' 


C» 


dl 


r«8 


^.  =  v\ 


puis, 


v/ 


>•'/»•  vin  T 


Posons     wrsinirri/;     nous  aurons 


puis, 


_^ =  =  (//. 

Vi'V  siu  i  —  C 


V  sini'/r=:rfu, 
!>•  sin*  irt/r:=  udu\ 


dz  .  dr 
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la  relation  différentielle  deviendra 

udu 


L'intégrale  est  immédiate  et  donne 


==u^siai(/f. 


uV  sin^i  —  C'^  =  u^  sin'^î(«  —  fj-, 

^^v/t;'-sin-^i«-g^  +  C\ 
^  '  u  sini 

C 

Pour     ^  =  ^01     ^"  prend  la  valeur—-^ — .\  choisissons  ce  moment  pour  origine  des  temps  et  faisons 

passer  le  demi-plan  zOx  par  ce  rayon  particulier,  6  sera  nul  à  l'origine  des  temps,  et  r  prendra  la  valeur 

v/t;-^<^sin^iH-C' 


r: 

V  sinî 


Calculons  maintenant  0;  nous  avons 


r^sin^i^=C, 

«*sin^i<^  +  C^    ^  —  r 

par  conséquent, 

rf8  =  -         ^"'^^ 


w*sin^if^H-C^' 
Posons  alors     v^gini^  =  Cu';     nous  aurons    v^ sin idt  =  Cdu' ,     et  la  différentielle  rfO  devient 

,.  sini  1  du' 


C*(M'2+I)~sinj    I  +  m'^' 

nous  avons  donc 

.       ,,  1  ,      ,         1  .    v^sinit 

6  —  0,,  =  -. — :  arc  tgw  =  -. — .  arc  tg — ts —  ; 
"      sinz  ''  sini         °      G 

or,  pour     tz=0,     6^0;     nous  avons  finalement 

(2)  ^^s-rnî^^^^g-U— 

Telles  sont  les  valeurs  de  r  et  de  6  en  fonction  du  temps. 
Les  équations  de  la  tangente  à  la  trajectoire  sont 

X  —  x_\  —  y_Z  —  z, 
dx  dy  riz    ' 

dt  dt  dt 

la  dislance  du  point  0  à  cette  droite  est  donnée  par 

,2  _  P-  +  Q^  4-  R^  _  P-  +  0^  +  R- 

(dxV      (dy_y      /^V~  y' 

\dt)  ~^\dtj  ~^\dt) 
en  posant 

r,         dz        dy  r\        dx         dz  „         dii         dx 

^=ydi-'i^      ^='Tt-''dt^      ^=''iï-yTr 

la  somme     P'  -h  Q*  -h  R^    se  transforme  par  la  formule  de  Lagrange  et  s'écrit 
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d'autre  pari, 

/dx\*      /dvV      /dz\*        ,  ilx         du        dz 


(/x         (il/         rfz         dr 

—         df 


ta  valeur  de  c/'  esl  donc 


(//•         ... 
comme     rr-=vu, 


(3) 


y*8iD*i 


vsint 


La  dislancii  d  esl  couslante;   le  lieu  du  pied  de  la  p.irpendiculaire  abaissée  du  point  U  sur  la 


C 


tangente  à  la  trajectoire  est  une  courhe  située  sur  la  sphère  ayant  pour  centre  0  et  pour  rayon  ^  g,p,  - 

La  trajectoire  esl  donc  une  des  courbes  du  cône  dont  les  tangentes  sont  tangentes  à  cette  sphère.  Au 

r 

noinl  initial  sur  i;i  trajecloire     r=  — ■. — :;     ce  point  esl  doue  aussi  situé  sur  la  sphère  inditjuee. 
'  •"  ysini 

Passons  maintenant  à  l'hodographe;  les  équations  de  celle  courbe  sont 

dr  .    .    .    ,dh  .    .    .   ,  dr,  ,  rfO  .dr 

x  =  sinicosO  -y-  —  j-sinj  sinO-r-,  7  =  sinisinO^  -h  rsini  cosO^  ,  2:=cost^; 

nous  savons  que 

{A)  a?» -h  y* -f- :»  =  r^ 

l'hodographe  esl  situé  sur  la  sphère  (4). 

Cherchons  maintenant  la  direction  de  la  tangente  à  celle  courbe;  ses  paramètres  sont 

T-  =  sinicosô  ^-.^  — 2sini  sinO^-^^y  — r  sini  cosO  Ij-  \  — /sin»  sinO^ 
dz  .d-r 


Ur,  si  nous  dérivons 
nous  obtenons 


.....  rfO       „ 
r  smM  T-  =:  C, 

,,  drda        .d'(j      .. 


cl  ceci  nous  montre  (jue  la  somme  du  second  et  du  quatrième  terme  est  null»;;  il  reste  donc 

du-         .    .        ,rd'r         /rfO\»l  (/'/         .     .    .    ,[d'r         /rfOX»!  dz  rfV 

^=8.n,co80[^^-r(^^-)J,  ^  =  sm.s.nO|^^-r(^^-)J,  ,y,  =  ««>s«^. 

du  C         .       ,      ,         d-r         /rfO\*        ..  1     •      . 

Ken»pln(;ons    ,.  par    ,   .   ^ .  et  calculons  -,  j  —  ^'['Ji)  '  ^^^^^  expression  devient 

d'r 

; — : — r—: » 

d'anlre  |);irl, 

-1        i,.  G'  dr        .,  dh-    .    /dry        ,. 

l'^suri  dt  '  <ir       \at' 
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multiplions  par  r-,  et  remplaçons  (  r-r  )    par  v'*l-\  nous  aurons 


et 


dt-  ^  '      sm-'i 

^  ^'"^'rf7^~^"^CMsin^i^l) 
r^sin^i  r'^sin^i 

Les  paramètres  de  la  tangente  à  l'hodographe  sont  donc 

—  C^cos^tcosO  — C^cos^isinô  C^cosi. 

r^sin'i         '  r' sin'i        '  r^sin^T 

divisons-les  par    ^    .   . . ,  ils  deviendront 
^      r^  sinn 


1, 


—  cosicosO  — cosisinO 

sini         '  sin  i        ' 
et,  enfin, 

—  cosO,  — sinO.             tgi. 

En  projection  horizontale,  cette  direction  est  parallèle  à  U/n,  ce  qui  était  attendu,  puisque  la 
projection  de  l'accélération  sar  le  plan  horizontal  passe  au  point  0.  Cette  direction  fait  un  angle  con- 
stant avec  le  plan  des  xy  ou  avec  0:, 

tgi 
cosy=  ,  =:smi 

l'angle  y  avec  Oz  est  le  complément  de  ?". 

Enfin  cette  direction  est  perpendiculaire  à  OM;  elle  est  aussi  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la 
trajectoire;  par  conséquent,  l'accélération  est  dirigée  suivant  la  normale  au  cône  au  point  M. 


CALCUL 

2246.  —  L'unité  de  longueur  est  le  mètre. 

On  considère,  dans  un  système  d^axes  rectangulaires,  V hyperbole     xj/  =  1. 

La  droite  OA  fait  avec  Ox  un  angle  égal  à  ^;  la  droite  OB  fait  avec  Oy  un  angle 

égal  à  -^  • 

Calculer  Vaire  du  triangle  mixtiligne  OAMB,  et  celle  du  segment   A.MB.  Calculer 

15       aussi  la  longueur  de  la  corde  AB. 

(École  nationale  supérieure  des  Mines,  1914.) 

L'équation  en  coordonnées  polaires  de  l'hyperbole  équilalère,     xy  =  1,     est 

p-sinto  cosw  =  1. 

L'aire  du  triangle  mixtiligne  OAMB  est  donnée  par 

3;:  3z 

diO 


'1      /***  1      T"* 

S  /     p-dco,  ou  ^  I     -^- 

2J-    "^  2*/r    sm 


M  COSO) 


/dt 
—  ,  en  posant     f  =  tgco.     Lairc  cherchée  est  donc 

^(Lllgcol)!; 
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ma 


is.  dan!>  linlervallf  envisagé,  lgo>  esl  positive;  par  conséquent,  Taire  demandée  est 


2/ 
Comme     lgî=  1,     tgj  est  la  racine  pusilive  de  l'équation      t-^^1'~^''     ^  ®^^     y 2—  1. 

L'angle  —  esl  le  complément  de  -,     tg'-f  =  — ^=  v'â-l-  1  ;     par  conséquent,  la  valeur  de  l'aire 
»  8  «       ig^ 

s'écrit 

2    si  —  1 
L'aire  du  triangle  rectiligne  OAH  est 

'.OA.OBsin':  =  JC)Â'sinj; 
i  i       2  4 

or 


par  suite,  Taire  est  égale  à  1. 

L'aire  du  segment  AMB  esl  donc 


sm^cos^      sin-r 

o  o  4 


1  — L(V2 -+-!)  =  L-^* 


v2+l 
Pour  avoir  la  longueur  de  la  corde  AB,  il  faut  écrire  de  deux  façons  Taire  du  triangle  OAB;  nous 

avons  ainsi 

ABxOII  =  2, 

011  .laiil  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  AH.  Celle  lonf,'ueur  UH  esl  donnée  par 


OH  =  OAcos^, 


ol,  comme 


UA=      / L_ ,  UH=      /4r- 

Ysin^cos;;  y  tg;^ 


donc  

AH=:2y/lg^  =  vV2-l. 

Nous  avons  bien  ainsi  loules  les  valeurs  demandées  dans  l'énoncé. 

Pour  faire  les  calculs  numériques,  nous  prendrons     f:=2,"lS,     ^'2=1, -41*,     et  nous  aurons  à 
calculer  les  nombres 


Ceci  peut  s'écrire 


X  =  L2,41\.  Y  =  l|Ï|^,  Z=2vO,^1*. 


Prenons  alors  les  logarithmes  vulgaires;  nous  aurons 

^  _  log2,tl4  _  log  2.718-t-  co[og  2M{ 

ï^gTTïH'  '    "   iog2:":is 

el 

log/ =  ^  log  l,6î>6. 
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Calculs. 


log  2,718  =  0,43425, 
log  2,414  =  0,38274, 
log  1,656  =  0,21906; 

38  274 


X  = 
Y  = 


colog  2,414  =  1,61726, 
3  827 


43  425 
05151 


ou 


ou 


4  243' 
olo 


43  425  ""  4  342' 

log  Z=  0,10953;  Z  =  l">.287. 

Pour  X  et  Y,  nous  emploierons  les  logaiillimes  : 

log  X  =  log  3  827  +  colog  4  342, 

log  Y  =  log    515  + colog  4  342, 
log  3  827  =  3,58286;  log  515  =  2,71181  ; 

log  4  342  =  3,63769,  colog  4  342  =  4,36231  ; 

logX  =  î,94517,  X  =  0"^8814; 

logY  =  î,07412,  Y=0"'M186. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Fourmies;  E.  Uumaine,  à  Sainl-Étienne;  M.  Mazeï,  à  Alger 
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2265.  —  Un  cylindre  de  verre  A  est  porté  par  un  cylindre  métallique  edd'e'  dans  lequel  il  est  saisi  à 
la  hauteur  de  la  base  supérieure  dd' ;  le  support  edd'e'  repose  sur  la  face  supérieure  d'une  lentille  plan- 
convexe  dont  la  face  inférieure,  plane,  est  parallèle  à  la  base  bb'  du  cylindre  A.  La 
distance  de  bb'  à  la  face  supérieure  de  la  lentille  est  égale  à  0'"'",1  ;  la  longueur  ab,  entre 
la  hase  du  cylindre  A  et  le  niveau  où  ce  cylindre  est  maintenu  dans  son  support,  est 
D'  égale  à  20™°";  le  rayon  de  courbure  de  la  face  supérieure  de  la  lentille  est  très  grand  et 
on  peut,  sauf  en  ce  qui  concerne  la  forme  des  franges  dont  il  sera  question  plus  loin, 
confondre  cette  surface  avec  le  plan  tangent  en  son  sommet  0. 
1°  On  éclaire  avec  une  lumière  monochromatique  (X  =  0;^589)  tombant  normalement  sur  BC  et 
se  réfléchissant  sur  la  base  polie  bb'  du  cylindre  A;  on  reçoit  la  lumière  réfléchie  dans  un  viseur.  Étudier 
les  franges  qu'on  peut  ainsi  observer.  Voit-on  ces  franges  si  on  remplace  la  lumière  monochromatique  par 
de  la  lumière  blanche?  Que  voit-on  alors  si  on  reçoit  sur  la  fente  d'un  spectroscope  la  lumière  qui  s'est 
réfléchie  au  point  0? 

2°  On  chauffe  tout  le  système  par  un  courant  de  vapeur  d'eau  bouillante  circulant  dans  un  cylindre 
à  double  paroi  DD'  concentrique  au  cylindre  A.  Décrire  ce  qui  va  se  passer. 

On  remarquera  que  le  support  métallique  edd'e'  s'échauffe  avant  le  cylindre  A,  car  il  est  plus  près  des 
parois  chauffantes. 

3°  Dans  une  expérience,  on  constate  que,  lorsque  la  température  est  devenue  uniforme,  il  est  renier 
au  centre,  au  total,  12  anneaux.,  la  température  initiale  était  18°,  la  température  finale  100°.  On  recom- 
mence l'expérience  en  remplaçant  le  cylindre  A  par  un  cylindre  de  quartz  de  forme  identique  et  identique- 
ment placé  :  on  voit  rentrer  16,5  anneaux  au  centre,  la  température  initiale  et  la  température  finale  étant 
les  mêmes  que  précédemment.  Le  coefficient  moyen  de  dilatation  du  cylindre  de  quartz,  dans  le  sens  de 
l'axe  du  cylindre,  entre  18°  et  100°,  est  égal  à  813  X  10-**.  En  déduire  les  coefficients  moyens  de  dilatation 
du  verre  A  et  du  métal  qui  constitue  le  support  edd'e'. 
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On  ne  cherchera  j as  à  avoir  une  approximolion  suptrieure  au  centième  sur  les  diverses  ffuanlités  i^ui 
entrent  dans  les  calculs.  (École  normale  supérieure  et  bourses  de  licence,  groupe  II,  concours  de  IUI4.) 

1»  Kn  un  poinl  où  l'épaisseur  d'une  laine  d'air  est  e,  il  y  a  frange  sombre  si  l'on  a 

2e-h^  =  (iA--(- 1)7,  ^JU  e  =  k^, 

k  élanl  un  nombre  entier,  frange  brillante  si  l'on  a 

2.^-^  =  2^^  ou  ^  =  '^\-\- 

Le  quotient  de  0°"",1  par  Oi',29ij  est  pnsque  exaclenunl  33D,5  et  la  seconde  égalité  est  scnsible- 
rneiil  salisTaile  pour  A' =  .'{'»(>.  On  ;i|ier<;oit  donc  au  centre  une  lâche  brillante  entourée  d'un  systèiuf* 
d'anneaux  sombres. 

Le  nuMiuro  d'ordre  .UO  e^l  beaucouj)  trop  élevé  pour  qu'on  puisse  rien  apercevoir  en  lumière 
blanche.  Dans  le  speclroscope,  on  verra  des  franges  sondjres  sur  toules  les  couleurs  pour  lesquelles 

un  a     e=ik^.     Si  l'on  prend  pour  limites  du  spectre  les  couleurs  doni   Us  longueurs  d'onde  soûl 

respectivement  700''  et  iOU'i*.  on  trouve  A- ^1203  pour  la  première  couleur  et  /■  =  50<)  pour  la 
seconde.  Le  nombre  des  franges  sera  donc  environ     500  —  263-}-  1  =  i3S. 

2"  Si  on  chauffe  le  tout,  la  dilatation  du  support  écarte  l'une  de  l'autre  les  deux  faces  de  la  lame 
d'air  et  les  anneaux  péripliéri(jues  se  contractent  pour  venir  disparaître  au  centre.  Le  cylindre  se 
dilatant  ii  son  tour,  les  deux  surlaces  rélléchissanles  se  rapprochent  et  les  anneaux  reparaissent;  mais 
la  dilatation  du  verre  elant  moindre  que  celle  du  métal,  il  réparait  moins  d'anne.uix  qu'il  n'en  a 
disparu. 

3"  Sil  a  disparu  linalemeiil  n  anneaux,  la  variation  d'épaisseur  de  la  lame  d'air  est  «^";  elle  repré- 
sente l;i  différence  entre  la  dilatation  du  support,  2().lf/(/  — /J,  et  la  dilatation  du  cylindre, 
2()'i'(/  —  /„),     d  tt  '/■  désignant  les  coeriicieuts  di'  dilatation  linéaire  des  deux  substances.  On  a  dur)»- 


A 


(-2(),h/-2orf')(/-g  =  H^. 

('.«■Ite  équation,  appliqué»'  à  la  première  expérience,  donne     (20,lrf  —  20rf')xK2=  12x0,0002045, 
et  appliquée  .1  la  seconde,     (20.W/ -    20x  H13  x  10  •)  XK2  =  46,5  X  0,«)002;)i:i. 
La  seconde  égalité  donne,  pour  le  métal,      r/ =  (1,00001 1  =  1 1  X  10  ". 
portons  celle  valeur  dans  la  première,  on  trouve  pour  le  verre     d' ^0,OOOi)O,S0=zH,9x  10"''. 
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Concours  de  1919. 


Oroupe  I. 

Miilhemotiques,  ttrcmiàrc  composition. 

2404.  —  On  iloiini'  trois  axes  rprlanKuljiire.s  Ojryz  et  on  considère  les  rirconféiences  C  (<i)  détinics  yiir  les 
6i|uali<>ns 

ix  =  a-^  r  C0S9, 
y  =rsin<p, 
:  =0. 

dan.H  ie.squelles  a  et  r  désignent  des  constantes  et  9  un  paramètre. 
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1°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  circonférences  C  (a)  lorsque  a  varie.  Ces  trajectoires  sont 
des  courbes  y',  appelées  tractrices;  on  prendra  leurs  équations  sous  la  forme  (1).  en  y  posant  a  =^  f  (o)  et  on 
déterminera  la  fonction  f  (cp). 

En  désignant  par  y  celle  des  courbes  y'  qui  admet  Oy  pour  axe  de  symétrie  et  qui  est  tout  entière  du  côté 
des  y  positifs,  discuter  le  nombre  des  points  communs  à  y  et  à  l'une  quelconque  des  circonférences  C  (a). 

2°  Trouver  les  courbes  (F)  qui  coupent  les  circonférences  C  (a)  sous  un  angle  constant  a. 

3'^  On  désigne  par  y  (V)  la  courbe  déduite  de  y  par  une  rotation  d'angle  'i^  autour  de  Ox  et  par  une  transla- 
tion T'i-  le  long  de  Ox  et  on^désigne  par  S  la  surface  engendrée  par  y  {'l]  lorsque  l'angle  -l  varie. 

Aux  points  de  y,  on  élève  des  normales  (N)  à  (S);  prouver  que  ces  normales  ont  une  enveloppe  (U)  dont  on 
construira  les  projections  sur  le  plan  Oxy  et  sur  le  plan  Oyz. 

Ces  normales  (N)  engendrent  une  surface;  comparer  les  sections  de  cette  surface  par  les  plans  parallèles 
à  Oxy  avec  les  courbes  (1")  de  la  deuxième  partie. 

4°  Trouver  les  courbes  (E)  de  la  surface  (S)  qui  coupent  à  angle  droit  les  tractrices  y  (•i').  Montrer  que 
chaque  courbe  est  tracée  sur  !ine  sphère  (S);  déterminer  toutes  les  sphères  (S). 

On  considère  la  famille  de  droites  D  obtenues  de  la  façon  suivante  :  on  joint  le  centre  d'une  quelconque 
des  sphères  (ïl)  à  l'un  quelconque  des  points  de  la  courbe  (E)  tracée  sur  cette  sphère. 

Déterminer  les  droites  1)  qui  passent  par  un  point  quelconque  A  du  plan  Oyz.  Construire  la  courbe  .s  que  A 
doit  traverser  pour  que  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  des  équations  dont  on  peut  faire  dépendre  la  déter- 
mination de  ces  droites  augmente  ou  diminue  de  2. 

Quelle  est  la  position  de  la  courbe  s  par  rapport  à  la  surface  (S)?  Expliquer  le  résultat. 

5°  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  (S)  en  tous  les  points  d'une  courbe  (E)  ont  une  enveloppe  (V). 

Soit  MN  la  normale  à  (S)  en  un  point  M;  Mq  et  MqNo  désignent  des  positions  particulières  de  M  et  de  MN. 

Quand  M  décrit  la  tractrice  y(4/)  passant  par  M^,  MN  a  une  enveloppe  que  M(,No  touche  au  point  1%. 

Quand  M  décrit  la  courbe  (E)  passant  par  M^,  MN  a  une  enveloppe  que  MoN^  touche  au  point  Q^. 


Calculer  le  produit  MoPq  X  MqQq. 

Deuxième  composition. 

2405.  —  1°  On  considère,  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  0//.  la  trcijectoire  (Ti  du 
point  M  dont  les  coordonnées  sont,  à  l'instant  t,  données  par  les  formules 


M 


i  X  =  r(cost -h  t  s'int  —  ^cosm 
/  y=^ris'int  —  tcost  —  ^sinfj 


r  étant  une  longueur  donnée. 

Trouver,  en  fonction  de  t,  les  coordonnées  du  point  de  contact  N  de  la  normale  en  M  à  la  courbe  (T)  avec 
la  développée  y  de  la  courbe  (T).  Trouver  aussi  les  coordonnées  du  point  de  contact  P  de  la  normale  en  N  à  la 
courbe  y  avec  la  développée  de  la  courbe  y. 

En  déduire  une  définition  géométrique  des  courbes  (y)  et  (T). 

2°  Tracer  l'arc  AB  de  la  courbe  (I')  et  l'arc  correspondant  AC  de  la  développée  y  obtenus  en  faisant  varier  t 
de  0  à  t:. 

On  considère  la  portion  de  plan  (S)  limitée  par  lare  AB,  par  l'arc  AC  et  i)ar  le  segment  de  droite  BC.  Oi\ 
demande,  en  prenant  pour  unité  de  longueur  r  et  pour  unité  de  surface  r*,  de  calculer  à  une  unité  près  :  1'^  la 
longueur  du  périmètre  de  (S);  2''  l'aire  de  (S). 

3°  Étudier  l'ho.dographe  du  mouvement  du  point  M.  Placer  l'extrémité  Q  du  vecteur  accélération  du  point  M 
par  rapport  aux  points  N  et  P. 

Chercher  les  mouvements  plans  dans  lesquels  le  vecteur  vitesse  et  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 

ont  tous  deux  constamment  pour  longueur  r  ^. 

4°  Effectuer  les  intégrations  qui  achèvent  la  détermination  des  mouvements  plans  dans  lesquels  k-  hhmiv..-- 
ment  sur  l'hodographe  est  donné  par  les  formules. 

t"        r,      (n  — 1)-] 

I  y',  =  r^i  sin   /  —  ^ — ^^ — —  {n  entier  positif). 

Définir  géométriquement  les  trajectoires. 
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Soit  C„i  la  trajectoire  de  celui  des  mouvements  ainsi  trouvés  dans  lequel  le  mobile  est  au  point 
A(x=r,     j/  =  Oi,     à  I  instant     /  =  0.     On  définit  de  in^me  des  trajectoires  iC^  (C,_i),  (C„_it 

Soient  M„.  Mn-i,  M„_i les  positions,  à  l'instant  t.  d»^s  mobiles  parcourant  respectivement  les  (rajec- 

toires  iO„_i',  (C„_ii,  .... 

a)  Vers  quelle  position  limite  tend  le  point  M„  quand,  t  étant  constant,  «  augmente  indéliniment? 

b)  Démontrer  que  lorsque  t  varie,  n  restant  constant,  la  droite  M„Mn-i  'touche  son  enveloppe  au  point 

situé  sur  la  droite  .M„_,M„_3. 

Peut-on  généraliser? 

Epreuve  pratique. 

2406.  Intersf.ctimn  d'cn  cône  et  d'i'N  cylindre.  —  On  donne  ijuatre  points  par  leurs  coordonnées  expri- 
mées en  centimètres,  el  par  rapport  aux  axes  dirigés  comme  l'indique  le  croquis  : 


*  - 

' 

t; 

- 

s 

l 

A 
B 

<: 
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y 
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0 

2 
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6 
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8 

0 

,V-  Le  cylindre  a  pour  base  la  parabole  de  front  passant  aux  points  A  et  B  :  la  tangente  er 

»  /».  j./»-w  ^  pg[  horizontale:  la  tangente  en  B  est  verticale.  Les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  BC 

Le  cône  a  pour  sommet  le  point  C  La  hase  est  le  cercle  horizontal  de  centre  D  et  de  rayon  6*"". 
1"  Cnnsiruire  l'inlerseftion  des  deux  surfaces. 

Iféterminer  un  point  courant  avec  la  tangente,  les  points  et  tangentes  remarquahles. 
2"  Beprésenler  la  surface  du  cylindre  extérieure  au  cône,  située  en  avant  du  plan  de  la  base,  et  limitée  auj 

deux  génératrices  qui  sont  tangentes  à  l'intersection. 

Nota.  —  L'épure  sera  enloiiréo  d'un  cadre  de     28  x  44'"'.     Cliaque  candidat  écrira  son  nom  sur  la  feuille 

d'épuré.  11  n'aura  pas  d'autre  feuille  à  remettre. 

Physique. 

I.  —  Décrire  quelques  expériences  caractéristiques  mettant  en  évidence  des  causticjues  et  des  lignes  focales 
et  indi(|uer  hrif-vemcnt  la  signification  de  ces  expériences. 

II.  —  2407.  1"  Un  pendule  est  constitué  par  une  sphère  de  plomb  M  pesant  500».  dont  le  centre  es 

à  50""  de  l'axe  d'oscillation  AB,  qui  est  d'abord  placé  horizontalement.  Ou<'"" 


1' 


0' 


AR^ 


R 


=^B 


IV 


—  0 


est,  calculée  à  ç^  près,  la  période  des  petites  oscillations  de  ce  pendule  en  ur 
lieu  où  .7  =  981?  Jusiju'à  quelle  amplitude  la  période  reste-t-elle  constante  i 

2°  On  incline  If  support  A(>B  du  penilule  en  le  faisant  tourner  autour  di 
l'axe  0  perpendiculaire  au  plan  AHM.  (dominent  varie  la  période  d'oscillation 
3°  Revenant  à  la  position  initiale,  on  relie  le  pendule  au  support  par  dei 
ressorts  B  qui  exercent  des  elTorls  proportionnels  aux  angles  d'écart  du  pm 
dule  comptés  à  partir  du  plan  vertical.  Ceci  fait,  on  fait  tourner  le  support  d'ui 
angle  droit  autour  d'un  axe  PQ  paiallMe  à  AB  et  l'on  constate  (jue,  sous  l'actioi 
des  ressorts,  la  tige  du  pendule  s'incline  de  fiO"  par  rapport  h  la  verticale.  (M 
demande  la  valeur  du  couple  de  torsion  des  ressorts. 

On  demande  en  (In  quelles  seront  les  périoiles  des  petites  oscillations  di 
pendule  :  l*»  quand  on  aura  incliné  davantage  le  support  de  manière  que  1; 
position  d'équilibre  du  pendule  soit  horizontale;  2"  quand  un  reviendra  h  h 
position  initiale  où  le  plan  ABM  est  vertical  :.1  quand  on  aura  fait  faire  un  demi-tour  au  support,  lournan 
autour  de  l'axe  PQ,  h  partir  de  cette  position  initiale.  Onelle  relation  doit-il  exister  entre  ces  trois  période 
d'oscillation? 

Groupe  II. 

Miitlicmattques. 

I.  —  2408.  l'ne  courbe  plane  [Ci  a  pour  équation,  eil  coordonnées  polaires  r  et  0, 

r  =  a  (1  -f-cos6), 
n  désignant  une  longueur  donnée. 
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1°  Calculer,  en  fonction  de  6,  l'angle  a  que  fiiit  la  tangente  à  cette  courbe  avec  l'axe  polaire.  Montrer  qu'il 
existe  trois  tangentes  à  cette  courbe  parallèles  à  une  direction  donnée  (D)  :  soient  A,  B,  C,  les  points  de  contact 
de  ces  tangentes. 

2°  Démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC  demeure  fixe  et  que  la  surface  de  ce  triangle  reste 
constante  lorsque  la  direction  (D)  varie. 

3°  La  courbe  (C)  est  la  trajectoire  d'un  point  matériel.  Exprimer  r  et  6  en  fonction  du  temps  t  de  manière 
que  l'hodographe  du  mouvement,  construit  à  partir  du  pôle  des  coordonnées,  soit  un  arc  du  cercle 

r  =  a  cos  9 

et  que  le  mobile  se  trouve,  pour     t  ^0,     au  point     ^  =  ^    de  la  courbe  (C). 

4°  Calculer,  à  0,01  près,  la  valeur  de  t  correspondant  au  passage  du  mobile  au  point    ^  =  ^- 

II.  —  2409.  Deux  cercles,  de  rayon  R  et  R',  se  coupent  sous  l'angle  a.  L'aire  S,  commune  aux  deux  cercles, 
est  infiniment  petite  avec  a  lorsque,  le  centre  de  l'un  des  cercles  variant,  les  deux  cercles  deviennent  tangents 
extérieurement. 

Calculer  la  partie  principale  de  S  en  prenant  a  comme  infiniment  petit  principal. 

Physique. 

I.  —  Décrire  le  montage  expérimental  employé  pour  l'observation  d'un  spectre  pur,  et  indiquer  les  raisons 
de  ce  montage. 

II.  —  2410.  Un  fort  sifflet  S,  produisant  un  son  de  2  000  périodes  par  seconde  est  placé  en  un  point  A,  et 
on  l'écoute  en  un  point  éloigné  B  auprès  duquel  un  sifflet  S,  donnant  la  même  note  est  réglé  de  manière  que 
l'observateur  entende  les  deux  sons  avec  la  même  intensité. 

On  demande  : 

1°  Quel  phénomène  de  battements  on  observera  si  la  source  S,  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  l'observateur 
avec  une  vitesse  de  72''">  à  l'heure; 

2°  Ce  qu'il  y  aura  de  changé  s'il  souffle  un  vent  de  20""  par  seconde  de  A  vers  B  ou  de  B  vers  A. 

3°  Étudier  les  mêmes  questions  dans  le  cas  où,  la  source  Sj  étant  fixe,  c'est  l'observateur  B  qui  se  déplace  à 
la  vitesse  indiquée  en  entraînant  la  source  S,  (vitesse  du  son  :  340"^  par  seconde). 

Chimie. 
Propriétés  physiques  et  chimiques  de  l'acide  nitrique,  en  y  comprenant  l'action  sur  les  corps  organiques. 

Sciences  naturelles. 
La  feuille  :  forme,  structure,  adaptation  au  milieu  ambiant. 

♦ 
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Nous  avons  reçu  de  M.  R.  Harmégnies  une  note  intéressante  sur  des  propriétés  connues  de  l'hyperbole 
équilalère  et  de  la  sirophoïde  dont  nous  faisons  une  série  de  questions  proposées  aux  lecteurs  de  la  Revue  : 

1°.  —  2411.  Construire  le  point  de  Frégier  relatif  à  un  point  M  dans  une  hyperbole  équilalère.  Même 
question  pour  le  point  diamétralement  opposé.  M'. 

2o,  -_  2412.  Les  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'une  hyperbole  équilatère  parallèle  à  une  direc- 
tion donnée,  passent  par  deux  points  fi.xes  de  cette  hyperbole  et  diamétralement  opposés. 

3'^.  —  2413.  Le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée  aux  cercles  d'un 
faisceau  linéaire  est  une  hyperbole  équilatère, 

4».  —  2414.  La  figure  inverse  d'une  hyperbole  équilatère  par  rapport  à  un  de  ses  points  est  une  sirophoïde 
admettant  ce  point  pour  point  double. 

i;o_  _  2415.  Lieu  des  points  d'où  l'on  voit  sous  des  angles  égaux  deux  segments  AB  et  AC  ayant  une 
extrémité  commune. 

e».  —  2416.  Lieu  des  points  de  contact  des  langeâtes  menées  par  un  point  fixe  aux  coniques  d'un  faisceau 

homofocal. 

il.  HAKMECNIES. 
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2236.  —  Étant  donnée  l'équation  diffnentifUe 

montrer  que  par  un  changement  de  variable  convenable  on  peut  intégrer  cette  équation  en  la  ramenint  à  une 
équation  linéaire  à  coefficients  constants  avec  second  membre.  Appliquer  à  l'équation 

Axy"  -h  2»/'  -h  r/  =  0. 
Trouver  les  courbes  intégrales  et,  en  particulier,  celle  qui  coupe  l'axe  des  y  nu  point  d'ordonnée  I  et 

dont  lu  tangente  en  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire     —  -  .     Construire  cette  courbe  lorsque  x  varie  de 

—  X      à     -h  X  .     Étudier  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  l'axe  des  X. 

Prenons  une  nouvelle  variable  indépcndanle  :,  liée  à  x  par  la  relation     z  =  '^{x)\     g   devient 
foDclion  de  :  el  nous  avons 

llemplaçons  y',  el  »/*  pai*  ces  valeurs  dans  léqualion  donnée;  nous  obtenons 

Pour  que  celle  équalion  soil  à  coefficienls  constants,  il  faut  el  il  suffit  que  les  coefficienls  de  y"  el  y, 
soienl  des  constantes,  puisque  celui  de  y  esl  éjçal  à  L  On  doit  donc  avoir 

(1)  /■(x)f^(x)  =  .\,  /•(x)"/(x)^-^/"(x)-/(x)  =  B, 

et  il  s'agit  de  montrer  qu'on  peut  déterminer  une  fonction  5.(x)  vérilianl  ces  deux  équations  pour  des 
valeurs  convenables  de  A  el  B, 
De  la  première  nous  lirons 

?'  (X)  =  yfK [f{x)] "* .  et  9"(x)  =  -  ^  x'Â [f{x)]'*f' (x), 

el  en  remplaranl  *  ^x)  et  ^"{x)  par  ces  valeurs  dans  la  seconde  équation  (1),  le  premier  membre  s'annule 
identiquement. 

On    en   conclut  que  si   l'on   fait   le  clianfs'omt'ul  de  variable     z=zo{x),     9(x)  étant  délini  par  la 
rclatiitii 

<p'(x)  =  Cf/'(x)]~», 
('.  étant  une  constante  arbitraire,  l'équation  donnée  se  transforme  en  la  suivante  : 

CV^-+-y-HK(=)  =  0, 
F(:)  désif^nanlce  que  devienl  g{x)  quand  on  y  remplace  x  en  fonction  de  :. 
Application.  —  Considérons  l'équation 

4xy"-h2y'-+-y  =  0. 

Ici /"(x)  esl  égal  a  ix;  nous  aurons     o'(x)  =  r-r=     fen  prenant     C=lK     <•!     ::=^(x)=\'x. 

L'équation  diiïérenlielle  devienl  alors 

y",-^-y  =  {); 
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elle  a  pour  intégrale  générale     i/=:  A  cos:-f- Bsinz,     et  en  remplaçant  z  en  fonction  de  x, 

y  =■  .\  cos  \Jx-\-B  sin  yjx. 
Pour  que  y  prenne  la  Vcileur  1  pour     a?i=0,     il  faut  qu'on  ait     A=l;onaalors 

y  =  cos  \lx  +  B  sin  \/x 


et 


,  sin  Jx  ,   r,  cos  Jx 

■^  2  ^,/x  2  yjx 


Pour    x=:0, Iz-     est  égal  à 

2  va? 
l 
valeur     — ^     pour     x^i),     il  faut  que  B  soit  nul 


1  cos  Jx 

et     -^ — ^      est  infini;  par  suite,  pour  que  y'  ait  la 


2  s/a; 


La  courbe  intégrale  envisagée  a  donc  pour  équation     y  =  cos  \/x. 

La  fonction  cos  V-x  est  définie  et  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  En  effet,  pour  x  négatif,  on 

peut  écrire     \x  =  i\ — x,     l'on  a 


y  =  cos  \Jx  =  ch  \j —  X . 

Quand  a;  croît  de  — x  à  0,  \J — x 
décroît  de  -f-x  à  0,  et  ch  ^ — x  dé- 
croît de  H-  X  à  1.  A  cette  variation 
correspond  la  branche  de  courbe  LA. 

Pour  avoir  la  tangente  au  point  A, 


nous  développons     ch  v^ — x     en  série  entière,   et  nous  avons 


X 


y  =  ch  si—  X  =  i  ~  ^-h 


X 


Ceci  nous  montre  que  la  tangente  a  pour  équation     Y  =  1  —  ^     et  que  la  courbe  est  au-dessus  de 

la  tangente. 

Quand  x  est  positif,  \Jx  varie  dans  le  même  sens  que  x,  et  des  variations  bien  connues  de  cos  y/a? 
nous  déduisons  la  forme  de  la  courbe;  elle  rencontre  Ox  aux  points  A^,  A.,,  A3,  . . .  qui  ont  respoctive- 

^  ■  ,    ....  Aux  points  Bj,  B.>,  B3.   ...  qui  ont  pour  abscisses  t:-, 

(2?:)^  {A-Kf,  ...  la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 

Remarquons  enfin  que  la  courbe  passe  par  le  point  A,  et  qu'elle  y  admet  même  tangente  que  la 
branche  de  courbe  LA  qui  correspond  aux  valeurs  négatives  de  x.  On  a,  en  effet,  en  développant 
cos  \Jx  suivant  les  puissances  de  \lx. 


ment  pour   abscisses  (  ,7  )  ,  1  -^^ 


X         X'' 


y  =  cos,lx=l-^^~-...; 


X 


la  tangente  au  point  A  a  pour  équation     Y  =  1  —  -     et  la  courbe  est  au-dessus  de  la  tangente. 

Étudions  enfin  l'aire  limitée  par  la  courbe  et  l'axe  des  x.  On  est  conduit  à  calculer  les  intégrales 


indéfinies 


1=   /  ch  si —  xdx  et  J=  1  cos\/xdx. 

Pour  la  première,  nous  faisons  le  changement  de  variables 

\l — x^=t,  ou  x=z  —  l-,  dx  =  —  2/f^/, 


et  nous  avons 


I  =  — 2  ftchldt. 
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et  par  suite 


Intégrons  par  parties  en  posant     /  =  u,     ch  t<lt  =z  dr.     i=slW.     nous  avons 

Cl  ch  tdl  =  /  sh  /  —  /  sh  idt=tsht  —  ch  /, 

I  =  —  2(/  slw  —  ch  /)  =  —  2^N  -^  sh  s  ^^  —  ch  ^  ^Txj. 
Pour  calculer  J,  nous  poserons     ^^x^t,     x  =  t^,     dx^'ildt;     alors 

J  =  2  r/cos/rf/  =  2  Msin/—   /  sin /(// 1  =  2(/ sin< -+- cos/;, 

ou  enfin  J  =  2(vxsin  ^ï-h  cossx). 

On  en  déduit,  par  exemple, 


aire  OAA.   =2 


\x  sin  \  0"  -T-  cos 


vS|j'  =  =  -2. 


\x8in  x^r^-cos  v-r    .  ,  ■=.  —  4r, 
aire  A,Bj.\,  =  -h8z, 


aire  A,B,Aj^2 


el,  d'une  manière  générale, 


aire  A„B„A„+,  =(— l)"4«z. 


G.  LACH,  à  Douai. 


Bonnes  sululions  par  MM.  11.  Fahciu.ny,  ii  Juvisy-sur-Orge;  Jolly,  à  ilonfleur;  M.  Hoix,  au  Creusot  ;  L.  Simon,  à 
Fourmies. 


2237.  —  On  comidinr  In  fonction 


([-\-xy—Lx 
y  =  - , 


et  on  di'nunide  : 

l"  D'étiihlii'  une  vt'Uilion  entre  deux  dérivées  consécutives  de  cette  fonction,  y"  et  »/'""",  el  de  cal- 
culer les  trois  premières  dérivées,  y',  y",  y'"  ; 

2"  De  calculer  y  "  ,  en  fonction  de  x; 

3"  I/étudier  les  variations  de  cette  fonction^  y,  rt  de  comparer  la  courbe  qui  la  représente  à  la  droite 
t/  =  X  -f-  2  ;     puis,  de  donner  l'aire  de  cette  courbe,  depuis     j-  =  1 ,    jusqu'à    x  =  e. 

1.  On  peut  écrire  xi/ =  (1 -I- x)»  —  Lx  ; 

prenons   les   dérivées   d'ordre    n    des   deu.\  membres  en  supposant     n'^'.i.     La    dérivée   d'ordre   n 

(Je     (l-4_x)*    est  nulle,  celle  de    — Lx    est    (— 1)" — ~     ' .     «'t  enfin  celle  de  xy  est,  d'après  la 
lormule  de  Leibnitz,     xj/"  -f-  tjy  ""' .     On  a  donc 

Nous  pouvons  écrire  la  suite  des  formules 

xt/r=(l -hx)' — Lx, 

x;/'  -  '   »/  =  2  (  !  -h  x) , 


(l) 


xy"-+-ij/  =^4-p' 
xj/"'  +  3y"=-|, 


XJ/ "' -+- n»/"""  = 


(— l)"(n  — 1)! 
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Pour  calculer  y'  nous  multiplions  les  deux  premières  respectivement  par  1  et     —x,     puis  nous 
les  ajoutons  membre  à  membre,  y  disparaît  et  nous  avons 

(2)  —  xhj'  =  (1  -h  xY  —  Lx  —  2x[l  -h x)  -+-  i  =  —  X'-  —  Lx -h^ 
•et 

x--\-Lx  —  2 

y= — ï^ — 

Pour  avoir  y",  nous  ajoutons  à  l'équation  (2)  la  troisième  du  système  (1),  multipliée  par  |  ,  et 
nous  obtenons 

(3)  ^î/"=:-X^-La.  +  2  +  X^  +  i=:-Lx-f-|, 

d'où 

„       —  2La;  +  5 

y  = — p — 

Nous  aurons  if  en  ajoutant  à  l'équation  (3)  la  quatrième  du  système  (1),  multipliée  par    —  ^; 
«eci  nous  donne 


et 


^*    ///_      T      ,5,1      —QLx~hil 
~V.y  --^^•^2~^3- 6 ' 

6La^-17 

y        x^    ' 

2.  Pour  calculer  ^'"  nous  multiplions  les    n  h-  1     équations  (1)  respectivement  par  1,     —  -r,  -+-  ^  , 
ôj^  •  •  •  ( —  1)""~T'     ^^  nous  ajoutons  membre  à  membre.  Nous  obtenons  ainsi 


a'* 


ou 


en  posant 


( —  IV'n' 


-p2       [        I    nn  2 

3.  La  fonction  y  est  définie  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x.  Sa  dérivée     ?/'  = -^_ 

a  le  signe  de  son  numérateur 

(if{x)  =  x'-+-Lx  —  2. 

1       2x^ -h  1 
Comme     (ii'{x):=2x-h  -  = est  toujours  positif,  la  fonction  cp(x)  est  croissante;  elle  est 

négative  pour  x-=zi,   positive  pour    a:  =  2,    donc  elle  admet  une  seule  racine  a  comprise  entre  1  et  2. 

On  voit  facilement  que  la  valeur  de  a  à  j^  près  est  1,3. 

On  en  conclut  que  t/' est  négatif  pour    x  <  a,     et  positif  pour    x>x 

X 

z 

y 


0 

a 

-f-ao 

— 

-+- 

4-00 

\ 

min. 

/ 

+  05 
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Pour     ./•  =  0.     le  nutnérateur  de  7  est  inlioi  ixjsilif,  le  dénomiiialeur  est  nul,  doue     y^-hx 

Pour    x  =  a,     ij  preud  une  valeur  positive,  car     1^2  =  2  —  i-,     el 

(l-ha)*— La       (l-ha)*  — 2-T-»-       2a« -h  2a  —  1       .,  ^ 

— — —  o,o .  .  . . 

z  a  a 


Fnfin  on  peut  écrire 


i/  =  ar-f-2-+- 


1  — Lj 


quand  x  croit  indéliniinent     a  pour  limite  zéro,  par  suite  y  augmente 

indéfiniment,  el  la  branche  de  courbe  correspondante  est  asymptote  à  la  droite 

Y  =  x^-2. 
I)e  plus,  on  a 


?/-v  = 


1  — Lx 


el  ceci  montre  que,  pour  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  f,  la  courbe  est  au-dessus  de  lasymplole,  el 
pour  les  vai»!ur.s  plus  grandes,  au-dessous.  La  courbe  rencontre  Tasyinplole  au  point 

X  =  e,  y  =  e  -h'i. 

Hemanjuons  enlin  que  la  courbe  admel  un  point  dinilexion  qui  a  pour  abscisse  e*  :=12,IS.  .  .. 
L'aire  demandée  a  pour  valeur 

1       Lx' 


or,  1)11  ;i 


par  suite, 


J'(^^_H24-^-^)rfu=|*-+-2x4-La--l(Lx)«; 


nu 


g»  _i_  A* A 

Henri  JM'IIET,  collège  Cliaplal. 
Bonnes  solutions  par  MM  Rinile  Dion;  G.  Lacii;  Mazkt;  M.  Ilorx;  Toimn. 
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2241.  —  Lr  lira  du  puint  dr  concours  de  deux  normales  reclanyulaires  cl  le  lieu  du  point  de  rnn- 
cours  des  normales  aux  extrémités  de  deux  rayons  vecteurs  centraux  et  rectangulaires,  pour  une  même 
ellipse,  sont  deux  rourhes  fermées  qui  ont  la  même  aire. 

Chacune  d'elles  a  pour  aire  le  double  de  l'aire  de  la  podaire  centrale  de  la  développée  de  l'ellipse. 

Soil  AU  la  corde  qui  joint  les  pieds  de  deux  norcnales  rectangulaires.  .Xppelons  P(»,  P)  le  p«'ile 
langenlii'l  do  celte  droite  et  M(.r,  y)  le  piMe  normal. 

Les  fitrmules  de  Desboves  nous  donnent  les  nombres  x  cl  j/  eu  fonction  des  nombres  a  el  fl  ; 

_       c««(p^  — A») 

_fip(a«  — g») 
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D'autre  part,  le  point  (a,  ,8)  décrit  le  cercle  orthoptique  de  l'ellipse, 

et  nous  pouvons  poser  

a  =  sja-  H-  ô'-^coscp,  p  =  Va''^-l-6''^sins. 

Les  coordonnées  a?  et  y  s'écrivent  alors 

c-  cos  ©     b^  cos"  'f  —  a^  si  n-  9 

X  —    .         — —  • 1 ■ 1 

\jd^  H-  6*    é-  cos^  cp  -h  a^  sin^  o 

casino     //-cos-ci  —  a-sin-o) 

y=^    — —  ■ — ^• 

\jd^~{-b'^    ô'cos-cf- H-a'^sin^a 

La  différentielle  de  l'aire,  centrée  au  point  0,  est 

dk  =  ^  {xdy  —  ydx)  =  |-  rf|  ; 

a?        ^  '  '  X      cos^cp' 

,.  c^        /'6*cos^:p  —  a'^sin-^\^  , 

^^  '*^-2(a-^  +  6-2)U^cos^=p  +  a^sin^cpj  '^?' 

P^^^^^t^'  ^  =  2(a^  +  6^)  jo  Ucos^.  +  a^sin-^^j  ^^■^' 

Pour  le  second  lieu,  la  droite  AB,  qui  joint  les  extrémités  de  deux  rayons  rectangulaires,  enveloppe 

un  cercle  concentrique  à  l'ellipse  et  de  rayon  ;  son  équation  est 

ab  „ 

a?coscp  H-  y  sincû =0, 

et  son  pôle  a  pour  coordonnées 

Les  coordonnées  du  pôle  normal  correspondant  sont  données  par  les  formules  de  Desboves  et  sont 

c'^6  cos y      a^cos^:p  —  ô'-sin-cp 


^  ; 

ttyja^  -hb^    a  ^cos^cp  H-  b-  sin- -^  ' 

__    c^a  si  n  cp      a^  cos-  cp  —  b^  s\  n-  cp 
^~b  yja}  +  62  ■  a^ cos- cp  +  6^  sin^ cp  ' 

La  différentielle  de  l'aire  de  cette  courbe,  centrée  au  point  0,  est 


dk' = ^  {^(iy  —  y^^) = 1^  ^1 = 

a;       6'^  ^"*^'  X      b-  •  cos'^'f  ' 

,., c-         /g-cos^cp  —  ^-sin-cpV-  .    . 

"~2(«^-h6^)la^cos='cpH-6^sin-ï,y     "•*  ' 

par  suite,  l'aire  A'  a  pour  expression 

,_        4c2  r^(a-cos2y  — 6-sin^-^)-  , 

~2(a*-f-6^)  jo  (a-cos^-9  +  6-^sin--^)-    '^' 

et  il  suffit  de  faire  le  changement  de  cp  en     ^  —  ,p     pour  retrouver  l'expression  de  A. 


E.  N.  BAlllSlLiN. 


iM  PHYSIQUE 


IMIVSinUE 


2271.  —  Lti  condensateur  à  lame  d'air  est  formé  de  deux  annatures  planes  parallèles  d'un  mètre 
carré  de  surface,  distantes  d'un  centimètre.  L'influence  des  bords  est  supposée  négliyeable.  On  établit  entre 
les  armatures  une  différence  de  potentiel  de  3  00()  rolls. 

1°  Calculer  la  charge  de  chaque  armature. 

2"  Calculer  en  grammes-poids  la  force  qui  s'exerce  sur  chacune  d'elles. 

3°  Les  armatures  étant  ainsi  chargées  et  maintenues  isolées,  donc  à  charge  constante,  on  les  écarte  de 
façon  à  porter  leur  distance  ù  10"".  Quel  est  le  travail  qu'il  a  fallu  dépenser  et  quelle  est  alors  la  différence 
de  potentiel  qui  existe  entre  les  armatures?  Comparer  ce  travail  à  la  variation  d'énergie  du  condensateur. 

i»  Partant  des  mêmes  conditions  initiales,  on  fait  de  nouveau  varier  la  distance  de  i  à  10"",  mais 
cette  fois  en  maintenant  ronstante  la  différence  de  potentiel  (3  000  volts).  Quel  est  dans  ce  cas  le  travail 
qu'il  faut  dépenser  et  quelle  est  la  charge  à  la  fin  du  déplacement?  Comparer  ce  travail  à  la  variation 
d'énergie  du  condensateur. 

5"  f^es  aivialures  étant  distantes  de  1"",  portées  à  3(100  volts  et  isolées,  on  remplace  l'air  par  un 
diélectrique  de  pouvoir  inducteur  spécifique  égal  à  o.  Que  deviennent  la  différence  de  potentiel  et  les 
forces  d'attraction? 

0"  On  fait  la  même  substitution,  mois  cette  fois  en  maintenant  invariable  la  différence  de  potentiel. 

Qtir  deviennent  alors   les   charges   et   1rs  forces   d'attraction?   Un   volt=:i..rrr   d'unité  électrostatique   de 

différence  de  potentiel. 

{École  nai'ale,  concours  de  1914.) 

I  I>a  charge  de  chaque  armature  se  calcule,  en  unités  électrostatiques,  par  la  formule  0  =  -. —  V. 
Or  .'{(iiH)  volts  représentent  10  unités  électrostatiques,  donc 

^^=\~^^X^^=-~  ^'i^^  franklin8  =  r.  !....„  coulombs  =  2,053  microcoulomhs. 

2"  La  force  qui  sexerce  sur  chaque  armature  se  calcule  par  la  formule  /'=27i(i.-S,  où  ji  désigne 
la  densité  éhictrique.  Or  celte  densité,  en  franklins  par  centimètre  carré,  est  0,71>.")8,  donc 

/■=  2t:  X  077958''  X  10 000  =  39  790  dynes  =  ^^  grammes- poids. 

f=  iOK,:;(i. 

3°  Les  armatures  étant  isolée.»,  |jl  est  constant  ainsi  que  /.  Le  déplacement  est  de  U"",  donc  le 

travail  est 

ir  =  39  790  X  9  =  3.*i«  1 1 0  ergs, 
ou  liicn 

ir  =  O.OiO'K)  X  0,09  =  0.(K)3('..%  en  kilogrammètres. 
La  capacité  du  «nnden.saleur  est  devenue   10  fois  plus  petite;   la  charge  n'ayant  pas  varié,  la 
•iitrérencr  de  potentiel  est  devenue   10  fois  plus  grande,  c'ost-.'i-dire  iOO  unités  électrostatiques  ou 
30000  volts. 

L'énergie  du  condensateur  est  ^^(jV;  O  n'a  pas  changé,  donc  la  variation  d'énergie  est  ^QAV,  c'est- 
a-dirt' 

1 7  958  X  !)0  =  3:i8  1 10  ergs. 

Cesl  préci.sément  le  travail  dépensé  dans  le  déplacement,  résultat  que  l'on  pouvait  prévoir, 
puisque  ce  déplacement  se  faisait  à  charge  constante. 
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4°. Dans  le  second  cas,  la  force  n'est  plus  constante.  On  peut  écrire 

O-        SV'^ 

et  le  travail  de  cette  force  est 


w 


'==XV  =  |^'X'°$  =  ^'(-^)';  =  ^O^'  =  >790  =  358Uergs  =  ^„». 


A  la  fin  du  déplacement,  la  capacité  est  devenue  10  fois  plus  petite,  donc  la  eharge  aussi;  celle 
charge  finale  est  donc  795,8. 

Le  potentiel  n'ayant  pas  changé,  la  variation  d'énergie  est  gVAQ,  c'est-à-dire 
-|vx-^Q  =  -^XlOx^x7  958=:  — 35  811ergs. 

La  variation  d'énergie  est  négative;  le  travail  dépensé  et  l'énergie  perdue  sont  représentés  par 
l'énergie  restituée  aux  sources  d'électricité  qui  maintiennent  le  potentiel  constant. 

5°  Après  l'introduction  du  diélectrique,  la  capacité  se  trouve  multipliée  par  5.  Les  charges  restant 
les  mêmes,  la  difî'érence  de  potentiel  est  devenue  5  fois  plus  petite,  c'est-à-dire  égale  à  600  volls. 

Les  forces  d'attraction  ont  diminué  dans  le  même  rapport  et  sont  devenues  égales  à  88,11. 

6°  Quand  la  différence  de  potentiel  est  maintenue  constante,  les  charges  varient  dans  le  même 
rapport  que  la  capacité;  elles  deviennent  donc  5  fois  plus  grandes. 

D'autre  part,  la  force  d'attraction  varie  proportionnellement  au  carré  de  la  charge  et  en  raison 
inverse  du  pouvoir  inducteur  spécifique;  elle  devient  donc  finalement  5  fois  plus  grande. 

André  MALRAIT,  lycée  de  Marseille. 
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ÉCOLE  CENTRALE 


Concours  de  1920. 

Géométrie  analytique. 

2417.  —  Les  axes,  Ox,  0(/,  étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe  C  ayant  pour  équation  en  coor- 
données polaires,  d'origine  0,  d'axe  polaire  Ox,  

^^a  \'sin20, 
a  étant  une  longueur  donnée. 

1"  Tracer  cette  courbe,  déterminer  les  tangentes  parallèles  aux  axes  Ox  et  0\j,  elles  tangentes  parallèles 
aux  bissectrices  de  ces  axes. 

2"  On  prend  sur  la  courbe  C  un  point  variable  M,  défini  par  l'angle  0.  Trouver  l'équation  cartésienne,  par 
rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  de  la  perpendiculaire  à  OM  menée  par  M.  et  les  coordonnées,  x  et  y,  du  point  où 
cette  perpendiculaire  touche  son  enveloppe  H.  Donner  Téqualion  de  cette  enveloppe  en  coordonnées  carli'-- 
siennes,  et  son  équation  en  coordonnées  polaires.  Tracer  dans  une  même  ligure  l'ensemble  des  courbes  C  el  H. 

N.  n  _  i,es  deux  parties  du  problème  sont  indépendantes. 

Mécanique. 

2418.  —  L  Soient  Oj;  et  Oy  deux  a.xes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  lun,  Oy,  est  vertical  el  a  son  sens 
positif  contraire  à  celui  de  la  pesanteur.  Une  barre  rectiligne  OM,  homogène,  indéformable,  d'épaisseur  négli- 
geable, de  longueur  donnée  /,  el  de  poids  donné  P,  est  assujettie  à  tourner  librement  autour  du  poinl  (i.xe  0, 
origine  des  coordonnées,  en  restant  dans  le  plan  vertical  xOy.  In  point  S  de  ce  plan,  de  coordonnées  positives 
données,  a  et  p.  attire  rextrémlté  M  de  la  barre  proportionnellement  à  la  distance  .MS;  l'attraction  h  l'unité  de 
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dislance  a  pour  valeur  ^',  k  étant  une  longueur  donn«'c.  On  demande  de  calculer  les  coordonnées  du  point  M 

pour  chacune  des  positions  d'équilibre  de  la  barre  OM. 

Il  _  Soient,  Ox,  Oy,  Os,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  l'un,  0:,  est  vertical  et  a  son  sens 
positif  contraire  à  celui  de  la  pesanteur.  La  même  barre  que  précédemment  peut  tourner  librement,  dans  tout 
lehpace.  autour  de  l'origine  fixe  0,  el  son  exlrémit.-  M  est  attirée  propoi tionnellemenl  à  la  dislance  par  trois 
priinls  A.  H.  <■..  donnés  respectivement  sur  Ox,  Oy,  Uî;  pour  chacun  d'eux,  l'attraction  à  l'unité  de  distance  a 

pour  valeur  .'.,  A- étant  une  longueur  donnée     {()Â  —  a>0,     OB=6>0,     OC  =  c>0). 

On  tlemande  de  calculer  les  coordonnées  du  point  M  pour  chacune  des  positions  d't'quilibre  de  la  barre  OM, 
et,  iiour  <  harune  de  ces  positions,  les  composantes  suivant  les  axes  0.r,  Oy,  Or,  de  la  réaction  H  du  point  (ixe  0. 

Trigonométrie,  abjèbre  et  analyse. 
I.  _  2419.  Calculer  l'intégrale  définie 

cosxdx 


Jo  (3  8in«, 


ix-l-4sin  x^- t  »\sinx 
Il   _  2420.  Dans  un  problème  de  physique,  l'inconnue  x  est  la  plus  petite  racine  de  l'équation 

y,  t  et  I  étant  des  qiiantilés  positives  données. 

On  demande  de  calculer  cette  racine  en  fonction  des  données,  et  de  la  développer  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  /.  Calculer  le  terme  général  de  cette  série,  el 
trouver  la  condition  pour  que  cette  série  soit  convergente. 

En  prenant  Xo  =  ^<jt'^  comme  valeur  approchée  de  x,  trouver  le  signe  de  la  différence  x  —  x^,  et  une 
limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  celte  différence. 

Calriil  numérique. 
Au  moyen  de  la  règle  à  calcul,  calculer  : 
1"  les  nombres 


x  =  v'2H-V2i 

y  =  v2-f-x, 

:  =  v2+y 

,_W2 

2^ 

2u 

v=  — . 

.pif  l'on  rencontre  dans  le  calcul  de  -; 

2'  les  antiles  A,  H,  C,  et  les  côtés  a  et  b  d'un  triangle,  sachant  que 

.    A       22  .    B       21                       --.. 

^2'=3Î'  ^2  =.34'             c  =  290, 


A  -h  R  H-  C  =  2  droi  Is.  J*—  =   .\.  =  — -,  • 

sinA      sinM      sin(i 


On  véri liera  que 


A        Ij  _  it-j-  b  —  c 

Rassembler  et  souligner  les  résultats. 

lipurc. 

2421    —  Ni  cadre,  ni  titres,  ni  flèches  (sauf  celle  qui  indique  la  direction  des  rayons  lumineux).  Aucun 
Irait  ne  sera  renforcé. 

Les  plans  de  projection  exislenl  el  sont  opaiiues   sol  et  mur). 

l.a  ligne  do  lerro,  xitoy  (en  noir),  est  le  grand  axe  de  la  feuille;  <•»  en  est  le 
centre. 


(.)«  =  2Sni">,  Oi  =  ftO""". 

*  *i      "'       y  Pans  le  plan  horironlal  de  cote  0  est  un  premier  cercle  de  rayon  60""". 

^'  ,  I)ans  le  plan  de  cote  4"!"""  est  un  deuxième  cercle  de  rayon  S'i"»"". 

Dans  le  plan  de  cote  70"""'  est  un  troisième  cercle  de  rayon  ir»"""». 
Les  centres  de  ces  trois  cercles  sont  sur  la  verticale  (s,  s'). 


:*> 
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Un  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  son  cercle  de  gorge,  qui  est  le  deuxième  cercle,  et  par  un 
parallèle,  qui  est  le  premier  cercle. 

Cet  hyperboloïde,  limité  aux  plans  de  cotes  0  et  45™'",  est  supposé  plein  et  opaque. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  est  défini  par  son  équateur,  qui  est  le  troisième  cercle,  et  par  un  parallèle,  qui 
est  le  deuxième  cercle  ;  il  est  réduit  à  sa  surface  supposée  opaque,  et  est  limité  aux  plans  de  cotes  45mm  et  70""". 

On  demande  les  projections  de  cet  ensemble. 

On  déterminera  ensuite  les  ombres  propres  et  portées,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  la  frontale 
(L,  L');  tous  les  contours  d'ombre  existants,  vus  ou  cachés,  doivent  être  tracés. 

Nota.  —  Le  résultat  seul  à  l'encre  noire  :  lignes  vues  en  traits  pleins,  lignes  cachées  en  points  ronds.  Tout 
le  reste  à  l'encre  rouge. 

Détermination  d'un  point  de  la  courbe  d'ombre  portée  sur  l'hyperboloïde,  et  de  la  tangente  (en  rouge)  en 
ce  point. 

On  mettra  des  hachures  distantes  de  3"^™  environ  sur  les  ombres  vues,  au  crayon,  si  Ion  veut,  mais  avec 
beaucoup  de  soin;  directions  différentes  pour  surfaces  différentes  [pas  de  teintes  de  lavis,  pas  de  liserés  ou 
amorces]. 

Physique. 

I.  —  2422.  On  veut  vérifier,  à  l'aide  du  calorimètre  à  glace  de  Bunsen,  la  valeur  de  là  chaleur  spécifique 
d'un  liquide,  trouvée,  par  une  autre  méthode,  égale  à  0,64.  A  cet  effet,  on  introduit  2*-'  du  liquide  dans  une 
ampoule  de  verre  dont  la  masse  est  également  de  2«,  et  qu'on  scelle  sans  perte  de  matière;  ayant  porté  cette 
ampoule  à  la  température  de  60  degrés,  on  la  laisse  tomber  dans  le  moufle  du  calorimètre  supposé  prêt  pour 
la  mesure. 

1°  Rappeler  la  méthode  de  mesure  des  quantités  de  chaleur  à  l'aide  du  calorimètre  de  Bunsen. 

2°  Décrire  sommairement  cet  appareil  (avec  figure). 

3°  Indiquer  les  opérations  qui  ont  été  nécessaires  pour  mettre  l'appareil  en  état  de  fonctionnement. 

4"  Sachant  que  la  section  circulaire  du  tube  cylindrique  calibré  du  calorimètre  a  un  diamètre  de  1™"', 
calculer  le  déplacement  que  doit  subir  le  ménisque  du  mercure  dans  ce  tube,  quand  on  laisse  tomber  dans  le 
moufle  1  ampoule  à  60  degrés;  quelle  correction  doit-on  apporter  à  la  mesure  expérimentale  du  déplacement, 
effectuée  en  vue  de  la  vérification  du  résultat  du  calcul? 

Densité  de  la  glace  à  0"  :  0,917;  densité  de  l'eau  à  0'^  :  1,000;  chaleur  latente  de  fusion  de  la  glace  : 
79,7  calories;  chaleur  spécifique  du  verre  :  0,200. 

II.  —  2423.  Un  système  optique  centré  est  constitué  par  deux  lentilles  L  et  L',  identiques,  d'épaisseur 
négligeable,  plan-convexes,  de  même  longueur  focale   égale  à  5''"^.   Les  faces  planes  des  deux  lentilles  se  font 

vis-à-vis;  elles  sont  parallèles  et  distantes  l'une  de  l'autre  de  5<'">. 
A  L*  L'k  1°  Trouver  les  foyers  et  les  plans  principaux   du  système  optique 

1 _        _[ ||_  _       constitué  par  les  deux  lentilles;  quelle  est  sa  convergence? 

B< lOcm L---5ca  ^-^  2û  Une  droite  AB,  perpendiculaire  à  l'axe  du  système,  est  placéo  sur 

cet  axe,  à  10'"'  à  gauche  de  la  première  lentille,  L.  Trouver  la  position 
et  la  grandeur  de  l'image  AjBj  fournie  par  les  rayons  issus  de  AB,  et  qui  ont  traversé  directement  tout  le 
système  optique;  tracer  la  marche  réelle  d'un  faisceau  de  rayons  issu  du  point  A  de  l'objet. 

3°  Trouver  les  positions  et  les  grandeurs  de  toutes  les  images  réelles  de  l'objet  AB,  formées  par  les  rayons 
qui,  issus  de  AB,  et  ayant  traversé  la  première  lentille,  L,  subissent  un  certain  nombre  de  réflexions  sur  les 
deux  faces  planes  en  regard,  avant  de  traverser  la  deuxième  lentille,  L'.  Ces  images  réelles,  qu'on  appellera 
a, Si,  a,S,,  ...,  a„!3,i,  ...,  sont  à  distance  finie,  à  droite  de  la  lentille  L'  dans  la  figure.  On  ne  tiendra 
compte,  ni  dans  cette  question,  ni  dans  la  suivante  des  réflexions  possibles  sur  les  faces  sphériques. 

4"  Les  faces  planes  sont  semi-argentées  de  telle  manière  qu'un  faisceau  lumineux  quelconque  X  tombant 
sur  l'une  de  ces  faces  planes  fournisse  un  faisceau  réfléchi  et  un  faisceau  réfracté  ayant  tous  deux  une  inten- 
sité égale  à  la  moitié  de  celle  du  faisceau  X  considéré.  En  admettant  que  les  faces  planes  des  lentilles  peuvent 
être  considérées  comme  étant  de  dimensions  infinies  par  rapport  à  la  section  du  faisceau  incident  issu  de  AB, 
exprimer  par  des  nombres  les  valeurs  relatives  des  quantités  de  lumière  formant  chaque  image  a, 3,,  a./i.,,  etc., 
en  prenant  comme  unité  celle  qui  forme  l'image  A,B,.  Comment  se  transforme  la  loi  numérique  précédente 
si  l'on  tient  compte  des  dimensions  finies  des  lentilles  par  rapport  au  faisceau  incident  issu  de  AB  et  si  l'on 
suppose  que  celui-ci  couvre  toute  la  surface  de  la  première  lentille,  L?  Expliquer  pourquoi,  dans  le  cas  habituel 
où  les  faces  planes  ne  sont  pas  semi-argentées,  les  images  a, p.,,  a.^Sj,  etc.,  sont  prali(iuement  iiivi.sible.s. 

N.  B.  —  Les  considérations  tirées  de  la  marche  des  rayons  aideront  à  la  solution  de  ces  diverses  questions, 
et  les  calculs  seront  courts  si  les  formules  sont  bien  choisies. 


HH  QUESTIONS  PROPOSÉES 


Chimie. 

I.  —  Parmi  les  composés  du  soufre  qui  sont  dans  le  programme,  nous  considérerons  :  l'acide  suirhydriquo. 
l'acidf.'  hyj>osuirureux,  l'anhydride  sulfureux,  l'anhydri-le  sulfurique.  l'acide  sulfurique  On  préparera  chacun 
de  res  corps  à  partir  du  soufre,  soit  directement,  soit  par  l'intermédiaire  des  composés  convenables.  On  ne 
donnera  pour  chacun  des  corps  qu'une  seule  préparation,  choisie  s'il  est  possible  parmi  celles  qui  sont  réellement 
employées  au  laboratoire  ou  dans  l'industrie,  et  sans  insister  sur  les  appareils  mis  en  œuvre. 

II.  —  2424.  /'■'■  opération  :  Une  solution  arsénieuse  (acide  arsénieux  ou  arsénitei,  contenant  i"  d'arsenic, 
est  acidulée  par  l'acide  chlorhydrique.  puis  traitée  par  un  excès  d'acide  sulfhydrique.  Le  précipité  obtenu  pèse 
p,  grammes.  Expliquez  l'opération  et  calculez  /',. 

2'  op'Tation  :  L'ne  solution  arsénieuse  contenant  \^  d'arsenic,  acidulée  par  l'acide  sulfurique,  est  électro- 
lysée.  L'électrolyse  dégage  à  la  cathode  un  certain  composé  gâteux  de  l'arsenic  contenant  tout  l'arsenic  de  la 
solution.  On  fuit  arriver  ce  composé  gazeux  dans  une  solution  d'io<le  sur  laquelle  il  réagit,  et  il  disparait  ainsi 
Pj  grammes  d'iode.  Expliquez  l'opération  et  calculez  pj. 

:i'  operattou  :  La  solution  arsenicale  ainsi  obtenue,  supposée  débarrassée  de  l'iode  en  excès  et  du  composé 
de  l'iode  qui  a  pu  se  former,  est  traitée  par  la  mixture  magnésienne  (CP.Mg.  Cl.AzH',  .AiH').  Un  précipité  se 
forme.  Après  calcination  à  900"  il  pèse  p,  grammes.  Expliquez  l'opération  et  calculez  p,. 

N.  B.  —  On  n'entend  pas  que  vous  donniez  des  détails  sur  les  appareils  et  les  expériences  réalisées,  mais 
seulement  sur  la  théorie  et  les  formules  des  expériences. 
C.hafjue  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 


QUESTIONS    PHO POSEES 


2425.  —  Tour  faire  l'analyse  d'un  sel  de  baryum  correspondant  à  un  acide  du  soufre,  on  fait  d'abord 
l'essai  d'une  eau  de  chlore  avec  une  liqueur  contenant  ,     de  molécule  d'anhvdride  arsénieux    .As»0*<  par  litre. 

Ayant  pris  lO""^  de  cette  liqueur  arsénieuse  colorée  avec  une  goutte  «l'indigo,  on  trouve  qu'il  faut  vei-ser  3"^'' 

deau  de  chlore  pour  décolorer  l'intligo. 

On  prend  «l'autre  part  un  litre  de  la  même  eau  de  chlore  et  on  y  verse  la  dissolulinn  dune  certaine  quan- 
tité du  sel  (le  baryum.  Il  se  produit  un  précipité  pesant  .'$'',5  de  sulfate  de  baryum  <Mi  additionne  de  baryte  l.i 
liijueur  séparée  de  ce  premier  yirécipité.  ce  «|ui  déteiinine  un  second  prt'«i|>ilé  de  nature  idenlique  et  pesant 
10«,5. 

Enfin  on  répète  sur  la  nouvelle  liqueur  l'essai  fait  avec  l'eau  de  chlore  primitive  et  on  trouve  qu'il  en  faut 
verser  li""M  dans  10'"'"'  de  liqueur  arsénieuse  pour  décolorer  l'indigo  ajouté  à  celle-ci. 

Déterminer  la  formule  du  sel  de  baryum. 

11  =  1,  0=1«').  (:l  =  .iri,5,  As  =  75,  Ha-   137. 

c.n.  n. 

2426  —  l'ne  tige  mince  et  légère  AOA'  de  longueur  il  (environ  2  mètres'  porte  à  ses  extrémités  des 
boules  A  et  A'  de  même  masse  m.  Elle  est  suspendue  horizontalement  à  un  long  til  de  torsion  vertical  attaché  en 
son  milieu  U.  Légèrement  écartée  de  sa  position  dé«juilibre,  elle  exécute  de  part  et  d'autre  de  celte  position 
des  oscillations  simples  dont  la  durée  est  de  7  minutes. 

Sur  la  circonférence  horizontale  de  rayon  O.V,  on  dispose  ensuite  deux  grosses  boules  de  jtlomb  diamétra- 
lement opposées.  Cet  (',';  les  distances  AC  et  A'C,  comptées  entre  les  centres  des  boules,  sont  égales  h  SI*"", 
et  on  peut  confondre  les  arcs  et  les  cordes.  Les  boules  A  et  \'  se  rapprochent  des  boules  C  et  C  el  la  ligi' 
oscille  autour  d'une  nouvelle  position  d'équilibre  MM'  telle  que  les  distances  MC.  el  B'C  ne  soient  plus  que  de  20*"'. 

Cniruler  la  durée  des  nouvelles  oscillations. 

Cii.  R. 


Le  Réilactnirderant  :  H.  VIIMEMT. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


ECOLE    NORMALE    SUPÉRIEURE   ET   BOURSES   DE  LICENCE 

Concours   de    1914. 


Groupe  I. 

2258.  —  On  donne  entre  les  deux  nombres  complexes  z  et  Z  la  relation 
{i)  z«  +  Z2  — i  =  0 

dont  on  profose  de  faire  l'étude.  Dans  ce  buty  on  pose 

(^'  S  7 "y t'y 

les  variables  x,  y,  X,  Y  étant  essentiellement  réelles.  On  considère  dans  un  plan  (p)  deux  axes  rectangu- 
laires ox,  oy  et  on  représente  z  par  le  point  m  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y  ;  de  même,  dans  un  autre 
plan  (P),  on  considère  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY  et  on  représente  Z  par  le  point  M  de  coor- 
données X,  Y,  La  relation  (1)  peut  alors  être  regardée  comme  établissant  une  correspondance  entre  m  et  M  ; 
si  dans  cette  relation  (1)  07i  remplace  z  et  Z  par  les  expressions  (2)  et  si  l'on  égale  à  zéro  séparément  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  i,  on  obtient  deux  équations  réelles  entre  x,  y,  X,  Y,  qui  définissent  aussi 
cette  correspondance. 

i°  Le  point  m  étant  donné,  combien  y  a-t-il  de  positions  pour  le  point  W!  Le  résultat  obtenu  comporte- 
t-il  des  exceptions?  Soit  Mj  l'un  des  points  M  qui  correspondent  à  un  point  donné  m;  si  un  point  m'  tend 
vers  m,  l'un  des  points  M'  qui  correspondent  à  m'  tend  vers  Mjj  on  exprimera  ce  fait  en  disant  que  la 
correspondance  entre  m  et  M  est  continue. 

2°  Le  point  m  décrivant  une  courbe  (c),  les  points  correspondants  M  décrivent  des  courbes  dont  l'en- 
semble sera  désigné  par  (C)  ;  07i  demande  de  construire  (C)  lorsque  (c)  est  une  droite  parallèle  à  l'un  des 
axes.  On  désignera  par  (A)  les  courbes  (C)  qui  correspondent  aux  droites  x^a  et  par  (B)  les  courbes  (C) 
qui  correspondent  aux  droites  y  =  b  et  Von  étudiera  les  formes  des  courbes  (A)  et  (B)  suivant  les  diverses 
valeurs  des  constantes  réelles  a  et  b;  on  vérifiera  que  la  continuité  définie  au  i°  a  bien  lieu. 

3"  Démontrer  que  les  courbes  (A)  et  (B)  se  coupent  à  angle  droit  en  l'un  quelconque  de  leurs  points 
d^  intersection. 

4°  Étant  donnés  un  point  m  et  l'un  des  points  correspondants  M,  aux  diverses  courbes  {c) passant  par  m 
correspondent  des  courbes  (C)  passant  par  M.  Etant  donnés  les  coordonnées  de  m  et  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente  à  une  courbe  (c),  calculer  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  (C)  correspon- 
dante; montrer  que  l'angle  de  deux  courbes  (C)  est  égal  à  l'angle  des  courbes  correspondantes  (c).  Existe-t-il 
des  positions  très  particulières  du  point  m  pour  lesquelles  cette  égalité  des  angles  ti'a  pas  lieu  et  que  se 
produit-il  alors? 
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5»  On  donne  dans  le  plan  {p]  un  rectangle  effjh  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  et  Fon  désigne 
par  E  celui  des  points  correspondants  à  e  dont  l'ordonnée  Y  est  positive.  On  considère  un  point  m  coïn- 
cidant d'abord  avec  e  et  décrivant  ensuite  d^une  manière  continue  le  contour  du  rectangle  efgh:  quel  est  le 
chemin  continu  décrit  dans  le  plan  (P)  par  le  point  correspondant  M,  supposé  coïncidant  d'abord  at^ec  E? 

On  étudiera  les  cas  suivants  :    a)  les  côtés  du  rectangle   ont  pour  équations    0"==^,     x  =  2;     î/=l, 

t/=2;     P)  /c  côté    y  =  2     est  remplacé  par     y  =  —  2;     f)  de  plus,  le  côté    x::=-^     est  remplacé  par 

j.-— u.     /,e  point  e  sera  dans  tous  les  cas  le  sommet  du  rectangle  dont  l'abscisse  et  l'ordonnée  sont  les 

plus  iirnndes.  Peut-on,  de  l'étude  de  ces  cas  particuliers,  déduire  une  règle  générale  permettant  de  recon- 
naître dans  quels  cas  le  contour  qui  coiTespond  au  contour  du  rectangle  donné  efgh  est  un  contour  ouvert 
ou  fermé?  On  supposera  que  les  côtés  du  rectangle  donné  ne  passent  pas  par  les  points  exceptionnels 
signnlis  à  lu  fin  du  A". 

0"  Peut-il  arriver  <]ui',  la  courbe  (c)  étant  une  conique,  ta  courbe  correspondante  (C)  soit  aussi  une 
conique?  Indiquer  des  cas  assez  généraux  oii  il  en  est  ainsi,  sans  s'astreindre  à  démontrer  rigoureusement 
que  l'on  obtient  tous  les  cas  possibles. 

1°  TanlOl  nous  supposerons  les   deux  plans  (p)  et  (P)  distincts,  tantôt  nous  les  supposerons 

confondus.  Cela  ne  peut  présenter  aucun  inconvénient. 

La  relation  donnée  nous  permet  de  calculer  Z  de  plusieurs  façons 
({uand  :  est  donné.  Elle  peut  d'abord  s'écrire  Z-  =  1  —  :*,  et  montre  que  Z 
s'obtient  par  l'extraction  d'une  racine  carrée  d'imaginaire.  Le  nombre  Z  a 
donc,  pour  chaque  valeur  de  :,  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  : 
il  y  a  deux  points  M,  M  et  M',  symétriques  par  rapport  au  point  0,  qui  corres- 
pondent h  chaque  point  m  du  plan  {/)). 

Remplaçons  maintenant  dans  la  relation  donnée  :  par    x  -+- 1;/     et  Z  par 
X  4-  lY,     annulons  la  partie  réelle  et  la  partie  imaKÏnaire  séparément  ;  nous  aurons 

X»--Y»-hx«— y»  — 1=0, 
XY-f-a-j/  =  0; 

ces  deux  éfiuations  définissent  la  transformation.  Supposons  le  point  m  donné,  c'est-à-dire  les  deux 
nombres  réels  x  et  ;/  donnés;  alors  les  deux  équations  représentent  deux  hyperboles  équilaléres 
avant  pour  centre  commun  l'origine  des  coordonnées;  les  cordes  communes  qui  passent  en  ce  point 
ont  pour  é(|uation  quadratique 

xi/(X»-Y')-(x^-î/^-l)XY  =  0; 

Y 

c'est  une  équation  du  second  degré  en  ^,  qui  admet  une  racine  positive,  m,  et  une  racine  négative,  m'; 

une  seule  des  droites  Y  =  mX,  Y  =  m'X  est  donc  dans  l'angle  des  axes  où  se  trouve  l'hyper- 
bole XY  =  —  xj/;  elle  rencontre  cette  hyperbole  en  deux  points  réels,  symétriques  par  rapport 
au  point  o,  et  cela  nous  montre  encore  qu'il  y  a  deux  points  M  qui  correspondent  à  chaque 
point  m. 

Enliii,  écrivons  Z*  ainsi  : 

Z*  =  -(:'-l)  =  ^-l)(:-lM:-+-i;; 

le  nombre     :  —  l     est  représenté  par  le  vecteur  .\m  ;  le  nombre     î  -h  1,     par  le  vecteur  A'm;  les  deux 
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points  A  et  A'  sont  les  deux  points  de  ox  qui  représentent  les  nombres    -+-1     et 
AM  =  r,     (Aa?,  Am)  =  ô,     et,  de  même,     A'w  =  r',     (A'a?,  A'm)  =  0' ;     nous  aurons 

z  —  1  =  r(cos6-hi  sin6),  z-4-1  =  r'(cos6' -h  i  sinO'), 

et  Z^  =  rr'[cos(fJ  -f-  6'  h-  tt)  h-  i  sin (6  -h  0'  -h  -k)]. 

Le  nombre  Z  a  donc  deux  valeurs  qui  sont  données  par  la  formule 


1.     Posons  alors 


slrP    cos 


kii 


i  sm 


■  t: 


-)J- 


\ 


dans  laquelle  k  prend  les  deux  valeurs  0  et  1.  Pour  construire  ces  deux  points,  nous  remarquons  que 
la  bissectrice   intérieure    de    l'angle   AmÂ',    parcourue  de  ox  vers  le  point  m,  fait   avec  ox  l'angle 

6    I    fi' 

— ^ — ;     il  suffit  donc  de  faire  tourner  cette  direction  d'un  angle  droit  autour  du  point  o  et  de  porter 

sur  la  droite  ainsi  obtenue  de  part  et  d'autre  du  point  o,  deux  longueurs  oM  et  oM'  égales  à  sjrF- 

Ceci  montre  que  la  droite  MM'  traverse  les  angles  des  axes  dont  aucun  ne  contient  le  point  m, 
résultat  évident  d'ailleurs  par  la  seconde  méthode  de  détermination,  qui  nous  a  fait  voir  que  les  points 
M  et  M'  sont  sur  l'hyperbole  équilatère  XY  =  —  xy,  dont  aucune  branche  n'est  évidemment  dans 
l'angle  des  axes  qui  contient  le  point  [x,  y). 

Ce  dernier  mode  de  calcul  de  Z  met  bien  encore  en  relief  la  continuité  de  la  transformation  : 
il  est  clair  que  si  r,  r',  6  et  0'  varient  d'une  manière  continue,  le  nombre  Z  varie  aussi  d'une  manière 
continue.  Les  deux  relations  réelles  entre  X,  Y,  x  et  y,  mettent  aussi  ce  fait  en  relief  d'une  façon  claire. 

2°  Quand  le  point  m  décrit  une  courbe  (c)  d'équation  f{x,  y)  =  0,  le  point  M  décrit  une  courbe 
correspondante  (C)  dont  l'équation  s'obtient  en  éliminant  x  et  y  entre  l'équation  f{x,  y)=0  et  les 
deux  équations  de  transformation. 

Prenons  par  exemple,  pour  (c),  la  droite     x  =  a;     les  deux  équations  qui  relient  les  coordonnées 

des  points  M  et  m  s'écrivent 

X^  —  \'--ha^  —  i  —  ]j-  =  0, 
XY-hay  =  0; 

il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  y  entre  elles  pour  avoir  la  courbe  (A)  qui 
correspond  à  la  droite     x^a.     Celte  courbe  a  pour  équation 

A  =  X^Y^  —  a'  (X-^  —  Y-^)  —  a2  (a^  —  1)  =  0. 

Nous  voyons  qu'elle  est  du  quatrième  degré,  qu'elle  a  deux  asym- 
ptotes parallèles  à  oX,  Y  =  ±a,  qu'elle  rencontre  oX,  si  |  n  |  est  plus 
petit  que  1,  et  oY  si  |a(  est  plus  grand  que  1.  Il  y  a  donc  deux  types 
de  courbes  A  représentées  par  les  figures  ci-contre  et  une  courbe  inter- 
médiaire, qui  correspond  au  cas  de  |a|^l;  celle-ci  a  un  point  double 
à  l'origine  et  les  tangentes  en  ce  point  sont  les  bissectrices  de  l'angle 
des  axes.  Il  est  permis  d'ailleurs  de  supposer  a  positif,  puisque  a*  inter- 
vient seul. 

Prenons  maintenant  pour  ligne  (c)  la  droite  y  =  b;  les  équations 
de  transformation  deviennent 

X2  _  Y^  -i-x'-  —  l  —  b^-  =  0, 

\Y-hbx  =  0] 

\a\  =  i-  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  x  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  la 

courbe  (B)  qui  correspond  à  la  droite    y  =  b.    Ce  calcul  donne 

B  =  \'V-hb\\^—Y')  —  b'{[-h  b')  =  0. 


\a\ 

<1. 

Y 

— -"-^               "^ 

-^-^ 

0 

X 

-a 
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Comme  la  courbe  (A),  celle  courbe  esl  du  quatrième  ordre  el  est  symétrique  par  rapport  aux 
deux  axes;  elle  a  celle  fois  deux  asymptotes  parallèles  à  oY,  les  droites  X  =  ±^;  elle  a  deux  sommets 
réels  situés  sur  oX,  ayant  pour  abscisses    ±n  l  H-*S     et  situés  au  delà  des  deux  asymptotes.  Toutes 

cos  courbes  (B),  quand  é  varie,  ont  des  formes  seml)lal)les.  indiquées  par  la  figure 
Y  I  -A 

ci-dossous. 

3°  Pour  vérifier  que  ces  deux  systèmes  de  lignes  sont  orthogonales,  il 
suffit  d  écrire  qu'en  un  point  commun  (X,  Y),  les  tangentes  sont  rectangulaires. 
Ceci  donne 

(XY'  —  a'X  )  (X Y^  -h  6»X )  H-  (X*Y  -h  a»Y)  (X»Y  —  *«Y)  =  0, 
X»(  Y^  —  a')  ( Y-^  -f-  6«)  -h  Y» (X»  -h  a»)  (X»  —  A»)  =  0 ; 

finalement  ceci  s'écrit 

\i\t{\i  ^  Y»)  —  a*6»(X«  -h  Y')  =  0. 
Enlevons  le  facteur    X'-i-Y*,     il  reste 

X«Y*  — a«6î  =  0, 
relation  qui  esl  vérifiée,  puisque  le  point  (X.  Y),  qui  correspond  au  point    a,  b)  esl  sur  l'hyperbole 

équilalère     XY  =  —  ah. 

D'ailleurs  la  relation  que  nous  venons  de  trouver  dérive  très  simplement  des  équations  A  el  B  :  il 
suffit  de  diviser  la  première  par  a',  la  seconde,  par  b-,  et  de  les  ajouter;  nous  trouvons  ainsi 

ce  qui  donne,  après  multiplication  par  «*A*  el  division  par     «'  +  6*, 

X»Y*  —  a»**  =  0. 
4^  Diilérenlions  la  relation  donnée;  nous  aurons 

(X  -h  JY)  {d\  H-  id\)  -+-  (a-  -^  iy)  [dx  H-  idy)  =  0. 

Cette  équalion  se  décompose  en  deux  : 

XrfX  —  Y  (/Y  -^  xdx  —  y  du  =  0, 
XrfY  -h  YrfX  -+-  xdy  -t-  ydx  =  0, 
<nii  proviennent  tout  aussi  bien  de  la  diiïéreiitialion  des  deux  équations  do  transformation.  Nous  dédui- 
sons de  lii,  par  division, 

\d\  ■+-  \d\ xdy  -h  i/(/j: 


(/Y 


\d\  -^(IS  ~  xdx  —  1/ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  (c)  esl     ^=tgM;     celui  de  la  courbe  correspondante  (G) 
=  IkU.     Posons  alors     ^  =  lga,     j^  =  lg.\;     nous  aurons 


ol  ceci  nous  donn< 


Ig U  -4-  tg  A  tgu-f-  Igo 

1  —  tgC  Ig  A  ~  1  —  Ig u  Iga ' 

lg(U-hA)  =  tg(u-^a). 
V  ■+  A  =  tt-|-a-f-  kit, 
U  — u  =  Cle. 
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Ceci  montre  bien  que  l'angle  de  deux,  courbes  (C)  qui  passent  au  point  (X,  Y)  est  égal  à  l'angle  de 
deux  courbes  (c)  qui  passent  au  point  [x,  y). 

La  propriété  de  deux  courbes  A  et  B  d'être  orthogonales  dérive  de  là. 

Pour  calculer  le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  (C),  ainsi  qu'il  est  denaandé,  il  suffit  de  tirer  tgU 
de  l'équation  précédente. 

Pour  voir  s'il  y  a  des  points  exceptionnels,  il  suffit  de  revenir  à  l'équation  initiale 

XrfY  +  YrfX      _  xdy  -h  ydx 
\dX  —  Yd\      ~xdx  —  ydy' 

on  voit  de  suite  qu'elle  n'a  plus  de  sens  quand  X  et  Y  sont  nuls,  ou  quand  x  ei  y  sont  nuls. 

Bornons-nous  à  étudier  le  cas  où  X  et  Y  sont  nuls;  ceci  est  suffisant,  parce  que  la  transformation 
est  réversible.  D'après  les  formules  de  transformation,  pour  que  X  et  Y  soient  nuls,  il  faut  et  il  suffit 
que  a?  =  ±l,  ^  =  0;  cest-à-dire  que  le  point  m  vienne  en  l'un  des  deux  points  critiques,  A  et  A'. 
Lorsque  m  tend  vers  A,  6'  tend  vers  0  et  6  représente  à  la  limite  l'angle  que  la  courbe  (c)  (qui  passe  au 
point  A)  fait  avec  ox;  l'angle  correspondant  de  OM,  qui  esl,  à  la  limite,  l'angle  de  la  tangente  à  la 


courbe  (C)  avec  ox,  est  donné  par    w  = 
variations  de  0  :  nous  avons    doy 


■  TT 


ou      (o^ 


■  -K 


71  ;     ses  variations  sont  les  moitiés  des 


rfô. 

c>    1 


2         ""     '"  2 

par  conséquent,  l'angle  des  deux  tangentes  à  deux  courbes 

(C)  est  la  moitié  de  l'angle  des  tangentes  aux  courbes  (c)   correspondantes.   Même    chose   pour  le 
point  A'. 

5°  Quand  le  point  m  parcourt  un  contour  fermé,  tel  que  les  deux  points  A  et  A'  restent  en  dehors, 

la  somme  algébrique  des  variations  de  6  et  de  0'  est  nulle;  la  somme  des  variations  de     w  = ^ - 

ou     ^ I-t:    est  aussi  nulle;  le  point  M  revient  finalement  au  point  de  départ,  il  décrit  un 

contour  fermé. 

Si  le  contour  décrit  par  le  point  ?n  est  fermé  et  enveloppe  un  seul  des  points  A  ou  A',  l'angle  a> 
augmente  de  -k  (nous  supposons  le  contour  parcouru  dans  le  sens  direct)  et  le  point  M  arrive  finalement 
à  la  position  M',  symétrique  de  M  par  rapport  au  point  o.  Le  contour  décrit  par  le  point  M  n'est  pas 
fermé. 

Il  est  aisé  de  poursuivre  ces  observations  si  le  contour  décrit  par  le  point  m  entoure  une  fois  chacun 
des  points  A   et  A',   w  augmente  de  St:,   et  le  contour  décrit  par  le  point  M  est  fermé.  Et  ainsi 

de  suite. 

Figurons  alors  le  rectangle  efgh  dont  les  côtés  ont  pour 

1 

abscisses    x  =  ^,     x^'2,,     et,  pour  ordonnées, 


î/  =  l, 


y  =  2. 


Traçons  aussi  les  deux  courbes  A  et  les  deux  courbes  B 
qui  correspondent  à  ces  droites,  et  prenons  pour  point  E  le 
point  de  rencontre  des  deux  courbes  A^,  B^,  qui  est  dans  le 
second  angle  des  axes.  Quand  le  point  m  parcourt  le  côté  ef, 
le  point  M  tourne  autour  de  o  dans  le  sens  direct  et  décrit 
l'arc  EF  de  la  courbe  B^. 

Il  est  facile  d'achever  et  de  voir  que  le  point  M  parcourt  le  quadrilatère  curviligne  EFGH,  quand  le 
point  m  parcourt  le  rectangle  efgh. 

Dans  le  second  cas,  le  rectangle  efgh  entoure  le  point  A,  et  le  contour  EFGHE'  est  ouvert  et  se 
termine  au  point  E',  symétrique  de  E  par  rapport  au  point  0. 
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Dans  le  troisième  cas,  le  contour  est  ferme  de  nouveau.  Voici  la  figure  relative  à  ce  cas  : 

6°  D'après  les  formules  de  transformation,  il  est  évident  que  si 
le  point  m  décrit  l'hyperbole  équilalère 

x*-rf  =  k. 

le  point  M  décrit  l'hyperbole  équilalère 

X*  — Y^=l— A-; 

que,   de  m(^me,   quand  le    point   m  décrit    l'hyperbole   équilatère 
xy  =  k,     le  point  M  décrit  l'hyperbole  équilalère     XY  ^  —  k. 

Voilà  deux  cas  déjà  où  à  une  conique  (c)  correspond  une 
conique  (C).  Il  en  est  de  même  encore  quand  le  point  m  décrit  une 
hyperbole  é(juilalère  quelconque  ayant  son  centre  au  poinl  0;  car, 
une  pareille  hyperbole  a  pour  équation 

et  admet  pour   transformée  X*  —  Y*  —  1-i-"aXY  =  —  [/.. 

Il  existe  encore  un  cas  intéressant  que  nous  devons  signaler  :  c'est  le  cas  où  le  point  m  décrit  une 
ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  A';  la  bissectrice  intérieure  des  rayons  A»i  et  A'm  est  alors  la 
normale  à  cette  ellipse;  le  rayon  oM.  qui  lui  est  perpendiculaire,  est  porté  par  le  diamètre  conjugué  du 
rayon  om,  et,  comme  le  carré  de  la  longueur  de  ce  demi-diamètre  conjugué  est  égal  à  rr\  nous  voyons 
que  le  point  M  décrit  la  même  ellipse  que  le  point  m;  le  point  M  est  une  extrémité  du  diamètre 

conjugué  de  om. 

C.  R.,  zone  des  Armées,  22  février  1915. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Fourmies;  \.  Malrait,  élève  au  lycée  de  Marseille. 
Assez  bonne  solution  :  M.  J.  Delà»,  lycée  Camol. 


2259.  —  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  construire  la 
courbe  représentée  paramétriqueinenl  par  les  équations 

(1)  x*  =  l-Hacos/,  j/«=l-f-asin/, 

où.  a  désiijne  une  quantité  donnée  et  t  une  variohle. 

Déterminer  les  points  de  contact  de  la  courbe  précédente  avec  les  tangentes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  et  avec  les  tangentes  issues  de  l'origine;  indiquer  les  lieux  géométriques  de  ces  points  quand  a 
varie. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (1)  lorsque  a  varie. 

Les  fonctions  x»=  1 -f-acos/,  j/*=l-hasinr 

sont  périodiques  et  ont  pour  période  commune  Sr:  il  suffit  donc  de  faire  varier  t  dans  un  intervalle 
dVlendue  2i:.  Or,  si  nous  changeons  t  en     I  — ^     -r'  et  y*  s'échangent  lun  dans  l'autre  ;  la  courbe 

est  symétrique  par  rapport  aux  deux  bissectrices  de  l'angle  des  axes;  comme  elle  est  aussi  symétrique 

par  rapport  aux  deux  axes,  il  suffira  de  construire  une  moitié  de  la  portion  qui  est  dans  le  premier 

-       5-  t: 

angle  des  axes.  Cette  moitié  s'obtient  en  faisant  varier  '  de  |  à  -^-:  car  alors     ^  — t    varie  en  sens 

inverse   de   ^   ii    —  ' J     et    les   deux  valeurs  associées  de   t  décrivent  ainsi  un  intervalle  continu 


d'étendue  2r,  rinlcrvalle     (  — X'      t  ) 
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Dans  ces  conditions,  les  valeurs  acceptables  pour  x^  et  y^  sont  les  valeurs  positives.  Posons 
alors  a;^  =  X,  y^  =  Y  et  voyons  le  lieu  décrit  par  le  point  (X,  Y)  associé  au  point  (a?,  y);  ce  lieu 
est  le  cercle 


X  =  l  H-a  cos/, 


Y  =:  1  -h  a  sin  t. 


{\-if^{Y-iy-  =  a^- 


c'est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  (l,l)i  et  pour  rayon  a.  Les  seuls  points  de  ce  cercle  qui 

sont  à    garder  sont  ceux  qui  ont  des  coordonnées  positives,  c'est-à-dire  qui 
sont  situés  dans  le  premier  angle  des  axes. 

Plusieurs  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  a  est  plus  petit  que  1,  égal 
à  1,  compris  entre  1  et  v/2,  égal  à  ^2  ou  plus  grand  que  \/2- 

Quand  a  est  plus  petit  que  1,  le  cercle  tout  entier  est  dans  le  premier 
angle   des  axes,    tous   ses  points   ont  leurs  coordonnées  positives  et  sont 

bons    Quand  t  varie  de  t     X'  ^®  point  du  cercle  parcourt  la  demi-circonfé- 

renc  (  ABCD  tout  entière,  et  le  point  {x,  y)  parcourt  la  moitié  d'un  ovale  placé 
d'une  façon  semblable.  La  courbe  se  compose  de  quatre  ovales  placés  comme  l'indique  la  figure  1. 
Les  points  A',  B',  C,  D'  correspondent  aux  points  A,  B,  C,  D. 

Quand  a  est  égal  à  1,  le  cercle  auxiliaire  est  tangent  aux  axes  de  coordonnées,  tous  ses  points 
sont  encore  bons;    mais   c'est  un  'cas    intermédiaire,  et  la  courbe  se   décompose  en  deux  ellipses 

comme  le  montre  facilement  léquation 

(x2  — l)2-h(y2  — l)-2  — 1  =  0, 

qui  peut  s'écrire 

X* -f- y*  —  2x-2  —  2y2 -4- 1  =  0  ; 

car    si    nous    ajoutons   et   si   nous  retranchons  2x^y^,  nous 
obtenons 

(a;2  -I-  yS  _  1)2  _  <ixhf  =  0, 

qui  se  décompose  en 


x^ 


r 


xy  s/2  —  1  =  0 

et  x^  -+-y^  —  xysl^—i=  0. 

Ces  équations  représentent  deux  ellipses  symétriques  par 
Fig-  1-  rapport  aux  deux  bissectrices  (fig.  2). 

Quand  a  est  compris  entre  1  et  ^2»  le  cercle  auxiliaire  coupe  les  deux  axes.  De  la  demi-circon- 
férence analogue  à  ABCD,  un  arc  doit  être  enlevé,  celui  qui  passe  à  gauche  de  Oy;  les  deux  arcs 
restants  sont  bons.  Le  premier  part  du  point  situé  sur  la  première  bissectrice  et  va  jusqu'à  Oy;  le 
point  correspondant  décrit  l'arc  A'B'H'  (fig.  3),  qui  devra  être  complété  par  symétrie.  Le  second  arc 
utile,  qui  se  termine  au  point  D,  donne  l'arc  K'D',  qui  est  te  huitième  d'un  ovale,  se  complétant  par 
symétrie.  La  courbe  totale  ici  se  co  mpose  de  deux  courbes  fermées,  intérieures  l'une  à  l'autre. 

Quand  a  atteint  la  valeur  v/2,  le  cercle  auxiliaire  passe  à  l'origine;  l'ovale  intérieur  devient  nul  et 
disparaît;  il  ne  reste  plus  que  la  courbe  extérieure,  qui  conserve  d'ailleurs  ses  sinuosités  (fig.  4). 

Quand  a  est  plus  grand  que  \l^,  le  cercle  ne  passe  plus  à  l'origine,  même  algébriquement;  mais 
la  forme  demeure  la  même  et  ne  change  plus  (fig.  5). 

En  prenant  les  dérivées  de  x^  et  de  y^  il  est  facile  de  vérifier  que  les  tangentes  aux  points  situés 
sur  les  bissectrices  sont  perpendiculaires  à  ces  bissectrices,  que  les  tangentes  aux  points  situés  sur  les 
droites    x  =  ±:i     sont  horizontales  et  que  les  tangentes  aux  points  situés  sur  les  droites    y  =  ±l 


256 


ÉCOLE   NORMALE    SLPÉHIKLHL:    ET    BOL  RSES    DE    LICENCE 


sont  parallèles  à  0//.  La  discussion  directe  de  chacune  des  fonctions  x  et  y  pourrait  d'ailleurs  se  faire 
sans  diflicullé;  mais  il  est  plus  commode  de  s.-  servir  du  cercle  auxiliaire,  qui  montre  nettement  les 

y* 


FiK.  2. 


Fig.  3. 


inlervallos  utiles  et  qui  donne  le  sens  des  variations  de  X  et  de  Y,  et,  par  suite,  de  x  et  de  y,  puisque 
ces  deux  nombres  sont  les  déterminations  positives  de  ^^  et  sT. 

Les  lieux  géométriques  des  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  sont  les  axes  eux- 
mêmes  et  les  droites     x  =  ±l,     J/  =  ±l. 

Pour  avoir  le  lieu  des  points  où  les  tangentes  vont  passer  à  l'origine,  il  faut  écrire  que      ^  =  ^, 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


ou    xy'  —  yx'  =  0.     Ceci  se  remplace  par     1)^^  =  0;     or   dO^Y  est  égal  à  2^  D^,   et.  en  écartant 


le  cas  où  ^  est  nul,  c'est-à-dire  l'axe  des  x,  il  rcsl.-     I)'^  =  0.     D'autre  pari,  nous  avons 


l'y  y 1  -^  g  si  n  / 

\x/        1  -ha  cos/  ' 

p/yV __acos/(l  -hacos/)-ha8in/(l  -f-flsin<). 
A-r/  (l  -hacosrj*  ' 
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liai 


le  numérateur,  annulé,  donne 


a  H-  cos  ^  H-  sin  <  =  0, 
a  =  —  sin^  —  cos^ 


et  les  coordonnées  des  points  du  lieu  sont 


x^:=  1  —  cos-/  —  cost  sin/  =  sini  (s\nl  —  cos/), 
y^=  1  —  sin^t  —  sin/cos/  =  cos /(cos/  —  sin/); 


sin/       cos/ 


1 


=  ,     et  nous  aurons  l'équation  du  lieu  en  portant  ces  valeurs 


nous  en  déduisons  

x^       —  y'      v^*  H-  y* 

de  sin/  et  cost  dans  l'une  des  deux  équations,  la  première,  par  exemple.  Ce  calcul  donne 

X-  =  x^  ' "^—^ 


ou 


a;* -h  y*  ' 

x^-hy''  —  x^  —  y'^  =  0. 

Cette  courbe  est  l'homolhétique  de  l'une  des  courbes  du  système,  de  celle  qui  correspond  à  la 
valeur     a  =  \j2,     obtenue  en  faisant  passer  le  cercle  auxiliaire  à  l'origine  (fig.  4). 

Restent  à  trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  toutes  ces  courbes.  Leur  équation  cartésienne  est 

(^2  _  1)2  ^  (^2  _  1)2  _  ^2  __  0, 

et  leur  équation  différentielle  commune 

x{x^ —  i) dx  -\-  y  (y'^  —  l)rfy  =  0; 

1 

remplaçons-y  jf'  par ,,     nous  aurons  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales, 


qui  s'écrit 

nous  pouvons  écrire  aussi 

ou 

en  posant 

Le  premier  membre  s'écrit 


x{x'-l)y'-y{y^--l)  =  0, 

ilx        dy 

x{x'-Y)-y{y^-\y 

xdx       ydy 

x^x'-i)-y^y'-i)' 


du 


dv 


w(w  —  1)       v{v  —  1)  ' 

u  =■  x^,  V  =  y^. 

dv.         du 


et  son  intégrale  est     L 


finalement, 


u  —  1 
u 


u  —  1  M    ' 

;     nous  avons  donc 


u       1 

nV          1 

=  L 

C 

u 

V 

x'  —  i_çy''  —  i 


x^  y 

Telle  est  l'équation  générale  des  trajectoires  orthogonales. 


L.  SIMON,  à  Fourmies. 
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ÉCOLE  POLYTECIIMOUE 


Concours  de  1920. 

Mathématiques  (/**  composition). 

I.  —  2427.  1"  Calculer  la  valeur    m  =  ^{x^)    qu'il  faut  attribuer  à  la  constante  m  pour  que  la  dérivée  d» 
la  fonction 


«"=(^-^)'' 


s'annule  pour    x  =  x^.     Construire  la  courbe  qui  représente  la  fonction  ç(x). 

2°  Quelle  est,  suivant  les  diverses  valeurs  de  m,  la  forme  de  la  courbe  qui  représente  la  fonction  fix)^ 

II.  —  2428.   On  consid>Me  la  suite  des  nombres    S,  =  1,  S„  S„  ...  S„,  ...     définie  par  la  formule  de 
récurrence 

où  On  est  le  terme  général  d'une  série  donnée,  i  termes  positifs, 

(A)  a, -i-aj  +  ai-4- ...  a„4- 

1°  Di'nionlrer  l'inégalité 

Sn  +  I  <C  Sn  -f-  -T-; 

en  conclure  que  S„  tend  vers  une  limite  pour  n  infini,  si  la  série  (A)  est  convergente. 

2°  La  série  (A)  est-elle,  réciproquement,  convergente  si  S„  tend  vers  une  limite  pour  n  inlîni? 

(Durée  :  4  A.) 

Math/inatiquet  (2*  composition^^. 

2429.  —  On  considère  la  transformation  géométrique  suivante  :  Étant  donnée  une  origine  G,  on  dira  qu'un 
point, M  est  homologue  d'un  point  M,  si  M  et  M'  sont  sur  une  même  droite  pa.ssant  par  l'origine  et  si  leurs 

rayons  vecteurs    p  =  (jM,     f.'  =  ï5H'    satisfont  à  la  relation      -,  =  --!--,     où  a  est  une  longueur  donnée.  On 

observera  qu'un  point  ,M  a  deux  homologues  M',  la  définition  pn-cédente  laissant  arbitraire  le  sens  positif  sur 
la  droite  OM.  Le  lieu  dos  Immologues  des  points  iliine  ligne  L  ou  d'une  surface  S  s'appellera  la  ligne  homologue 
de  L  ou  la  surface  homoloiruc  de  S. 

1"  Quelle  est  la  ligne  homologue  d'un  cercle  passant  à  l'origine?  La  construire  dans  le  cas  où  le  rayon  de 

ce  cercle  est  -r' 

2"  Soit  C  la  courbe  ainsi  tracée  et  C  le  cercle  donné  de  rayon  r .  Chaque  point  M  de  C  est  homologue  d'un 

seul  point  M  de   C.   Calculer  l'aire  balayée  par  le  segment   de  droite  MM',  lorsque  M'  décrit  entièrement  la 

courbe  C. 

3"  Dénionlr» T  que  la  tangente  MT  en  M  à  une  courbe  plane  L  est  rencontrée  par  la  tangente  en  M  ,  homo- 
logue tie  .M,  à  la  couibf  h(im(>li>gup  L',  en  un  point  qui  no  dépend  pas  do  la  longueur  a.  Comment  peut-on 
déterminer  ce  point  sur  la  droite  MT? 

Comment  se  généralise  cette  propriété  lorsque  la  courbe  L  est  une  courbe  gauche? 

4"  En   s'.ippuyant  sur  le  résultat  précédent,  on  montrora,  sans  calcul,    qu'une  propriété  analogue  a  lieu 
pour  les  plans  tangents  à  une  surface  S  et  à  la  suiTaco  homologue  S';  ot  qu'il  en  résulte  que  la  normale  en  M 
à  S'  reste  tangente  à  une  courbe  plane  E,  lorsqu'on  donne  à  a  différentes  valeurs,  en  laissant  fixes  la  surface  S 
et  le  point  M  qui  a  M'  pour  homologue.  Quelle  e.sl  la  courbe  E? 

5"  Quelle  est  la  surface  engendrée  par  E  lorsijue,  M  restant  fixe  sur  une  courbe  doumc  L,  la  .««uiface  S 

varie  on  passant  constamment  par  cette  courbe? 

'  (Durée  :  4  h.) 
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Épure. 

/  2430.  —  Un  cylindre  de  révolution,  de  ")''"i  de  rayon,  a  pour  axe  la  droite  horizontale 

-r     dont  les  projections  sont  X   et  X'.   Un  hyperboloïde  de  révolution  réglé  a  pour  axe  la 

droite  (Y,  Y')  rencontrant  la  droite  (X,  X')  au  point  (0,  0').  Une  de  ses  génératrices  est  la 
verticale  projetée  horizontalement  au  point  C  de  X,  à  S»™  à  gauche  de  la  droite  00'. 
/  On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  au  cylindre  et  à 

y^       riiyperboloïde. 
\/^  Pour  la  mise  en  place,  on  se  conformera  aux  indications  du  croquis  :  00'  est  dirigé 

/^OX.  suivant  le  grand  axe  de  la  feuille;  le  point  0,  à  G""»  au-dessous  du  centre;  le   point  0' 

C  \        à  11'='"  au-dessus. 

{Durée  :  i  h.) 
Calcul. 

Résoudre  l'équation     2,6593  cos  x  -\-  9,7612  sin  x  =  5,0347. 

Exprimer  le  résultat  en  secondes  d'heure    (27:  =  400  grades  =  360°  =  24  heures). 

(Tables  de  log.  à  5  décimales.) 

{Durée  :  1  h.) 

Physique. 

I.  —  Exposer  les  propriétés  d'une  lentille  simple  épaisse  envisagée  comme  un  système  optique  centré  dont 
les  milieux  extrêmes  sont  identiques.  Centre  optique.  Points  nodaux.  Points  principaux.  Aberrations  sphé- 
riques  et  chromatiques. 

II.  —  2431.  Un  serpentin,  immergé  dans  un  calorimètre,  communique  avec  une  étuve  maintenue  à  une 
température  constante  T  =  60'^.  La  température  initiale  Oo  du  calorimètre  étant  chaque  fois  15",  on  fait  suc- 
cessivement les  cinq  expériences  suivantes  (a,  b,  c,  d,  e). 

Le  calorimètre  est  d'abord  préservé  contre  le  rayonnement  et  ne  reçoit  de  chaleur  par  conductibilité  que 
de  l'étuve  seulement. 

a)  De  ce  fait,  le  serpentin  n'étant  parcouru  par  aucun  fluide,  le  calorimètre  s'échauffe  d'un  degré  dans 
le  temps    t  =  2  heures. 

6)  Dans  le  serpentin  on  fait  circuler,  avec  un  débit  constant  de  m  =  2"^  à  l'heure,  un  courant  d'eau  sortant 
de  l'étuve  à  T^,  puis  du  calorimètre  à  la  température  variable  6  de  celui-ci.  L'échauffement  de  1°  est  alors 
obtenu  dans  le  temps    x'  =  5  minutes. 

c)  On  fait  circuler  dans  le  serpentin  un  courant  d'hydrogène  avec  un  débit  constant  de  V  :=  600'  à  l'heure 
(mesurés  à  15°  et  à  la  pression  de  760°^™  de  mercure). 

d)  Le  dispositif  préservant  le  calorimètre  contre  le  rayonnement  étant  supprimé,  et  la  température  de  la 
salle  d'expérience  étant  t^io'\  le  même  courant  d'hydi'ogène  finit  par  élever  le  calorimètre  à  la  tempéra- 
ture d'équilibre     6j  =  19". 

e)  On  fait  la  même  expérience  en  supprimant  le  courant  d'hydrogène. 
On  demande  de  calculer  : 

1°  La  capacité  calorifique  M  du  calorimètre; 

2»  Le  temps  x  nécessaire  pour  échauffer  le  calorimètre  de  1"  dans  l'expérience  (c)  ; 

3"  La  température  finale  d'équilibre  6,  du  calorimètre  dans  Texpérience  (e). 

Pour  les  quantités  de  chaleur  rayonnées  par  le  calorimètre  vers  la  salle  et  reçues  par  lui  de  l'étuve,  on 
admettra  qu'elles  sont  proportionnelles  aux  excès  de  température  correspondants. 

En  ce  qui  concerne   l'hydrogène,  on   admettra   que  sa  masse  est  de  08,09  par  litre  dans  les  conditions 

\ 
normales,  sa  chaleur  spécifique  3,4,  son  coefficient  de  dilatation  ^^rô- 

{Durée  :  3  h.) 
Chimie. 

I.  Oxyde  de  carbone  :  préparation,  propriétés,  composition. 

II.  —  2432.  Déterminer  la  composition  centésimale  d'un  mélange  gazeux  d'acide  chlorhydrique,  acide 
bromhydrique,  acide  sulfhydrique  et  azote,  en  s'appuyant  sur  les  faits  expérimentaux  suivants  : 

a)  On  maintient  100»™'  du  mélange  en  présence  de  fer  chauffé  au  rouge  jusqu'à  ce  qu'on  n'observe  plus 
de  variation  de  volume.  Le  résidu  occupe  un  volume  de  80«™3. 

b)  Ce  résidu  de  80"'"'',  introduit  dans  un  eudiomètre  à  mercure  avec  une  petite  quantité  d'acide  sulfurique, 
est  soumis  à  des  étincelles  électriques  jusqu'à  ce  que  le  volume  devienne  invariable.  Le  nouveau  résidu 
gazeux  occupe' un  volume  de  12"""^;  il  est  incombustible. 
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c)  Le  ftii-  aittirt';  par  la  première  opération  est  traité  par  de  l'eau.  La  solution  ainsi  obtenue  est  filtrée, 
puis  additionnée  d'un  peu  dacide  azotique  et  d  un  excès  d'azotate  d'argent.  Il  se  forme  un  précipité  qui 
pèseO«,285. 

Volume  moléculaire  des  gaz  :  22', 32. 

Poids  atomiques  :     H  =  l;     Cl=35,5;     Br  =  80;     S  =  32;     Az  =  14  ;     0  =  16;     Fe  =  56;     Ag  =  108. 

N.  B.  —  Tous  les  volumes  gazeux  sont  supposés  mesurés  dans  les  conditions  normales  de  température  et 

de  pression. 

(Durée  :  3  h.) 

♦ 
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IX(>LE   CENTH.VLE 
Cojicours  définitif  de  1914. 


2274.  —  Étant  donnés  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Oj/,  construire  le  lieu  du  point 
M  dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  axes,  sont  données  par  les  formules 

—    ^'  -t-  3/  —  2  _  f»  —  f  -i-  2 

^""2(f»  — 3<H-2)'  ^~t*-ht  —  i' 

où  t  est  une  variable  arbitraire.  Construction  des  points  et  tangentes  remarquables  d  des  asymptotes.  Faire 
la  figure  en  prenant  à  volonté  l'unité  de  longueur,  indiquer  par  des  flèches  le  sens  dans  lequel  la  courbe  est 
parcourue  par  le  point  M,  lorsque  t  croit. 

a:  s'annule  pour     t^ —   ~  ^ —     et  devient  inlini  pour     <  =  1     et     t=z'2;     «/  ne  s'annule  pas  et 

z 

devient  infini  pour     t  =  l     et     /  =  —  2;     les  dérivées  sont 

'__       M3/— 4) 

^  ~    (r— 1)»(<-  2)»' 

qui  change  de  signe  en  s'annulant  pour    /  =  ()    et     t  =  r.,     et 

2?(f-4) 

y  ~(/— i)»(f-h2)»' 

qui  change  de  signe  en  s'annulant  pour    <  =  0    et     /  =  -4.     Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en 
un  point  est  donné  par  la  formule 

„,_y'_     3(<-4)«-2)« 

j'"~       (3f  — 4)(r-h2)«* 

Lo  dérivée 

64«-i)(<-2)(f-3) 

"~  (3f  — 4)'(f-t-2)' 

change  de  signe  pour     t=\,     /^±2,     val(>urs  pour  lesquelles  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini,  ol  pour 
t=i',\,     qui  correspond  à  un  point  d'inflexion  à  ilistance  finie,  le  point      x  =  4,     !/  =  «.     le  coefficient 

angulaire  de  la  tangente  étant     m  =  t^=  . 
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Les  variations  de  a;  et  y  sont  indiquées  dans  le  tableau  ci-dessous 


X' 


X 


VÏ7 


—  2 


0 


X 


0 


—  3  H-  Vl7 


4 
3 


0 


1 

2 
décr. 

0 

décr. 

1 

■~6 

décr. 

m  =  — , 
croît 
0 

-4-00 


00 

croît 


-j{max.) 


00 


déc. 

—  00 


-h  00 

déc. 

13 

6 

décr. 

1 

2 


y 


0 


0 


1 

croit 


VÎ7 


2 
croît 

-t-x 


X 

croît 


—  i{max.) 
déc. 

1  — v/n 


2 
déc. 

00 


-f-oc 

déc. 

H 
o 

déc. 


déc 

7 


croît 
1 


Le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  : 

1°  pour     t  =  —  2;     la  courbe  est  asymptote  à  la  droite    x  =  - 

2°  pour     <  =  2;     la  courbe  est  asymptote  à  la  droite    y=^i', 
3°  pour     t^i;     x  ely  devenant  infinis,  prenons  le  rapport 

y_2(f  — 2)(<^— <-h2) 
x~(<-i-2)(/^-f-3<  — 2)* 

ô^     puis  la  différence 


1 
6' 


dont  la  limite  pour    t  =  i     est    c  = 


f2  _  /  _f_  2         1    <2  H-  3«  —  2 


y       ^^  —  (f  _  1)  (<  H-  2)  "^  3  (<  —  1)  (f  —  2)  —  3  (<  —  2)  (/  -t-  2)  ' 


dont  la  limite  est    rf  =  — ^;     la  courbe  est  asymptote  à  la  droite     y-^^^-^-g=^    et  la  différence 


20      32(f— 1)(<H-1) 
9  —  9         /2  _  4 
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s'annule  pour    /  =  !,     en  passant  du  positif  au  nt}gatif.  La  courbe  est  donc  au-dessus  de  l'asymptote 
pour  les  valeurs  de  /  un  peu  inférieures  à  1  et  au-dessous  pour  les  valeurs  de  /  un  peu  supérieures  à  1. 
S  s'annule  encore  pour    t  =  —  1  ;     la  courbe  traverse  son  asymptote  au  point 


1 


— 9 


3'      y 

Pour     ^  =  3,     la  tangente  est  parallèle  à  O7  (maximum  de  x);  pour     t  =  \,     la  tangente  est 
parallèle  à  Ox  (minimum  de  y).  Enfin,  pour     r  =  U,     x  passe  par  un  minimum,  7  par  un  maximum. 


X' 


la  courbe  présente  un  point  de  rebroussement  :     x  =  —  ^,     y  =  — L     La  tangente  en  ce  point  a  pour 

coefficient  angulaire     —2;     il  y  a  lieu  d'étudier  l;i  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  la  tangente. 
Il  suffit  pour  cela  d'étudier  le  signe  de  l'expression 

Pour     /  =  0,     cette  expression  passe  du  négatif  au  positif;  la  courbe,  d'abord  au-dessous  de  sa 
tangente,  passe  au-dessus  et  on  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce. 

P.   L. 


2275.    —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rertangulaires  Oj,  Oj/,  0:  et  on  considère  la  courbe  (G) 
lieu  d'un  point  M  dont  les  coordonnées,  par  rapport  à  ces  axes,  sont  données  par  les  formules 


x=za  cosO, 


y  =  a  sinO, 


ad 

2  • 


0  étant,  en  radians,  un  anijlc  arbitrairement  variable  et  a  une  longueur  positive  donnée  à  volonté.  (M 
prendra  seulement  l'arc  AH  de  (G)  obtenu  en  faisant  croître  0  de  0  à  r.. 

Le  point  M  est  considéré  comme  un  point  matériel,  supposé  non  pesant,  assujetti  à  rester  sur  (G)  et 
qui  est  soumis  à  l'action  d'une  force  dont  les  composantes  suivant  Ox,  Oy,  0:  sont  données,  en  fonction 
des  coordonnées  de  M,  par  les  formules  \  =  y,  Y  =  x,  Z  =  — a  {a  est  la  même  longueur  gue  plus 
haut). 

1°  Dans  l'hgpothhe  où  il  n'y  a  pas  de  frottement  de  M  sur  (G),  trouver  sur  Carc  AB  de  (G)  les  positions 
d'équilibre  de.  M  et,  pour  chacune  d'elles,  reconnaître  si  l'équilibre  est  stable  ou  inst'ible. 
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2"  Dans  l'hypothèse  où  il  y  a  un  frottement  de  M  sur  (G),  le  coefficient  de  frottement  étant  donné  égal 
à  5 ,  trouver  les  portions  de  Varc  AB  sur  lesquelles  le  point  M  est  en  équilibre. 

Nota.  —  Ces  deux  dernières  questions  peuvent  être  traitées  séparément  dans  un  ordre  quelconque. 
Faire  une  figure  pour  chacune  d^ elles. 


ds         ds 


Calculons  la  composante  langentielle  de  la  force  qui  agit  sur  le  point  M  : 

Or,  X  =  y^asinO,  Y  =  a::=acos6,  7=  —  a, 

dx —  2sine  d^ 2cos6  rfz 1  . 

ds~       sj^      '  ds~    v'3    '  ds~^' 

donc  a(2cos26-l)^ 

v'5 
1°  Il  n'y  a  pas  frottement  de  M  sur  (G);  la  condition  d'équilibre  est    Ft  =  0    et,  par  conséquent, 
dou     ^  =  7r     et     6^ 


cos26  =  2  =  coSg, 


■K 


g     ^. „  ,     puisque  6  ne  varie  qu'entre  0  et  iz. 

Pour    ô  =  g  ,     Ft  s'annule  en  passant  du  positif  au  négatif;  donc  la  position  d'équilibre  est  stable; 

c'est  le  contraire  pour    9^-^     et  la  position  d'équilibre  est  instable. 

2°  Dans  le  cas  où  il  y  a  frottement,  il  faut  pour  qu'il  y  ait  équilibre  que  le  rapport  de  la  composante 
tangentielle  de  la  force  à  la  composante  normale  soit  inférieur  ou  au  plus  égal  au  coefficient  de  frottement. 

On  doit  donc  avoir 


F^<i(F^_FÎ), 


9 


ou 

c'est-à-dire 

inégalité  qui  revient  à 


lOF^  <  F% 

(2  COS26  — 1)2^1; 

4cos26(l  — cos26)>0 
ou  enfin     cos2G^0,     20  variant  entre  0  et  2?:,  il  faudra  prendre 


O<20< 


2' 


TT 


^<2e<27r, 


La  courbe  G  est  une  hélice  circulaire  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  a;  son  pas 
est  -KO.  Les  points  G  et  D  sont  les  positions  d'équilibre  quand  il  n'y  a  pas  de  frottement;  dans  le  cas  du 
frottement,  il  y  a  équilibre  sur  la  portion  de  courbe  AE  contenant  le  point  G  et  sur  la  portion  FB,  con- 
tenant le  point  D.  __»_____  P-  ^• 

2276.   —  Soit  ABC  un  triangle  dans  lequel  on  désigne  les  côtés  AB  et  AC  par  c  et  b  et  l'angle  BAC 
par  A;  on  mène  par  C,  dans  le  plan  du  triangle  et  du  même  côté  que  A  par  rapport  à  BC, 
une  droite  CD  perpendiculaire  à  BC  et  de  longueur  égale  à  BC,  puis  on  tire  la  droite  AD. 
1°  Évaluer  AD  en  fonction  des  côtés  b  et  c  et  de  l'angle  A,  et  étudier  la  variation  de 
celte  longueur  AD  quand  l'angle  A  varie  de  0  à  t.,  les  longueurs  des  côtés  b  et  c  restant 
constantes. 

2°   Connaissant  les   longueurs  des  côtés  b  et  c,  déterminer  l'angle  A  de  façon  que  la 
longueur  AD  soit  égale  à  une  longueur  donnée  m.  Indiquer  dans  quels  cas  ce  problème  est 
possible  et  combien  il  a  de  solutions. 


264 


ÉCOLE   CENTRALE 


3°  En  supposant     h  =  c,     (li-tprminpr  l'angle  A  de  faron  que  le  rapport 


AC^-hAD- 

CD* 


soit  égal  à  un 


nombre  donné  k.  Indiquer  dans  quels  cas  ce  problème  est  possible  et  combien  il  a  de  solutions. 


1°  On  a  dans  le  triangle  ADC,  en  remarquant  que     ACD  =  ^  —  C, 

ÂD*  =  n*~r-  //-  —  '2ab  sin  C  ; 
a*  =  6*  -i-  r^  —  24c  cos  A , 


(l'autre  pari, 


!sinC  =  -8inA. 
a 


On  en  déduit 


AU'  =  2*2  -h  c-  —  2Ar(cosA  -f-  sin  A)  =26--+-  c-  —  26c  v/2  sin^A  -+-  j  V 
A  variant  de  0  à  r,     A-f-J^     variera  de  ^  à  ^  et  ÂD^'ariera  en  sens  contraire  de     sin^A-+-|j, 
comme  l'indique  le  tableau  ci-dessous  : 


A 

A 

t; 

0 

4 

t: 

Tt 

4 

2 

t: 

or 
4 

sinf  A-h 

0 

AD- 

v/2 
2 

2^2  -f-  c»  —  26c 

croit 

décroit 

1 

26» 

-hc»  — 26cx2    [min.) 

décroit 

croit 

2 

26*  -+-  c*  -h  26c. 

2"  De  ce  tableau,  il  résulte  immédiatement  que  : 
si     m»<26»-hc*  —  26c  ^2,     il  n'existe  pas  de  valeur  de  l'angle  A  (entre  0  et  u]  telle  que     AD  =  m; 

si     26* -h  c»  —  26c  ^  <  m*  <  26*  H- c»  —  26c,      il  existe  di-ux  pareilles  valeurs  (lune  entre   0  et    "  et 

l'autre  entre  "  et  ^,  ); 

si    26*4-c'-  —  26c  <  m»  <  26* -4- c* -h  26c,     il  existe  une  seule  valeur  de  A  telle  que     AD  =  m    (com- 
prise filtre  ij  et  r  J  ; 

si    26^  -h  c*  -h  26c  <  ï/j*,     pas  de  valeur  de  A. 

Pour  caleuler  l'angle  A,  il  suffira  de  résoudre  l'équation 


d'oii 


m»  =  26*  -h  c»  —  26c  s  2  sin  ^ A  -4-  ^  V 
26*  -h  c»  —  m» 


.     /.        it\       26M 

sin(  A-f-  -  I  = 

\         à)  2 


6rv/2 


La  discussion  de  ce  résultat  donnerait  les  mômes  conclusions.  Si  Ton  préfère  procéder  autrement, 

A 

on  remplacera  sin  A  et  cosA  par  leurs  expressions  en  fonction  de      tg^:=/,      et  on  sera  ramené  à 

l'équation 

(26«  +  c«  -t-  26c  —  m*)  t»  —  46f  /  -+-  (26*  -H  c*  —  26c  —  m*)  =  0, 

il(»nl  I;»  discussion  se  fera  par  les  procédés  ordinaires. 
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3°  Supposons  maintenant    h=zc.    En  écrivant  que  est  égal  à  A,  on  obtient  l'équation 

CD' 


2  —  cosA  —  sinA 


ou  encore 


1  —  cosA 
1  —  sinA 


^k. 


1  —  cosA 


=  k  —  i. 


(A  A\^  A  . 

cos^  — sin-^j  ,     1  —  cosA  =  2sin2-;     cette  équation  peut  s  écrire 


cotg^-iy  =  2(/c-l); 
elle  n'admet  de  racines  que  pour     A;>1,     savoir 

cotg|  =  l±V2(A-l). 
La  plus  grande  racine  est  toujours  positive  et  convient;  la  plus  petite  ne  conviendra  que  si 

v/2(A-— 1)  <  1,  d'où 

Donc,  pour     A  <  1,     0  solution;  pour     l<A<â,     deux  solutions  et  enfin  pour     ^<f<,     une 

solution,  celle  qui  correspond  à  la  plus  grande  valeur  de     cotg^- 

P.  L. 


/       3 


2277.  —  Calculer  au  moyen  de  la  règle  à  calcul 
1°  Les  onze  premiers  termes 


de  la  série  qui  a  pour  terme  général 


""V      "^5       •    •    •  >      "il 


M« 


v/26  300 


"      (20n  +  293)Vï20n-+-32' 
2°  Les  plus  petits  angles  positifs  ayant  respectivement  pour  tangentes  les  onze  premiers  termes 

'l5     *2'      ■  •  •  1     'il 

de  la  série  qui  a  pour  terme  général 

1°  Après  simplification  de  u„,  qui  devient 


/20n  +  22 
"  263 

V263 


(4n  +  39)  v/5n  +  8 


u. 


_  j/^es^  _    \f%Ô3        0,430  _ 
63v/Ï3~6,3v/Î3~   6,3 


0,0713, 


u  -  im  -  Aïï=  -  ^^  =  0,0370, 
'      67^18      6,7  Vl8        6,7 


i263^_y2^^0^^ 
71v/23      7,lv/23         7,1 


M, 


75v/28      7,3^28        7,5 
__  >fM  _  yJWM   _  0,282  _ 


79v'33       7,9v/33        7,9 


=  ^^1^^  =  0,0337, 


83^38      8,3v/38        8,3 


_^^^i2^^  0^/^0,0284, 

'      87v/43      8,7  V43        8,7 

^  _i!l^^,i55L  =  0:^^0,0257, 
'      91v48      9,W48        9,1 


^_V263^^iMl=.0i^  =  0,0234, 
"      93v^i      9,5^33        9,3 

_i263^^i2;^^0^  =  0  0213, 
"'~99V58      9,9^38        9,9 


M 


/263  v/2;63    _  0,204  _ 


_y2bd^  _  _Vz^oo^  _  ^^ifi::!  _  0,0 198. 


"      103  v/63       10,3  s/63      10,  3 
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2»  Posons    lgx  =  t;     les  résultats  sont  les  suivants 


'•=V  ^«.'3 =»•«««• 

/m 


a-,  =  21  43'; 
jr,=  2o°50'; 
jr,=  2y''10'; 
ar,  =  31-55'; 
rXj  =  34ol5'; 
a,=  36  15'; 


''  =  \/^;-3  =  ^'"«*' 

/IH  2 

'•=V5ur3 ="■"■"• 


x,  =  38''3'; 
x,  =  39»40'; 
x,=  ilMO'; 
x,„  =  42o30'; 


x„  =  43''50'. 


V.  L. 


2279.  —  Uti  rayon  monochromatique  pénètre  dans  une  sphère  homogène  transparente  et^  apri^s  avoir 
suhi  p  réflexions,  il  émerge  dans  la  direction  H. 
1"  Calculer  la  déviation  à  du  rayon  \i. 

2"  Montrer  que  cette  déviation  passe  par  un  minimum  ou  un  maximum; 
3"  Calculer  le  cosinus  de  l'angle  d'incidence  correspondant; 

à"  Calculer  1  correspondant  pour     p  =  i     et     »=:*; 

«5 

5°  Montrer  que  A  passe  par  un  minimum  si  n  est  plus  grand  que  Funité. 

1"  Désignons  par  t  l'angle  d'incidence,  par  >•  l'angle  de  réfraction.  A  l'entrée  et  à  la  sortie,  le  rayon 
considéré  tourno  de     i  —  r;     à  chaque  réflexion,  il  tourne  de     r  —  ûr.     Donc  on  a 

A  =  2(j  —  r)  4- f)(«  —  2r)  =  p,r  -h  2i  —  2(p 4-  l)r. 
2°  Prenons  la  dérivée  par  rapport  ai: 


Or  on  a 


^  =  2-2(p+,)*. 


sin  I  =  n  sinr. 


d'où 


dr 


Kemplaçons       par  sa  valeur 


c/A 


cosi=:  n  cosr 


cost 


dr 

Ti- 


^  =  2-2(»4-l)-^^^^^. 
«ï  ^'^         'ncosr 

Il  y  a  un  maximum  ou  un  minimum  si  celle  dérivée  peut  s'annuler,  c'esl-à-dire  si  Ion  peul  avoir 
cosi  I  ,. 

»cosr~p-t-r     °****'®'*'  en  remplaçant  cosi  et  cosr  en  fonction  de  sin», 


^ 


1  —  sin^i t 

M*— sin*i       f»H-  1  ' 


«»  —  8in*t  =  (p  -h  1)^(1  —  sin^i), 


8in«i(p«-4-2p)  =  (p-+-ir-n«,  9in»,  =  (^±^l:^', 

solution  réelle  si  l'on  a    n  >  1     cl    n  <  ;>  h-  1 . 
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3°  Supposons  la  solution  réelle  : 

cos^i  =  l  —  sin*i=: 


4°  Pour    p  =  l,     l'expression  générale  de  à  devient 

A  =  Ti  +  2i  —  4r 
et  la  valeur  de  i  annulant  la  dérivée  est  donnée  par 

„.        n'  —  i        U;  16  — 9        7  ■       nsno 

cos^t  =  — ^ — :=^—L.^ —  ~27 — ~27'  cos  1  =  0,509. 

5°  Pour    p  =  i,     on  a 


rf^_2_4  .  /i  — sin'i 
di       "         V  n^  —  sin^i 


d^ 


Pour    i  =  0,     -j^  =  2 ,     expression  négative  si  Ton  a     n<2;     dans   ce  cas,   la  déviation 

commence  par  décroître. 

Pour  î=5,  "w"  =  ^'  valeur  positive,  donc  la  déviation  finit  par  augmenter.  Elle  est  donc 
passée  par  un  minimum. 


2280.  —  a)  Un  volume  gazeux  V  de  l'un  des  oxydes  de  l'azote,  que  nous  désignerons  par  A,  est  traité 
par  une  spirale  de  fer  rendue  incandescente  par  un  courant  électrique.  Le  fer  absorbe  l'oxygène  et  subit 
une  augmentation  de  masse  de  1^,6.  L'azote  restant  occupe  le  volume  V. 

b)  On  prend  de  nouveau  un  volume  V  du  composé  A,  et  on  le  fait  arriver  dans  du  peroxyde  d'azote 
liquide,  refroidi,  incolore  dans  ces  conditions.  Le  peroxyde  d'azote  absorbe  A  en  formant  un  autre  oxyde 
de  l'azote,  et  le  liquide  devient  bleu.  L'augmentation  de  masse  du  liquide  est  de  3k. 

c)  L>ans  ce  liquide,  maintenu  encore  à  basse  température,  on  fait  arriver  un  volume  V"  d'oxygène 
jusqu'à  cessation  d'absorption,  La  nouvelle  augmentation  de  masse  est  de  le, 6  et  le  liquide  est  redevenu 
incolore  comme  au  début. 

On   demande  : 

1°  Quel  est  le  composé  qui  a  été  désigné  par  A  ; 
2°  Quels  sont,  à  0°  et  16"^,  les  valeurs  de  V,  V,  V"; 

3°  Quel  est  le  composé  formé  dans  l'opération  b;  quelles  sont  ses  propriétés; 

4°  Quel  est  le  composé  formé  dans  l'opération  c.  Que  savez-vous  sur  sa  densité  de  vapeur  à  différentes 
températures  et  à  différentes  pressions? 

1°   D'après  le  résultat  de  l'opération  a,  le  volume  V  du  co  mposé  considéré  contient  lt',6  d'oxygène, 

1 

c'est-à-dire  jtt  d'atome. 
10 

D'après  le  résultat  de  l'opération  b,  ce  même  volume  V  re  présente  une  masse  totale  de  'M  et 

contient,  par  conséquent,  une  masse  d'azote  égale  à    3  —  1,6  =  1,4,     c'est-à-dire  j^  d'atome. 

La  formule  du  composé  est  donc  AzO;  c'est  le  bioxyde  d'azote,  caractérisé  d'ailleurs  par  la  réac- 
tion b,  où  il  s'unit  au  peroxyde  d'azote  pour  former  de  l'anhydride  azoteux  bleu. 

2°  Le  bioxyde  d'azote  employé  représente  ^^  de  molécule,  donc     V:=2',24. 

Il  contient  la  moitié  de  son  volume  d'azote,  donc     V  =  l',12. 

Le  volume  V"  d'oxygène  représente  18,6,  c'est-à-dire  j^  d'atome,  donc     V"=l',12.     D'ailleurs, 
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puisque  cet  oxygèno  a  eu  pour  effet  de  transformer  finalement  le  bioxyde  d'azote  primitif  en  pero- 
xyde AzO-,  il  représente  bien  un  nombre  d'atomes  égal  au  nombre  des  molécules  du  bioxyde. 

3°  Le  bioxyde  et  le  peroxyde  s'unissent  dans  If  s  proportions  AzO -4- AzO-  pour  former  l'anhy- 
dride azoteux  Az*0';  on  a  donc  produit  J^  de  molécule  de  ce  corps. 

4"  Les  propriétés  de  l'anhydride  azoteux  et  celles  du  peroxyde  sont  décrites  dans  les  cours. 
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ÉCOLE   NAVALE 
Concours  de  1916. 


Algèbre,  analyse  tt  trigonométrie. 
I.  —  2433    1"  Ktudier  les  variations  de  la  fonction 

/'(x)=î|;^_2L(H-x); 

L  désigna   le  lof,'arillime  népérien.  Trouvt-r  sa  pai  lie  principale  (ou  valeur  principale),  l'infiniraent  petit  prin- 
cipal étant  X.  Limite  de    (x  -h  1)  ^Ix)    quand  x  tend  vers  —  1. 
2"  Déterminer  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

qui  prend,  pour    x  =  0,    la  valeur  un.  Dans  celle  équation,  f{x]  désigne  la  fonction  précédente. 

IL  —  2434.  Di'monlrer  que  l'expression) 

cos2x 

cos(x  —  a)  co8(x  —  6)' 

X  étant  une  variable,  u  et  h  deux  con.slanles  données,  peut,  en  général,  se  raellre  sous  la  forme 

Atg(x-a)-f-Blg(x-6)-f-C, 

A,B,C  f'-latil  Jf  nouvelles  constantes.  Calculer  ces  dernières  constantes.  Que  devient  l'égalité  obtenue,  lorsque, 
X  et  a  restant  fixes,  l>  tend  vers  la  limite  «? 

Géoiiictrie  unulytii/ue. 
2435.  —  On  considère  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Or,  Oy.  On  |)rend  également  Oc  pour 
axe  polaire,  le  sens  positif  des  angles  étant  tel  que  l'angle  de  Oy  avec  Ox  soit  égal  k    -h  ^- 
1°  r  et  0  désignant  les  coordonnées  polaires,  construire  la  courbe  C  qui  a  pour  équation 

ro820 


r  = 


4cos0  —  ix^JsinO 


2"  Dans  l'équation  précédente,  on  change  r  en  -.  I.a  courbe  C  se  transforme  en  une  hyperbole  H.  Construire 

celle  hyperbole. 

3°  On  considère  un  cercle  r  ayant  pour  centre  un  point  variable  de  la  courbe  H  et  passant  parle  point 
de  coordonnées  cartésiennes    x  —  0,     y  =  ^2.     Trouver  l'enveloppe  E  de  ces  cercles. 

Distinguer  sur  l'enveloppe  les  points  qui  correspondent  à  un  cercle  P  dont  le  centre  est  soit  sur  l'une,  soit 
sur  l'autre  des  deux  branches  de  l'hyperbole. 
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4°  On  effectue  sur  le  cercle  r  et  son  enveloppe  E  la  transformation  qui  consiste  à  remplacer  r  par  -.  Le 
centre  du  cercle  r  devient  un  point  de  G.  Déduire  de  là  une  définition  géométrique  de  la  courbe  C. 

Nota.  —  Les  considérations  géométriques  sont  admises,  mais  ne  dispensent  pas  d'une  solution  analytique. 

Mécanique. 

I.  —  2436.  Une  sphère  homogène  de  poids  P,  est  placée  sur  un  triangle  équilatéral  invariable  ABC  formé 
par  trois  tiges  rigides,  de  manière  que  les  côtés  de  ce  triangle  soient  tangents  à  la  sphère.  Le  rayon  de  la  sphère 
est  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

1°  Le  triangle  étant  maintenu  horizontal,  calculer  les  réactions  aux  points  de  contact  de  la  sphère  et 
des  côtés. 

2°  Le  côté  BG  restant  horizontal,  on  fait. tourner  le  plan  du  triangle  autour  de  BG  pour  l'amener  dans  une 
position  où  ce  plan  fait  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal.  Pour  quelles  valeurs  de  a  la  sphère  abandonne-t-elle 
le  triangle? 

On  admettra  que  les  frottements  sont  négligeables  et  que,  par  conséquent,  les  réactions  sont  normales 
à  la  sphère. 

II.  —  2437.  Un  point  matériel  pesant  de  masse  m  se  meut  dans  un  milieu  qui  oppose  une  résistance  repré- 
sentée à  chaque  instant  t  par  un  vecteur  porté  par  la  tangente  à  la  trajectoire,  de  sens  contraire  à  celui  du  vec- 
teur vitesse  et  dont  la  grandeur  est  égale  à  km\,  V  désignant  la  grandeur  de  la  vitesse  et  k  un  coefficient 
positif  constant. 

A  l'instant  zéro,  le  mobile  est  lancé  d'un  point  0  avec  une  vitesse  de  grandeur  V^  faisant  l'angle  a  avec 
un  plan  horizontal. 

i°  Déterminer  la  position  M  du  mobile  à  l'instant  (.  Gonstruire  la  trajectoire  et  son  asymptote  D.  Peut-on 
choisir  les  valeurs  de  V,,  et  de  a  de  façon  que  la  projection  orthogonale  du  point  M  sur  une  verticale  se  déplace 
d'un  mouvement  uniforme? 

2"  La  tangente  en  M  à  la  trajectoire  rencontre  la  droite  D  au  point  T.  Montrer  que  la  grandeur  V  de  la  vitesse 
au  point  M  est  égale  à    k  x  MT. 

3°  On  suppose  que  le  point  matériel  soit  lancé  verticalement  vers  le  haut  et  que  ¥„  soit  égal  'dj.,  g  désignant 

l'accélération  due  à  la  pesanteur.  Galculer  le  rapport  du  travail  de  la  résistance  du  milieu  à  celui  de  la  pesan- 
teur lorsque  le  mobile  va  du  point  0  au  point  le  plus  élevé  de  sa  trajectoire. 

Calcul. 

On  donne 

a  =  75°  3b' 40",  6  =  51"  10' 30",  G  =  34M5' 10". 

Déterminer  les  angles  A,  B,  c,  e,  compris  entre  0  et  180°,  par  les  formules 

a  —  b  .    a  —  6 

,    A  +  B  ,   G    ^°^~2~  .„A-B  ,   G    ^'""~T~ 


cos — ^; —  sin 


2  2 

,     sm — ^ —                           tgstg^sinG 
c  _      g  —  6  2  e "2  °2 

^S2~'^§~2  .    A  — B'  ^a".    ,   ,   a,   6 

sin-^—  l+tg^tggcos 

Vérification  :  on  doit  avoir    A  -j-  B  H-  C  =  180°  h-  e. 

Épure. 

Un  prisme  droit  hexagonal  régulier  repose  par  sa  base  inférieure  sur  le  plan  liorizuntal.  Deux  de  ses  faces 
sont  de  front.  Le  côté  de  la  base  est  de  3"™.  Une  sphère  a  son  centre  en  un  point  de  l'axe  du  prisme  à  lO'""  au- 
dessus  du  plan  horizontal;  son  rayon  est  de  5<"">.  Un  solide  homogène  est  constilui-  par  la  n'union  de  la  sphère 
et  de  la  portion  du  prisme  située  au-dessous  de  la  sphère  et  limitée  au  plan  horizontal. 

Un  point  lumineux  S  est  situé  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  du  prisme  à  IS"""  au-dessus  du  plan  horizontal  ; 
sa  projection  horizontale  est  à  10'='"  à  gauche  de  celle  du  centre  de  la  sphère. 

Représenter  le  solide,  son  ombre  propre  et  son  ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  (le  plan  vertical  étant 
supposé  enlevé),  c'est-à-dire  la  région  lieu  des  points  tant  du  solide  que  du  plan  horizontal  tels  que  le  segment 
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de  droite  qui  va  d'un  de  ces  points  au  point  S  a  quelque  point  commun  avec  le  solide,  autre  que  le 
point  lui-même. 

La  ligne  de  terre  est  au  milieu  de  la  feuille,  parallèle  au  petit  côté;  l'axe  du  prisme  est  au  milieu  de  la 
feuille;  sa  projection  horizontale  est  à  %"'"  en  avant  du  plan  vertical. 

Des  hachures  seront  tracées  dans  la  partie  visible  de  l'ombre  propre  et  de  l'ombre  portée. 

Physique. 

2438.  —  Deux  aimants  longs  et  minces  OA  oi  OR  sont  placés  à  angle  droit  et  liés  ricidement  de  façon  à 
fnrrii"  r  un  seul  corps  snlide.  Les  |Hj|es  nord  sont  aux  extrémités  A  et  B;  les  deux  pôles  sud  en  0.  Les  moments 
magnétiques  sont  .M  et  M';  les  longueurs  a  et  6. 


^  ^^  1°  L'ensemble  des  deux  aimants  est  mobile  en  tous  sens  dans  un  plan  horizontal,  par 

Jd      exemple  en  llottant  sur  un  liquiile.  Quelle  est  sa  position  d'i-quilibre.  quand  il  est  soumis  à 

la  seule  action  d'un  champ  magnétique  uniforme,   horizontal,  d'intensité  H?  A  tjuel  effort 


-  '        mécanique  est  soumis  cet  ensemble  si  on  le  fait  tourner  d'un  angle  i  autour  d'un  axe  ver- 

tical, à  partir  de  sa  position  d'équilibre  ? 

2°  L'ensemble  des  aimants  est  rendu  mobile,  dans  un  plan  vertical,  autour  d'un  axe  horizontal  normal  à 
son  plan,  passant  par  E,  centre  du  rectaniiie  OABC.  On  le  soumetà  l'action  d'un  champ  magnétique  uniforme, 
horizontal,  situé  dans  le  plan  OABC,  d'intensité  H. 

Quelle  surcharge  faut-il  placer  en  D,  milieu  de  AC,  pour  que,  sous  l'action  des  forces  magnétiques 
et  des  poids  des  aimants  et  de  la  surcharge,  l'ensemble  se  place  de  façon  que  OA  soit  horizontal"? 

Faire  le  calcul  numérique  avec  les  valeurs  suiv.intes  : 

M  =  18  000  C.  G.  S.,  a  =  W'\  poids  de  OA  :  .'ÎOOk, 

M'  =9  000       —  /i  =  20'°',  poids  de  OB  :  150", 

H  =  50gauss,  (;  =  981C.  G.  S. 


Concours  de  1917. 


Algdbre,  analyse  el  trigonomctrie. 

2439.  —  1"  Étude  de  la  fonction  j/ =  x  —  Igx;  courbe  représentative  de  la  fonction.  Montrer  que  cette 
courbe  se  reproduit  par  des  translations  dont  on  déterminera  la  direction  et  les  amplitudes;  que  les  valeurs 
positives  de  x  qui  annulent  cette  fonction,  x,,  x„  j, x„ sont  telles  que 

r<x.<Ç,  2:T<.r.<'^^ „^<x„<i2l:^..., 

et  que  la  différence     ^  ""t"   •     —  x„    tend  vers  zéro  quand  »  devient  infini. 

2"  Étude  de  la  fonction  i/ =  ar-f- colgx;  courbe  représentative  de  la  fonction;  propriétés  analogues  pour 
les  valeurs  de  x  qui  annulent  cette  fonction. 

3"  Élude  de  la  fonction     i/  =  ' — ■ ; ^— ;     courbe  représentative  de  la  fonction. 

•'       xsinx-f-cosx 

■i' Posant    M  =  xsin.r-f-cosx,    v  =  8inx  —  x  cosx,    calculer  les  intégrales 

il  résulte  des  calculs  du  numéro  précédent  que     I,  =  --+- constante  ;     mais  on  obtiendra  aussi  I,,  ainsi 

que  Ij  el  I,,  en  faisant  le  changement  de  variable    0  =  x  —  arc  tgx,    el  en  calculant  pour  cela  fiO  et  les  lignes 
trigonoin  é.rique»  de  6  en  fonction  de  rfx,  x  et  des  lignes  trigonométriques  de  x. 
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Géométrie  analytique. 

2440.  —  On  considère  une  parabole  P  ayant  l'axe  des  x  pour  axe  et  l'axe  des  y  pour  tangente  au  sommet. 
L'abscisse  de  son  foyer  est  égale  à  0,25.  On  donne  aussi  une  droite  D  passant  par  0  et  située  dans  le  plan  xOy. 

l"  Un  point  M  décrit  la  parabole.  La  normale  à  cette  courbe  au  point  M  coupe  D  en  un  point  L  Soit  .V  le 
symétrique  de  M  par  rapport  au  point  \.  Déterminer  le  lieu  géométrique  du  point  A  quand  M  décrit  P.  Construire 
ce  lieu  dans  le  cas  particulier  011  le  coefficient  angulaire  de  D  est  égal  à  2.  Ou  pourra  pour  cette  construction 
s'aider  de  la  considération  de  sécantes  parallèles  à  D. 

2°  On  substitue  au  point  A  le  point  B  tel  que  le  rapport  ^  soit  égal  à  un  nombre  donné  X,  positif  ou 

négatif.  Déterminer  M  de  façon  que  le  point  B  soit  sur  l'axe  de  la  parabole.  On  suppose  D  quelconque. 

3°  On  suppose  maintenant  que  la  droite  D,  tout  en  continuant  à  passer  par  0,  n'est  plus  dans  le  plan  xOy, 
et  on  substitue  à  la  normale  MI  le  plan  normal  en  M  à  la  parabole.  On  appelle  encore  I  le  point  de  rencontre 
de  D  avec  ce  plan,  et  A  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  I.  Déterminer  le  lieu  du  point  A.  Étudier  le  cas  par- 
ticulier où  la  droite  D  est  située  dans  le  plan  mené  par  l'axe  de  la  parabole  perpendiculaire  au  plan  xOy,  et 
fait  en  outre  avec  Ox  un  angle  de  45°. 

Mécanique. 

I.  —  2441.  Un  contour  polygonal  plan,  invariable,  pesant  et  homogène,  ABCDEF,  est  formé  par  cinq  côtés 
consécutifs  d'un  hexagone  régulier. 

1°  On  suspend  ce  contour  à  un  clou  horizontal  par  le  sommet  E.  Calculer  la  tangente  de  l'angle  que  fait, 
dans  la  position  d'équilibre,  la  diagonale  EB  avec  la  verticale. 

2°  Un  fil  est  attaché  au  point  A;  en  tirant  sur  ce  fil,  on  amène  la  diagonale  EB  à  être  verticale  et  le  fil  à 
être  horizontal.  Calculer,  dans  la  nouvelle  position  d'équilibre,  le  rapport  de  la  tension  du  fil  au  poids  du 
contour. 

3'^  Résoudre  les  mêmes  questions  lorsque  le  contour  est  suspendu  par  le  sommet  D  en  remplaçant  la 
diagonale  EB  par  la  diagonale  DA. 

If.  —  2442.  Un  fil  élastique,  dont  la  longueur  naturelle  est  /,  est  fixé  en  un  point  A  par  une  extrémité 
et  vient  passer  à  travers  un  petit  anneau  horizontal  fixe  B  de  dimensions  négligeables.  La  distance  .VB  est 
égale  à  /.  A  l'autre  extrémité  du  fil  est  attaché  un  point  matériel  pesant  M.  La  masse  du  fil  est  négligeable  et 
l'intensité  de  la  force  exercée  sur  le  point  matériel  par  la  tension  du  fil  est  égale  à  ft  x  B.M,  k  désignant  un 
coefficient  numérique  positif  constant.  Lorsque  le  système  est  en  équilibre,  le  point  M  occupe  une  position  0 
telle  que     B0  =  2/. 

1°  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  .M,  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  lui 
passe  par  un  point  fixe. 

2"  On  place  M  en  un  point  Mq  et  on  l'abandonne  sans  vitesse  initiale.  Étudier  le  mouvement  de  M  dans  les 
deux  hypothèses  suivantes  :  Mo  est  sur  la  droite  BO  au-dessous  de  0,  et  BM^  =  3/,  ou  bien  M^  est  dans  le 
plan  horizontal  de  0. 

3°  On  lance  .M  d'un  point  Mo  du  plan  ABO  avec  une  vitesse  initiale  normale  à  ce  plan  et  de  grandeur  v^. 
Étudier  le  mouvement. 

Le  nombre  Vq  restant  fixe,  où  doit  être  placé  Mo  pour  que  la  trajectoire  de  M  soit  un  cercle? 

Calcul. 

On  donne  a  =12  850,73,  6  =  17  082,8i,  c  =  19  303,47. 

Calculer  les  nombres 


Calculer  les  angles  A,  B,  G  compris  entre  0"  et  180'  donnés  par  les  formules 

A_      r  .    B_      r  .    C^      r 

t&2~p  — o'  »a~p  — 6'  ^2       p—c 


„       06c 
"=4S 
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Calculer  les  nombres 

2psin^sin^  2psin^8in^  2psiD^siD^ 

h=r Y ,  *  = p ,  /=  c        ' 

COS.Ç  cos^  cos^ 

H        G  ,        C        A       •  A        B 

CCOS^COSg  /'COS.yCOS-  ccos^cos^ 

r,  = ^-^— ,  r,^ ^-fj— .  r,  = ^ 

COS^  <r'S^  COSç 

Éfjure. 

Un  corps  solide  est  formé  d'un  cylindre  circulaire  droit  plein,  à  la  partie  supérieure  duquel  est  creusée 
une  cavité  en  forme  de  demi-sphère. 

L'axe  du  cylindre  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45°;  et  sa  |>rojection  horizontale  fait  avec  la  ligne 
de  terre  un  angle  de  30».  Quand  un  mobile  parcourt  l'axe  de  bas  en  haut,  ses  projections  se  dé|)lacent  de 
gauche  à  droite,  et  sa  projection  horizontale  se  rapproche  de  la  ligne  de  terre.  La  trace  horizontale  de  l'axe 
est  h  5'"'  au-dessus  du  bord  inférieur  de  la  feuille,  et  à  8'"'  à  droite  du  bord  gauche.  Le  diamètre  du  cylindre 

est  de  8"". 

Le  centre  de  la  sphère  est  sur  l'axe  du  cylindre;  il  a  une  cote  de  lO""'".  Le  diamètre  de  la  sphère  est  de  8"". 
l'n  plan  de  bout  passe  par  le  point  le  plus  élevé  du  solide  et  par  le  point  de  l'axe  du  cylindre  dont  la  cote 

est  de  9"". 

Représenter  la  portion  du  solide  située  au-dessous  de  ce  plan  de  bout  et  au-dessus  du  plan  horizontal  de 

projection. 

Ligne  de  terre  parallèle  au  petit  côté  de  la  feuille  et  au  milieu. 

Physique. 

2443.  —  l'n  cylindre  vertical  de  20"^  de  diamètre  intérieur  est  rempli  de  vapeur  d'eau  saturante  ,\  la 
teiiip.'ialure  de  110"  centigrades  au-dessous  d'un  [liston  mobile  sans  frottement  qui  sépare  la  vapeur  de  l'air 

niiibiant. 

1°  Sachant  que  la  pression  atmosphérique  du  uioraent  est  de  74"",5  de  mercure  et  que  la  pression  maximum 
de  la  vapeur  d'eau  à  110"  est  de  101'"',^  de  mercure,  on  demande  quel  doit  être  le  poids  du  piston  pour  que 
celui-ci  se  niaiiitieniie  en  équilibre. 

2°  La  face  inférieure  du  piston  se  trouvant  initialement  à  50""  au-dessus  du  fond,  on  demande  quel  est  le 
poids  de  la  vapeur  contenue  dans  le  cylindre,  la  densité  de  la  vapeur  d'eau  par  rapport  à  l'air  étant  égale  à  0,63. 
3"  Au  moyen  d'une  légère  surcharge,  on  fait  «lescendre  lentement  le  piston  jusqu'à  condensation  complète 
de  la  vapeur.  Quelle  quantité  de  chaleur  faut-il  extraire  à  travers  les  parois  du  cylindre  pendant  celte  opéra- 
tion pour  que  la  température  se  maintienne  constante  à  110°? 

4°  L'eau  de  condensation  étant  rassemblée  dans  un  petit  récipient,  séparé  du  cylindre  par  un  robinet,  on 
fcime  celui-ci  et  on  soulève  le  piston  de  manière  à  le  ramener  à  sa  position  primitive  en  faisant  le  vide  au- 
dessous  de  lui.  Calculer  en  joules  le  travail  qu'on  tb'it  ilépenser  pendant  cette  seconde  opération. 

ii"  Le  piston  étant  maintenu  lixe,  on  ouvre  le  rubiiiet  pour  permettre  à  l'eau  recueillie  de  se  vaporiser  de 
nouveau  dans  le  cylindre  vide.  Quelle  quantité  de  <  haleur  faudra-l-il  fournir  jusqu'à  vaporisation  complète  à 
110°  et  retour  du  système  à  l'état  initial'? 

6"  Donner  une  définition  correcte  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation. 

Densité  du  mercure  :  13,6.  Intensité  de  la  pesanteur  :  y  =  081.  Toids  du  litre  il'air  normal  :  a=  l'',293. 
Cocfticient  de  dilatation  des  gaz  :  a  =  0,0030*.  Chaleur  latente  de  vaporisation  de  l'eau  à  110"  :  X=  532  calo- 
ries g.  d.  Équivalent  mécanique  de  la  calorie  :    J  =  4,18  joules  par  calorie  g.  d. 
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Concours  de  1914. 


Algèbre  et  Trigonomélrie. 

2250.  —  Combien  de  termes  doit-on  prendre  dans  la  série  qui  a  pour  terme  général    Un  =  —  ,     si  l'on 
veut  calculer  la  valeur  de  la  série  à  un  dix-millième  près? 

Soient  S  la  somme  de  la  série  et  S„  la  somme  des  n  premiers  termes;  nous  avons 

111 

^ ~ ^"  =  (n -+- 1)3 "^  (n  +  2)' '^{n-^^y-^  ■•■■ 

Pour  évaluer  une  borne  supérieure  du  second  membre,  considérons  la  courbe     (/=:  —  ,     et  prenons 

sur  cette  courbe  les  points  A„,  Aj,  A2,  ...  ayant  respectivement  pour  abscisses  n,  n-hl,  n-f-2,  ... 
et  désignons  par  Bq,  Bj,  B^,  ...  les  projections  des  points  Aq,  Aj,  Aj,  ...  sur  Ox.  Puis,  menons  par  les 
points  A,,  A2,  ...  des  parallèles  à  Ox  dans  le  sens  négatif  et  limitées  à  rordunnéc  immédialemenl 
précédente.  Nous  formons  ainsi  une  suite  de  rectangles  dont  les  aires  ont  précisément  pour  valeurs  les 

1  1 

^®^"^^^     (n  +  l)î'     [n  +  ^f '  •••     de     S  — S„. 

Or  la  somme  de  ces  rectangles  est  inférieure  à  l'aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x  et  l'ordonnée 

■•+*  dx 


AoBg,  aire  qui  est  égale  à      /       —3^;     on  a  donc 

«y  n       X 


«-«..<  r^ 


/// T*  \  M. 

—3^  est  égale  à    — g-^;    par  suite  l'intégrale  définie  est  égale  à  ^j— 5,  et  l'on  a 


^     s„  <  g)^-2  ■ 


1  1  1  ,    . 

Pour  que     S  —  S„     soit  inférieure  à  jttt,  il  suffit  que  y—,  soit  plus  petit  que  Tryr,  ou  que  n-  soil 


plus  grand  que  5  000,  ou  n  supérieur  à  v^5  000  ou  à  71. 

On  doit  donc  prendre  71  termes  dans  la  série  pour  calculer  sa  somme  à  7^  prés. 


Auguste  FORISSIER. 
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2251.  — Calculer  l'intégrale  définie  {l)    A-)=  f  t  ^^^n^at^^    z  étant  un  nombre  supérieur  à    — 1. 

j/u     1  "■+"  **  LOS   X 

2'  Développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  l'expression  trouvée  pour  f{i). 
3»  Vérifier  quon  obtient  bien  le  même  résultat  en  partant  du  développement  de      .         pos* x     *' 
intégrant  les  termes  du  développement,  la  variable  x  variant  de  0  à  z,  comme  l'indique  la  formule  (1). 

1.  Posons    lgx  =  r,     x  =  arclg/;     nousavons    cos't=|— j-p;     el     dx  =  ^_^^^;     par  suite, 

r        dx  f       dt 

J  l-+-zcos»a~./  1  -+-  :  -h  ''  ■ 

Pour  dél<'rminer  les  limites  de  la  seconde  intégrale,  nous  remarquons  que  lorsque  x  croit  de  0  à  r, 
/  est  discontinue  pour    •r=I;     pour  celte  raison,  nous  décomposons  l'intervalle  de   variation   de 

:r(0,it)en  deux  intervalles  (o,  '^  et  (^,  tîY  Quand  j-  croit  de  0  à  ^,  /  croit  d'une  manière  continue  de  U 
à    -h  X  ,     et  nous  pouvons  écrire 

r 

rdx         r'"         dt 
1  -h  s  ces*  jr  ~  Ju      1  -f-  :  -h  f  ' 

quand  r  croit  de  ^  h  t.,  t  croit  de     —  x      ù  U,  el  nous  avons 

1"        dx        _   /""         dt 

i 

En  ajoutant  ces  deux  égalités,  nous  avons 

p        dx        _   z»^'         f// 
./u  1  -f-  2  cos''x  ~  J  r    1  -h  :  H-  ^*  * 
Co  nme     1  4-  2     est  positif,  on  a 

r       dt  i  ,        t 

l =  ,  arc  tg  , 

fl  ,0. 


arc  tg- 


I  -4-  z  I  .       v'i  -»-  : 


Donc 


2.  Si  3  est  compris  entre     —1     et     -4-1,     on  peut  développer     -7==-,.     ""     (»-+-=)   *•    V'^rhx 

y  1  ~T~  " 

formule  du  hinuuie;  iki  a 

.     ,  ,    -i^-^')..^     -;(-^')(-M-K-"-0... 

Vl-f-:  2  1.2  "• 


ou 


/•{:)-::(  I  -2  +  2:45  -|-...-H(-l)   •       2. 4. «...in       '   -^  ■  •  ■  )■ 
3.  Kn  s:ippo<s,iiil  lo.ijo'jfs    ls|<  1,     on  a 
i\\  '  =1 —  :co8*x -h  :'cos*T— ...-+-(— l^":"cos*"xH- ..  . 

^     '  l  ICO.*.'* 

et  en  intégrniil  <!••  '»  't  -  (voir  la  remarque  finale), 
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(2)      /     ■  .^    =  -K  —  z  /    cos^x  dx-{-z-  f  cos^xdx  —  ...-i-( — l)"z"  f    cos^^'x  dx -r  . .  .  ■ 

Jo    1  -h  Z  COS  X  Ju    1  ^u  Jq 

Pour  établir  que  ce  développement  est  identique  au  précédent,  il  suffit  de  montrer  que  l'on  a 

J'    cos^"a7  dx=:-K.    '','!/     \. -' 
0                                     2.4.tr.  ..2n 

Posons 

I„^  I  cos'^"xdx=  /  cos-""'.ï  rfsinx, 

et  intégrons  par  parties,  en  posant     M  =  cos^"~*a:,     u^sina-;     nous  avons 

I„  =  cos^"~'xsina? —  /sina?(2n  —  1)  cos^''~*a:( — smx)dx 

ou 

I„  =  cos^''~'a7sina?-t-{2n  —  1)   /  sin^a;  cos^"~-a?  dx. 
Or 

/  sin^a?  cos^'^~^^xdxr=   /  (1  —  cos^a?)  cos-"~^x  dx  =  I„_i  — 1„  ; 

l'égalité  précédente  devient  alors 

I„  =  cos^''-'a;  sina?  4-  (2n  —  1)  (I„_i  —  I„), 
ou 

2nT„  =  COS-"-' a;  sinar  H-  (2>i  —  l)I„-i. 
Désignons  maintenant  par  J„  l'intégrale  définie    /    cos-" a;c^a^;  nous  pouvons  écrire 


2nJ„  = 


cos"-"" 'xsina:     -l-(2/r  —  l)J,j_i, 


ou  comme  cos-"-'a?sina?  s'annule  pour    x=^0    et  pour     x:=tz, 

2nJ„  =  (2n  — l)J„-i. 
Remplaçons  successivement  n  par     n  —  1,     n  —  2,     ...,  2,  1,  nous  obtenons 

(2n  —  2)  J„_,  =  (2n  —  3)  J„_o, 
(2n  —  4)  J„_i  =  (2'«  —  o)  J„_3, 


4J.,  =  3J„ 

iJj    =    Jy,  « 

et  en  multipliant  membre  k  membre, 

2.4.6...2nJ„  =  1.3.5...(2rî— l)Jo. 

Or    Jo=  /    dx  =  T:,     donc 

*^"  _       1.3.o...(2»-l). 

'^"  — ""'        2. 4.(5... 2» 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  -  On  ne  peut  déduire  régalilé  (2)  de  Tégalité  (1)  que  si  la  série  qui  figure  au  deuxième  membre 
de  (1)  est  uniformément  convergente  dans  l'intervalle  (0,  -),  c-esl-à-dire  si,  étant  donné  aibitraireiuent  un 
nombre  positif  e,  il  lui  correspond  un  nombre  positif  p  tel  que  pour  toutes  les  valeurs  eutières  de  /i  supérieures 
kp,  elpour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dan>i  l'intervalle  (0,  -},  on  ail 

|Rn|<^ 

R„  désignant  le  reste  de  la  série. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cela  a  lieu.  Nous  avons  en  effet 

R„  =  (_  i)'«[i"  cos^'U-  —  :"+'  cos*"+-x-t-  ;"  +  -  cos*"  +  'a'  —...]; 
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désignons  par  p  la  valeur  absolue  de  :,    (p  <C  1)»    nous  aurons  pour  toute  valeur  de  x 

rRn!<p--+-S»  +  '-+-p"+»-f-  ... 


OU 


R„l<^. 


Cherchons  à  déterminer  n  de  façon  que     r-t — <e;     on  peut  écrire  cette  inégalité     (7)    >     . ^ ,    ou, 

«n  posant     -  =  l-+-/i,     (1 -f- /i)"  > -n ;•    Cette  inégalité  sera  vérifiée,  si  l'on  prend  n  satisfaisant  à 

p  ^{'  —  P) 

On  voit  ainsi  que  la  série  considérée  est  uniformément  convergente  dans  n'importe  quel  intervalle. 

L.  SIMO.N,  à  Fourmies. 
Bonne  solution  par  M.  Auguste  Forissieb. 


2252.  —  l'Jludier  la  variation  de  la  fonction     j/  =  j*(  e^  —  1 ]■ 


Celte  fonction  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour    x  =  0.     La  dérivée  peut 
«'écrire 

î/'  =  (2j-— 1  r7_(2j:-hl). 
Pour  étudier  son  signe,  nous  la  mettons  sous  la  forme 

y'  =  (^2x-l)9(x), 

•       2x-+- 1 
<in  posant     î,(x)  =  e'  —  ^  . .  •     ^^  nous  allons  étudier  le  signe  de  ^(x). 

2x-h  1  11 

Si     a- \     est  négatif,  c'est-à-dire  si  X  est  compris  entre     — 5     et    -f-^,     o(x)  est  positif.  Si, 

2x  -f-  1  /      1  1  \ 

au  coniraire.     ^    .     est  positif,  c'est-à-dire  si  x  est  extérieur  à  rintervallo     ( — ^,     -H5),     ^-^x)  a 

môme  signe  que  la  fonction 


1         ,  2.r  -h  I 

d-  ZX 1 

Kludions    les    variations    de  celte    fonction  pour   les    valeurs    de    x   extérieures    à    Tintervalle 

1  1  \  .1 

—  9'     ~^^)-     ^"*   dérivée   est     u  =    jTr-5-_  .  ;     elle   est    positive;    par  suite,   la  fonction   u   est 

croissante, 

1 


( 


—  X 


i 


u 


/ 


el  comme  elle   esl    nulle  pour     x 


/         0 

nn   voit   qu'elle  est  positive  dans  It^  premier  inlorvallo. 


—  X 


-1      et  négative  dan>  le  sccoml     \  f-^,     -+- x  )• 


On  en  conclut  que  ç(x)  esl  positive  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre     — x      el 


i 


et 


1 


négative  pour  les  valeurs  de  .1  supérieures  à  ^.  Pnr  suite.  7  e>l  toujours  négative,  el  la  fonction  »/  est 
décroissanle  : 

—  X  —  »l-h«  -4-X 


l 

2 


\ 


0      -4-x      \ 


1 

2 
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Déterminons  maintenant  les  Valeurs  limites  de  y.  Remplaçons  e^  par  son  développement  en  série 

111 

^~'~x~'~2x2"^3T^+ •••  ;     y  prend  la  forme 

1         1 

et  ceci  montre  que,  pour    a;  =  ±x,     y  a  pour  limite  ^. 
D'autre  part,  on  peut  écrire 

y  =  xH^  —  X-  —  X; 


X 


pour    x=: — £,     e^a  pour  limite  zéro;  il  en  est  de  même  de  y.  On  voit  de  plus  que  ^  a  pour  limite 

—  1;     donc  la  tangente  à  Torigine  a  pour  équation 

¥  =  — X, 
et  comme  on  a 

y  —  Y  =  a?^e2  — l), 


on  voit  que    y  —  Y     est  négatif  pour    a;  =  — e;     par  suite,  la  courbe  est  au-dessous  de  sa  tangente. 

1 

Enfin,   pour    x  =  H-£,     x-e^    est    infini    positif,    car   on   peut  l'écrire    /tti,   et   l'exponentielle 


{ï)- 


l'emporte  sur  le  nombre. 

Il  est  alors  facile  de  tracer  la  courbe. 


[Bonnes  solutions  par  MM.  Auguste  Forissier  et  L.  Simon,  à  Fourmies.] 


André  MALRAIT. 


Géométrie  analytique  et  Mécanique. 

2253.  —  I.  Sur  la  spirale  logarithmique  C  définie  par  l'équation    r  =  ae'"',    en  coordonnées  polaireSf 
on  considère  les  deux  points  M^  et  M  définis  respectivement  par  les  angles  polaires  6^  et  6. 
i°  Déterminer  la  position  du  centre  de  gravité  G  de  Varc  M^M. 
2"  Déterminer  la  position  limite  du  point  G  quand  le  point  M^  tend  vers  le  pôle  0. 

II.  Dans  ce  cas  oii  le  point  M^  coïncide  avec  le  pôle  0  de  la  spirale,  on  suppose  que  l'angle  polaire  0  du 
point  M  augmente  avec  la  vitesse  d'un  radian  par  seconde. 

1°  Etudier  la  courbe  F,  lieu  du  point  G. 

2°  Déterminer  en  grandeur  et  direction  la  vitesse  V  et  l'accélération  A  du  point  G,  correspondant  à  un 
angle  donné  ô. 

III.  Au  lieu  d'un  arc  de  spirale,  on  considère  une  courbe  quelconque  C  L'extrémité  M  de  l'arc 
MqM  =  l  de  cette  courbe  est  supposée  parcourir  la  courbe  C  suivant  une  loi  qui  est  déterminée  en  fonction 
du  temps.  Étant  donné  le  centre  de  gravité  G  de  l'arc  M^M,  V extrémité  M  de  l'arc,  la  tangente  MT  au 
point  M,  la  longueur  l  de  l'arc  M^M,  les  deux  premières  dérivées  l'  et  l"  de  l  par  rapport  au  temps,  déter- 
miner, en  grandeur  et  direction,  au  moyen  de  ces  données  : 

1°  La  vitesse  V  du  point  G; 

2°  L'accélération  A  du  même  point. 

IV.  Dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  C  est  formée  de  deux  segments  rectilignes  M  fi  et  OM  : 
1°  Déterminer  le  centre  de  gravité  G  de  la  ligne  M^OM  ; 
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2°  Trouver  le  lieu  V  du  point  G  quand  le  segment  OM  prend  toutes  les  longueurs  possibles  et  pivote  en 
outre  autour  du  point  0  dans  un  plan  donné. 

iV.  B.  —  On  tiendra  compte  des  considérations  géométriques. 

\.  Nous  supposons     a  >  0,     m  >  0,     6  >  0^. 
1°  Les  coordonnées  reclilignes  du  point  G  sont 

»  =  — F—'  ^-— 1 — 

X,  y  d«'signanl  les  coordonnées  rectilignes  d  un  point  quelconque  de  l'arc  M^M  et  s  la  longueur  de  cet 
arc. 

Ur,  on  a 

ds^  =  dr^-^  /-^rfO»  =  a^{rn^  H-  l)<'*"'*rfÔ*, 

ds=a  ^l^ï^~ne"'\l(i,  s  =  ^'J'"'-^^ (e"-» _  e'»».). 


D'autre  part, 


posons 
nous  en  lirons 
d'où  nous  déduisons 


fxds  =  fr  cos6(/.T  =  «*  y/m'  -+- 1   Ce*'"*  cosO  rfO, 
fyds=  fr  sinO(/.v  =  a*  yjm*  -h  1   Te^'  sinOrfO. 

A=  re*""cosOrfO,  H=  fe*'"*s\nOdb; 

p  in.+.  »rfrj  =  i ==  ±!li — i  (cosO  -h  i  sinO)e*"V 


^  _  2mcosO-4-siDO  ^  ,„.,  ^_  2msinO  — cosQ  ^,„„ 

4»J^  -f- 1  '  4m^  -h  1 

En  rnsseuiblant  ces  résultats  nous  obtenons  en  définitive 

mg[e*"'*(2m  cosO  -t-  sinO)  —  e*"*'(2m  cosOe-hsinOo)] 

*~  (4»r-f    l)(e"'«  — e"".) 

j^ »iQ[e*"*(2inBinO —  cosO)  —  e*"'*'(2m  sinO, —  cosO,)] 

2°  Quand  lo  pctint  M„  tend  vers  le  p'Me  0.  0„  tend  vers     —  x,     par  suite  c"''  a  pour  limite  zéro,  et 
la  position  limite  du  pc^inl  G  a  pour  coordonnées  rectilignes 

«  =  -i-T riirn  cosO-i-  sinO)e'"\  Bz=  -. — ^ ï-(2msinO—  cos6)e"'*. 

4m*  H- 1  ^  '  '^       4Tn*  H- 1  ^  ' 

On  peut  aussi  calculer  les  coordonnées  polaires  de  ce  point.  Désignons  par  s  l'angle  aigu  dont  la 
tangente  est  égale  à  „-- ,  nous  avons 

1  1  ilm 

2m  sim'-hl  yl;-         i 

et  par  suite 

«^  -  coscp «""00.^(0  —  »),  P^^5  cos9f"'»sin((J  —  i^). 

Les  coordonnées  polaires  ti>,  ç,  du  point  G  sont  alors  en  évidence,  ce  sont 

p=  .  COSt-*?"",  a>  =  0  — ç, 
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et  de  ces  formules  nous  déduisons  une  construction  très  simple  du  point  G.  Faisons  tourner  le  rayon 
vecteur  OM  de  l'angle  o  dans  le  sens  négatif,  et  projetons  le  point  M  en  P  sur  le  rayon  vecteur  obtenu; 
le  point  G  est  le  milieu  de  OP. 
On  a 


,  PM        1 


on  en  déduit 


PM 


GP~"m' 


et  par  suite,  en  désignant  par  <[  l'angle  PGM,  on  a    \.it'l=  *  . 

n.  Prenons  comme  origine  du  temps  l'instant  où  d  est  nul,  nous  avons    e  =  ^     et  les  coordonnées 
polaires  du  point  G  sont,  en  fonction  du  temps, 


a 


p  =  ^C0Scpe'"',  a)  =  f  — çp. 

1°  Pour  avoir  le  lieu  du  point  G,  nous  éliminons  t  entre  ces  deux  équations,  et  nous  obtenons 


a 


p  =  2<^os(pe"'('-+î),  ou 


=:^coscpe"'?e'""\ 


Cette  équation  représente  une  spirale  logarithmique  homothétique  de  la  spirale  donnée. 


2"  Les  composantes  de  la  vitesse  V  suivant  GP  et  la  perpendiculaire  GQ 


sont 


a 


-ïV  =  p=j  cos  cf-  me""  =  mç), 


Prenons  sur  GQ  la  longueur    GH  =  p=:OG,     et  par  le  point  H  menons 
une  parallèle  à  OG  qui  rencontre  GM  au  point  V;  GV  est  le  vecteur  vitesse, 
car  on  a    GH  =  p     et    HV=:GH  cot'}=:mp. 
^  ^  On  en  conclut  que     GV  =  r?i.GM. 

Les  composantes  de  laccélération  A  suivant  les  mêmes  directions  sont 


p"rfF 

1 

m 


le  quotient  de  la  seconde  par  la  première  est  égal  à     7-  ,     ou  tg2'|.  On  en  conclut  que  le  vecteur 


1  — 


■lïV 


accélération  GA  fait  l'angle  ^  avec  GV,  et  pour  le  construire,  il  suffit  de  prendre  sur  GQ  la  longuetir 
GK  =  2rn  p  ::=  2HV,     et  de  mener  par  le  point  K  une  parallèle  à  OG,  qui  détermine  le  point  A. 

IlL  Supposons  que  la  courbe  C  soit  rapportée  à  trois  axes  quelconques,  et  soient  x,  j/,  2  les  coor- 
données du  point  M,  qui  sont  des  fonctions  de  /.  Les  coordonnées  a,  p,  y  du  point  G  sont  définies  par 
les  formules 

U=  f'xl'dt,  l^=f'yl'dt,  l^=rzl'dt. 

i°  Dérivons  la  première  par  rapport  à  t,  nous  avons 


nous  avons  de  même 


U'^l'x=zxl', 


l' 


ou 


/' 


a'  =  |(a;  — a)i 


P'==7(?/-P), 


y'=7(2-ï)- 


Or  a',  p',  y'  sont  les  projections  du  vecteur  V,  et    x — a,     y  —  p,     z  —  y     '^^^^  les  projections  du 
vecteur  GM;  on  en  conclut  que  le  vecteur  GV  est  porté  sur  la  droite  GM  et  que  l'on  a 

^  =  yGM. 
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Ceci  peut  s'établir  géoméiriquemenl.  En  efTi-t.  soient  M  la  position  du  mobile  à  l'instant  /,  G  le  centre 
de  gravité  de  l'arc  MoM  et  soit  M'  la  position  du  mobile  à  l'instant  t-i-M.  Nous  allons  déterminer  le 
centre  de  gravité  G'  de  l'arc  M^M'.  Pour  cela,  nous  composons  le  poids  de  l'arc  M,M,  appliqué  en  G,  avec 
le  poids  de  l'arc  MM  ,  appliqué  au  centre  de  gravité  1  de  cet  arc;  le  point  d'application  de  la  résultante, 
G',  est  sur  la  droite  Gl  et  l'on  a 

G5__arLMM;__A/  ^^  GG  '  _  A  / 

ÏÏT  ~      arc  M,M  —        /  Wl        l 

ou  encore 

Tïr    /-hA/  i-hM 

Divisons  les  deux  membres  par  A/,  nous  avons 

A/ 

Gîr_    A/     ^J^ 

M       l-hM 
Quand  A/  t.;nd  vers  0,  A/  a  pour  limite  7.t''r().  —  a  pour  limite  /'  et  GÏ  a  pour  limite  (TST.  D'autre  pari 

4"^  a  pour  limite  le  vecteur  vitesse  GV;  on  voit  donc  que  GV  est  porté  sur  GM  et  que  l'on  a 

GV  =  ^GM. 

2"  Dérivons  par  rapport  à  /  la  formule  obtenue  plus  haut 

a'  =  ^(jf  — «); 
nous  avons 

/'  //" l'i 

a''=^(x'-z)4-(x-a).^i-^, 

OU,  en  remplaçant  a'  par      .  {x  —  a), 


„      /'    .      Il" -il',  . 


On  a  de  même 

^.      /'   ,      ll"-il'\        .,  „      /'.,   ,   II" -'il*,,        . 

P=7yH ;î — (y  — fi).  ?/=7SH 7ï — (-  — ï). 

Or  «",  p',  y"  sont  les  projections  de  l'accélération  \  du  point  G,  x',  y',  :'  sont  les  projections  du 
vecteur  vitesse  MU  du  point  M  (ce  vecteur  étant  porté  sur  la  tangente  MT  et  ayant  pour  valeur  algé- 
brique/'),     X  — a,     y  —  p,     :  —  Y     sont  les  projections  du  vecteur  GM. 

On  en  conclut  que  le  vecteur  GA  est  la  somme  géométrique  de  deux  vecteurs  :  l'un  porté  sur  MT, 

ayant  pour  valeur  algébrique  jMU,  l'autre  sur  GM,  ayant  pour  valeur  algébrique  ^,       GM. 

IV.  1»  Soit  H  le  milieu  de  OM^  et  I  le  milieu  de  CM  ;  le  centre  de  gravité  G  de  la  ligne  M,OM  est  situé 
sur  la  droite  111,  et  l'on  a 

Ôff__  OM  __  01 
GT  ~      0M,~      OH* 

2°  Prenons  pour  origine  le  point  0,  pour  axe  des  :  la  droite  OM,,  pour  axes  Ox  et  Oy  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  situées  dans  le  plan  que  décrit  (^M.  Posons  0M,=:2a,  OM  =2r,  et  soit  0 
l'angle  que  fait  OM  avec  Ox;  a  est  fixe,  i  cl  0  sont  variables. 
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Les  coordonnées  du  point  H  sont  0,  0,  a;  celles  du  point  I,  rcosO,  rsin6,  0;  par  suite  celles  du 
point  G  sont 


x  = 


r^cos6 


a 


y  = 


r'sinô 


a 


On  aura  le  lieu  du  point  G  en  éliminant  r  et  6  entre  ces  trois  équations. 

De  la  troisième  on  tire  r  en  fonction  de  z  et  on  porte  la  valeur  obtenue  dans  la  relation 


x^ 


r 


(r4-«f' 
déduite  des  deux  premières.  On  obtient  ainsi  pour  équation  du  lieu 

{x^-hy^)z^  —  {z  —  ay  =  0. 

Cette  équation  représente  une  surface  du  quatrième  degré.  Le  lieu  r  se  compose  seulement  de  la 
portion  de  cette  surface  comprise  entre  les  plans    z  =  0    et    z=za. 

Tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy,    z^h,     coupe  la 
surface   suivant  un  cercle  ayant  son  centre  sur  Oz  et  son 

rayon  égal  a     ^^ — r — '-• 

D'autre  part,  le  plan  des  zx  rencontre  cette  surface  sui- 
vant deux  hyperboles, 

x^z^  —  {z  —  a)*  =  0, 
ou 

[xz  +  (z  —  af]  [xz  —  (z  —  af]  =  0, 
ou  encore 

[z  (a?  +  z  —  2a)  -f-  a^]  [z  (x  —  z  4-  2a j  —  a']  =  0. 

Elles  sont  toutes  les  deux  tangentes  à  Oz  au  point  H  et  sont  asymptotes  à  Ox.  En  outre,  la  pre- 
mière est  asymptote  à  la  droite  MJ)^  la  seconde  à  la  droite  M^E  (OD^  OE  =  OMo  =  2a).  Nous  avons 
figuré  en  trait  plein  les  arcs  de  ces  hyperboles  qui  sont  compris  entre  les  plans     z=:0     et     z:=a. 

Soit  co  un  point  quelconque  du  segment  OH;  par  ce  point  menons  une  parallèle  à  Ox  qui  rencontre 
les  hyperboles  en  G  et  G'  (wG^ioG').  On  peut  considérer  la  surface  comme  engendrée  par  le  cercle 
de  centre  co,  de  rayon  wG  et  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  des  xy,  quand  le  point  w  se  déplace 
de  0  en  H. 

Ceci  peut  s'établir  géométriquement.  Considérons  une  position  quelconque  de  la  ligne  brisée  M^OM, 

et  soit  G  un  point  du  lieu,  tel  que  l'on  ait 

a\  GII_  01 

^^^  GI~OH' 

et  soit  (P)  le  plan  que  décrit  la  droite  OM. 

Menons  Gw  parallèle  à  OM,  oj  étant  sur  OM,,.  Nous  avons 

01       <oG 


nous  en  tirons 


GH 
GI 

— 

coH 
coO' 

(0 
(0 

H 

0 

coG 
—  o>H' 

et 


et 


0) 


OH 


G  = 


O) 


H' 


H^ 


(.)( 


Donc  la  longueur  ojG  ne  dépend  que  de  la  longueur  Ooj.  Par  suite  la  surface  F,  lieu  du  point  G, 
est  coupée  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  (P)  suivant  un  cercle  ayant  son  centre  sur  OM^. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  du  point  G  quand  la  droite  OM  reste  fixe,  le  point  M  se  déplaçant  sur 
cette  droite.  Prenons  le  point  F,  intersection  de  HI  et  de  M^E,  et  menons  HK  parallèle  à  M^E;  K  est  le 
milieu  de  OE,  et  l'on  a    OK  =  KE=:OH. 
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HI      01  H- OH       IK  Hl        IK 

De  la  relation  (1)  on  lire     jjj  =      yH      ^  0\V     on  a  aussi     jj]- =  ^E  • 

Donc    GI  =  HF,     et  le  lieu  du  point  G  est  une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  OM  et  M,E  et  qui 
passe  au  point  H;  comme  H  est  le  milieu  de  OMo.  OM,  est  tangente  en  H  à  cette  hyperbole. 
Nous  retrouvons  ainsi  les  résultats  obtenus  analyliquement. 


Calcul. 

2255.  —  On  donne  Véqualxon     f{x)  =  jr*  --  -ix'  —  Gar»  —  4x  -f-  1  =  0. 

1°  Constater  qu'une  de  ses  racines  x  est  comprise  entre     -f-  1     et     -1-1,5, 

2°  La  nii^lhode  d'approximation  de  Mewton  r$(-cllp  applicable  à  la  recherche  de  cette  racine? 

3°  Former  l'équation  qui  donne     y  =  i,5  —  x. 

4"  Calculer  la  valeur  »/,  quelle  donne  pour  >/  quand  on  néglige  les  termes  de  dejré  supérieur  au 
premier  dans  cette  équation  en  y. 

5°  Évaluer  les  termes  négligés  dans  ce  calcul  et  déduire  de  celte  évaluation  une  nouvelle  valeur  y^plus 
approchée  de  g  que  »/,,  en  tenant  compte  des  termes  de  degré  supérieur  au  premier. 

(Ilègle  à  calcul  ou  calcul  arithmétique  à  volonté.) 

1.  On  a  /■(l)  =  — 4,  /'(l,5)  =  0,0025;  par  suite,  l'équation  admet  un  nombre  impair  de  racines 
réelles  comprises  entre  !  et  1,5.  Mais,  comme  le  polynôme  f{x)  admet  deux  variations,  l'équation  ne 
peu!  avoir  plu'^  de  deux  racines  positives.  On  en  conclut  qu'elle  admet  une  seule  racine  réelle  comprise 
entrr  i  et  1,5. 

2.  On  a 

/"  (x)  =  4x»  -h  12x»  —  12x  —  4  =  4(x'  H-  3x^  —  3x  —  1), 

f"{x)  =  4(3x^  +  6x  —  3)  ^  12(x«  -i-  2x  —  1). 

Comme  /"'(x)  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  1  et  1,5,  on  peu!  appliquer  la 
méthode  de  Newton  à  la  limite  1,5  qui  rend  /"(x)  de  môme  signe  que  f'i^)-  On  obtient  la  valeur  plus 
approchée  que  1,5  et  dans  le  môme  sens,  c'est-ii-dire  par  excès, 

'        fTi;:'»l~   '  18,5    ■ 

3.  I/équation  transformée  est    f{i>^  —  î/)  =  0.     ou 

Al.5)-î//"(i,5)-+-|^r(i.5)-|>(i.5)4-][;r(1.5)  =  0. 

Nous  avons  déjii  calculé  /'(!,5).  /"(l,5);  nous  obtenons  facilement  /""(l,5)^51,  /■'"(f,5^^60, 
/^''(1,5)  =  24,     et,  par  suite,  l'équation  en  y  devient 

(1)  0.0r>25  —  18,5;/  -h  25,5y»  —  lOy^  -h  y*  =  G. 

4.  En  négligeant  les  termes  de  degré  supérieur  au  premier,  il  nous  reste  l'équation 

0,Ofi25    -  I8,5y  =  0, 
({tii  almet  la  racine 

y,  =  ^—g^  =  0,00337837.... 
Cette  valeur  est  précisément  égale  à  la  correction  que  donne  la  méthode  de  Newton. 
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5.  De  l'équation  (1)  on  lire 


„  _  0,06-25  +  y^'jy^  -  lOy  +  2o,5) 
y—  Î8;5  ' 


Remplaçons  dans  le  second  membre  y  par  la  valeur  0,003  qui  diffère  de  y^  d'une  quantité  inférieure 
à  0,0004,  nous  obtenons  la  nouvelle  valeur  y^à^y  : 

0.0625  -4-  0,00022923081      „  nnoonA-c 

y.  = r^. =  0,00339076. ... 

io,o 

Remarque.  —  Pour  démontrer  que  y^  est  plus  approchée  que  j/j  et  pour  déterminer  l'approximation,  on 
peut  remarquer  d'abord  que  la  racine  de  Téquation  (1)  qui  est  voisine  de  t/j  est  comprise  entre  0,003  et  0  004. 
De  plus,  en  posant 

;p(y)  =  y2(y2_10.V  +  25,5), 

on  voit  aisément  que  ^(y)  croît  quand  y  croît  de  0,003  à  0,004;  par  suite,  si  nous  désignons  par  y^  la  valeur 
exacte  de  la  racine,  nous  avons 

(p(0,003)<v(yo)<'f  (0,004), 
et  comme  on  a 


Vo 


0,0625  + y  (yp) 
18,5 


> 


on  en  conclut 


0,0625  4-9(0,003)  ^       ^  0,0625  +  y  (0,004) 
18,5  <2/o<  îgj5  ' 


ou 

0,00339076  <  (/o  <  0,003400398; 

Ceci  montre  que  y^  est  plus  approchée  que  2/i  et  que  l'erreur  est  moindre  que  -rrr^- 
Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Dum\ine  et  Mazet. 

♦ 
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Cours  préparatoires. 


Concours  de  1920. 


Mathématiques. 

I.  3444.  On  considère  la  courbe  (cardioïde)  définie  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

r  =  1  +  cos6. 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe,  D  la  droite  symétrique  du  rayon  vecteur  O.M  par  rapitort  à  la  tangente 
en  M,  H  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  cette  droite. 

1°  Déterminer  et  construire  la  courbe  C  lieu  du  point  H. 

2°  Donner  les  équations  en  coordonnées  polaires  des  courbes  lieux  des  milieux  des  cordes  de  Oi)assantpar 
l'origine  (la  discussion  de  ces  courbes  n'est  pas  demandée). 

3°  On  considère  l'aire  limitée  par  un  arc  de  la  courbe  o  = /"((o)  et  les  rayons  vecteurs  d'angles  polaires 
to,  et  0)2.  Représenter  la  valeur  de  cette  aire  par  une  intégrale  définie. 

Appliquer  la  formule  obtenue  cà  la  courbe  C  étudiée  au  1^  On  donnera  la  valeur  numérique  de  l'intégrale 
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obtenue  lorsque  l'arc  considf5ré  comprend  toute  la  courbe  et  Ion  indiquera  dune  naanière  précise  la  signifi- 
cation géométrique  de  cette  quantiti-. 

II.  —  2445.  On  considère  le  déterminant  Rn  d'ordre  ri  ayant  tous  les  éléments  de  la  diagonale  principale 
nuls  et  les  autres  égaux  à  1,  et  le  déterminant  D,  déduit  du  précédent  en  remplaçant  par  1  le  premier  élément 
de  lu  diagonale  principale. 

i»  Exprimer  I)„  et  Rn  en  fonction  de  D„_i  et  R„_i. 

2"  Déduire  des  formules  précédentes  l'expression  générale  de  D„  et  R„. 

Méranique. 

I  __  2446.  Ine  voitur»;  initialement  à  larrét  est  mise  en  marche  en  ligne  droite  sur  une  roule  plane  d'un 
mouvt-ment  uniforin''*ment  accéléré.  Au  bout  du  temps  T  elle  a  atteint  sa  vitesse  de  régime,  qu'elle  conserve 

ensuite. 

Les  roues  roulent  sans  glissement  pendant  tout  le  mouvement. 

1"  Déterminer  pour  une  des  roues,  h.  un  instant  t  (inférieur,  égal  ou  supérieur  à  T^  la  vitesse,  l'accélération 
tangenlielle  et  l'acoélt'ration  normale  du  point  M  de  la  roue,  qui  était  en  contact  avec  le  sol  à  l'instant  initial. 

2»  Indiquer  la  forme  générale  de  lliodographe  «lu  mouvement  du  point  M;  si  cet  hodographe  présente  un 
point  anguleux  en  donner  la  raison. 

N.   M.  On  pourra  prendre  comme  paramètre  auxiliaire  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  route  avec  la 

droite  qui  joint  le  centre  de  la  roue  au  point  M  dont  on  étudie  le  mouvement. 

II.  _  2447.  l'ne  <  oupe  a  une  paroi  intérieure  hémisphérique.  Le  grand  cercle  rebord  de  la  coupe  est 
d'épaisseur  négligeable  et  la  coupe  est  tenue  de  maiiii-re  (jue  1»'  plan  de  ce  rebord  soit  fixe  et  horiiontal. 

On  place  dans  la  coupe  une  aiguille  à  tricoter,  homogène,  pesante,  dont  l'épaisseur  est  négligeable  vis-à-vis 
de  sa  longueur. 

L'aiguille  peut  :  soit  porter  par  ses  deux  extrémités  sur  la  paroi  interne,  soit  porter  par  une  exlrémilc  sur 
la  piroi  et  s'appuyer  d'autre  part  sur  le  n'burd  des  extrémité.s  de  l'aiguille  sont  assimilables  à  des  points). 

1"  Déterminer  les  positions  d'équilibre  de  l'aiguille  en  suppo.sant  que  le  rebord  et  la  paroi  sont  parfaitement 

lisses.  Discuter. 

2"  Le  rebord  restant  parfaitement  lisse,  on  suppose  (|u'il  y  a  frottement  au  contact  de  l'aiguille  et  de  la 
paroi  interne.  Soit  ^=tg»  le  coefficient  de  frotttmcnt.  On  ne  considère  que  des  positions  d'équilibre  telles 
que  la  réaction  de  la  paroi  fasse  un  angle  juste  égal  à  i  avec  la  normale  au  point  ou  aux  points  de  contact. 

Déterminer  quelle  doit  être  la  valeur  de  f  pour  que  l'aiguille  puisse  tenir  en  équilibre  dans  les  conditions 
susdites  en  étant  inclinée  d'un  angle  donné  sur  le  plan  horizontal. 

On  examinera  les  divers  cas  possibles. 

N.  R.  —  On  suppose  que  l'aiguille  n'adhère  pas  à  la  coupe,  c'est-à-dire  que  les  deux  corps  se  séparent  sans 
le  moindre  efTort  tendant  à  les  écarter  l'un  de  l'autre. 

Calcul. 
On  considère  la  fonction 

^(x)  =  X  cosx  -f-  sin  (x H-  t)- 

1^  Calculer  sa  valeur  pour  les  valeurs  de  x  suivantes  : 

I).  Irr  WV  ^  =  ^^.1415926530.... 


2"  Pour    j=  ^jj,    calculer  la  valeur  de 


r{'-^iirm)-f^^'- 


Tous  les  résultats  doivent  être  donnés  avec  4  décimales  exactes  à  partir  de  la  première  décimale  non 
nulle.  (Si  le  calcul  direct  ne  donne  pas  l'approximation  voulue,  on  cherchera  à  transformer  les  expressions  à 
calculer.) 

Physique. 

1.  —  2448.  l  Devant  l'œil  .supposé  réduit  h  son  cristallin  de  convergence  c  et  ;\  une  distance  a  en  avant  de 
celui-ci,  on   place  un  verre  de  lorgnon  L  d'une  convergence  de  x  dioptries.  Au  travers  de   cette  lentille  L  et 
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P 


A- 


suivant  son  axe  on  regarde  un  point  fixe  A  situé  à  la  distance  7;  de  L.  On  fait  alors  glisser  la  lentille  L  parallè- 
lement à  son  plan  d'une  petite  longueur  e.  On  demande  les  déplacements  apparents  linéaire  et  angulaire  de 
l'image  du  point  A  vue  par  l'œil  resté  immobile.  Discuter  le  sens  du  déplacement. 

2°  On  se  propose  de  déterminer  la  convergence  x  de  la  lentille  L.  A  cet  effet  on  utilise  un  collimateur  P  et 
une  lunette  astronomique  Q,  centrés  sur  le  même  axe  comme  lindique  la  figure.  Dans  le  plan  focal  du  colli- 
mateur est  disposé  un  micromètre  au  A'^'"---  de  millimètre.  La 
^  '  1^  \       ^ — L__      lunette  possède  un  réticule  formé  de  deux  fils  parallèles  écartés 

;  t       T  T^        de  /■^'"  et  la  lunette  est  réglée  pour  la  vision  à  l'infini. 

Entre  P  et  Q,  et  sur  le  même  axe,  on  introduit  la  lentille  L. 
^^  On  demande  comment  il  faut  placer  une  lentille  auxiliaire  R 

entre  le  collimateur  et  la  lunette  pour  rétablir  la  vision  nette  du 

"!  micromètre  sans  modifier  le  tirage  de  la  lunette. 

:  0'  ^^  résultat  ayant  été  obtenu,  on  constate  que  n  divisions  du 

J  micromètre  s'insèrent   entre   les  deux    fils   du   réticule   de    la 

i  lunette.  Déduire  de  ce  résultat  la  convergence  x  de  la  lentille  L, 

les  convergences  ou  distances  focales  du  collimateur,  de  l'objectif 
de  la  lunette  et  de  la  lentille  auxiliaire  R  étant  supposées  connues. 

Examinant  d'abord  le  cas  où  les  deux  lentilles  \.  et  R  sont  convergentes,  on  discutera  ensuite  les  cas  où 
l'une  des  deux  lentilles  ou  toutes  les  deux  seraient  divergentes. 

30  Quel  serait,  dans  l'expérience  précédente,  l'effet  de  l'immersion  de  la  lentille  L  dans  une  petite  cuve  à 
faces  parallèles  renfermant  un  liquide  d'indice  N',  la  lentille  étant  faite  d'un  verre  d'indice  N?  La  cuve  et  ses 
parois  sont  supposées  infiniment  minces. 

40  On  fait  tourner  la  lunette  Q  de  90°  par  rapport  à  sa  position  primitive  de  manière  à  la  placer  en  Q'.  En 
outre,  on  dispose  entre  P  et  L  une  lame  transparente  T  à  faces  parallèles  de  manière  à  voir  dans  la  lunette 
l'image  du  micromètre  provenant  du  faisceau  lumineux  réfléchi  sur  la  face  avant  de  L.  Comme  précédemment, 
on  rétablit  la  netteté  de  l'image  du  micromètre  dans  la  lunette  au  moyen  d'une  lentille  auxiliaire  placée  en  R'. 
Montrer  comment  l'expérience  permet  de  déterminer  le  rayon  de  courbure  de  la  face  avant  de  la  lentille  L 
sur  laquelle  s'est  produite  la  réflexion.  Discuter. 
Application  numérique  pour  la  question  2°  : 

/— 5mm^  A;  =  5,  /l  ==  10. 

Distance  focale  du  collimateur  :  10*^™. 
Distance  focale  de  l'objectif  de  la  lunette  :  25<^"\ 
Convergence  de  la  lentille  R  :  10  dioptries. 

n.  —  Définition  et  mesure  de  l'intensité  de  la  pesanteur  en  un  point  du  champ  terrestre.  —  Résultats 
obtenus. 

Chimie. 

\.  —  Action  de  l'azote  sur  les  corps  simples. 

n.  —  2449.  On  soumet  à  l'action  de  l'effluve  électrique  de  l'oxygène  contenu  dans  un  récipient  de  2', 232 
maintenu  à  0°  sous  la  pression  de  TôO""™.  Après  le  passage  du  courant,  la  pression  est  devenue  égale  à  722™"". 

La  totalité  du  gaz  est  dirigée  à  travers  un  absorbeur  contenant  un  excès  d'iodure  de  potassium  en  solution 
légèrement  acidulée.  Le  liquide  ainsi  traité  est  épuisé  jusqu'à  décoloration  complète  par  plusieurs  additions  de 
sulfure  de  carbone.  Les  dilTérentes  portions  de  sulfure  de  carbone  sont  réunies  et  évaporées  à  basse  tempé- 
rature :  il  reste  un  résidu  solide  A. 

Le  corps  A  est  chauffé  dans  un  ballon  B  de  1'  contenant  20">«  d'hydrogène.  La  température  est  maintenue 
constante  à  500°  pendant  un  temps  suffisant  pour  que  la  réaction  atteigne  sa  limite,  puis  le  ballon  est  refroidi 
brusquement,  de  manière  à  le  ramener  à  la  température  ordinaire  sans  modifier  l'état  chimique  atteint  à  500°. 

On   ouvre  le  ballon  sur  la  cuve  à   eau,  et  on  titre,   au  moyen  d'une  solution  d'hyposulfite  contenant 

j^  de  molécule  par  litre,  le  liquide  qui  a  dissous  les  produits  solubles  contenus  dans  le  ballon.  11  faut  employer 

47cm3  7  jg  liqueur  titrée  d'hyposulfite. 
On  demande  : 

1°  le  rendement  en  ozone  dû  au  passage  de  l'effluve; 
20  la  nature  et  le  poids  du  solide  A  ; 

3"  la  composition  en  poids  et  la  nature  des  gaz  contenus  dans  le  ballon  B  à  500°; 
4°  la  pression  totale  des  gaz  à  500°; 
5°  la  concentration,  en  molécules  par  litre,  de  chacun  des  gaz  à  500o; 
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6"  le  degré  de  dissociation  de  l'acide  ioilhydrique  à  500". 

On  admettra  que  tous  les  produits  gazeux  se  comportent  comme  des  gaz  parfait:».  Le  coefGcient  de  dila- 
tation des  gaz  sera  pris  égal  à  â~i-  Le  volume  de  32"  d'oxygène  à  0»  et  700""°  est  22', 32. 
Poids  atomiques  :  11  =  1,  0  =  16,  1  =  12' 


:/. 


DEUXIEME    PARTIE 


r.FOMKThii:    ANAI.VTIOUE 


2240.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj/,  un  point  \  sur  Ox  d'abscisse  a  (a  >  0)  et 
une  droite  (D)  passant  par  /»•  point  A  et  ayant  pour  pente  vi. 

1°  Former  l'équation  d''  la  conique  (S)  qui  a  pour  foyer  le  point  0,  pour  directrice  corrfspondunle  la 
droite  (D)  et  pour  excentricité  le  nombre  k,  donné  positif. 

2°  On  fait  varier  m,  les  coniques  (S)  ftrment  un  faisceau.  Montrer  que  par  tout  point  du  plan  pa<fent 
deux  coniques  de  ce  faisceau.  Condition  pour  quelles  soient  réelles.  Condition  pour  que  les  directrices  (D) 
correspondantes  soient  perpendiculaires. 

3°  Montrer  que  les  deux  asymptotes  de  chaque  conique  (S)  passent  chacune  par  un  point  fixe. 

A"  Une  conique  (S)  rencontre  Ox  en  M  et  N.  Un  cercle  quelconque  passant  par  M  et  N  rencontre  (S)  en 
deux  points  P  et  Q.  Déterminer  le  cercle  de  façon  que  la  droite  FQ  passe  par  le  point  0,  et  trouver  le  lieu 
du  centre  de  ce  cercle  quand  m  varie. 

5°  Dans  les  mêmes  conditions  trouver  le  lieu  des  points  P  et  Q.  Construire  ce  lieu  en  coordonnées 
polaires. 

1.  Soit  Mfj-,  y)  un  point  quelconque  de  la  conique  (S),  et  soit  MH  la  distance  de  ce  point  à  la 
droite  (D);  on  doit  avoir 

J[^,  =  A-,  ou  HÔ'  =  Â» .  MU'. 

Or  M0»^x«4-y«,  Mïï»  =  [y -"*<^ -")]'; 

par  suite,  l'équation  de  la  conique  est 

''  1  -h  m^ 

OU 

(1)  (ar«-hy«)(H-m»)  — Â»[t/  — ni(x  — a)]«  =  0. 

2.  écrivons  que  celle  conique  passe  par  un  point  quelconque  P{x^,  y^)  du  plan,  nous  oMenons 
l'f^qualion 

{Tl-hyl){l-^m')-k'[y^-m{x,-a)Y  =  0, 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  h  m, 

(2)  m» [xl  -+-  yl  -  k'{x,  -  a)«]  -+-  2m A'(x„  _  a)  y,  -+-  x»  -^  y\  -  A-«yJ  =  0. 

Celle  équation  est  du  deuxième  degré  par  rapport  h  m\  à  chaque  racine  de  celle  équation  corres- 
pond une  conique  (S),  passant  par  le  point  P. 

pour  <|ue  ces  coniques  soient  n-elli-s.  il  faut  ijut-  !••>  racines  de  léqualiun  en  m  soient  réelles  :  ceci 
nous  donne  la  condition 

^M'.  -  « AVÎ  -  [arJ-H  yj  -  A'u,  -  ,i)']  [xj  -+-  y»  -  A'v»]  >  0, 

ou,  en  simpliliant  el  en  divisant  par     xj-hyî, 

k\x,-aY^yl]-{x\-^y\)      0, 
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ou  (3)  (k^  —  i)[xl-hyl)  —  ^ak%^a^k'>0.  / 

Cette  inégalité  exprime  que  le  point  P  doit  être  dans  la  région  positive  de  la  courbe  définie  par 
l'équation 

{k^  —  1)  (a-2  -h  y2)  _  2ak'-x  +  aH-'-  =  0. 

Supposons  d'abord     k^  —  1:?£:0.     Celte  équation  peut  s'écrire 

Elle  représente  un  cercle  (C)  qui  a  pour  centre  le  point     (  J''  '  .  ,  0)     et  pour  rayon     ,- ,»  • 

La  région  positive  de  ce  cercle  est  la  région  extérieure  si  k^ — 1  >  0,  c'est-à-dire  si  les 
coniques  (S)  sont  des  hyperboles,  et  la  région  intérieure  si  k-  —  1  <  0,  c'est-à-dire  si  les  coniques  (S) 
sont  des  ellipses. 

En  conséquence,  pour  que  les  deux  coniques  (S)  qui  passent  par  le  point  P  soient  réelles,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  point  P  soit  à  l'extérieur  du  cercle  (C)  si     k  >  1,     et  à  l'intérieur  si     k  <  l. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  cercle  (G)  est  l'enveloppe  des  coniques  (S)  quand  m  varie, 
puisque  l'équation  du  cercle  (G)  s'obtient  en  écrivant  que  l'équation  de  la  conique  (S)  a  une  racine 
double  en  m. 

Si     k=:  1,     c'est-à-dire  si  les  coniques  (S)  sont  des  paraboles,  Linégalité  (3)  se  réduit  à 

—  2.a?o  -f-  a  >  0  ; 


a 


elle  exprime  que  le  point  P  est,  par  rapport  à  la  droite     x  =  ^,     du  même  côté  que  lorigine. 

Pour  que  les  directrices  des  coniques  (S)  qui  passent  au  point  P  soient  rectangulaires,  il  faut  que 
les  racines  de  l'équation  (2)  aient  un  produit  égal  à     —  1;     nous  obtenons  ainsi 


^0  +  Vo  —  /'"■?/o 


xl-^'A~k'{x„~a)- 
et  par  suite,  le  lieu  du  point  P  a  pour  équation 

{x'-+-y'){k'~^2)  —  'Èak^x-ha'k^  =  0.    " 

-                                                                                                                           /    ak^         \ 
Si     k^\J'2^     cette  équation  représente  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point      (  .^ ■  ^^ ,  Oj      et 

pour  rayon     .  , ^ '_^ ^^ . .     Si     k^\j^,     elle  représente  une  droite  perpendiculaire  à  Ox  et  passant  par  le 

milieu  de  OA. 

3.  Les  directions  asymptotiques  de  la  conique  (S)  sont  définies  par  l'équation 

[x^  +  j/2)  (1  H-  m^)  —  k^  {y  —  mx)^  =  0  ; 
en  y  remplaçant  x  par  1  et  y  par  /,  nous  obtenons  l'équation 

f 2  (1  -h  m^  —  là)  -h  'ïk^ml  -j- 1  +  /n-  —  khn^  =  0 
qui  admet  pour  racines  les  pentes  des  asymptotes.  Or  ces  racines  sont  rationnelles  par  rapport  à  m,  car 
la  quantité  sous  le  radical  est     {k^  —  1)  (1  -h m-)-;     elles  ne  sont  réelles  que  si     ^'  >  1,     ce  qui  était  à 
prévoir,  et  elles  ont  pour  valeurs 

—  khn  ±{i-{-m^)  y/F^n:  —m{li'-{-i)±li{i-hm') 

iH-m^  — /t^  ®"  m'  — li- 

en posant    h^  =  k'^  —  1. 

Prenons  par  exemple  le  signe  -h;  on  peut  écrire 

—  m  (/i^  -h  1  )  -h  /«  (  1  -h  ni-) mh{m  —  h)  —  m-h  /i m  h  —  1 . 

m^  —  h^  "~  VI-  —  fi-  ~~  m  -f-  h  ' 

l'autre  racine  s'en  déduit  en  changeant  h  en     — h. 
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Comme  l'asymplole  d'une  hyperbole  est  le  diamètre  conjugué  de  sa  propre  direction,  l'équation  de 

l'asymptote  qui  a  pour  pente 

mh  —  1  .  /.'    ,   nih  —  1  ,' ^ 


m 


f{Xy  y)  désignant  le  premier  membre  de  l'équation  (l). 

Cette  équation  peut  s'écrire,  en  posant     I»  =  t/  —  m  (x  —  a), 

X (1 -+- m«) -^  it*mP -4- '-^J^  [y  (H- m')  -  A-«P:  =  0. 

oa 

(l  _^  ,„2)  [x(t/i  -+-  A)  -4-  7  {mh  —  1  j]  -f-  A-»P(l  -h  m')  —  0, 

ou,  en  divisant  par     ni*  -^  1 , 

/ix(l  —  »iA)H-A(m-f-A)«/-f-ma(l-l-/i*)  =  0.       ^ 

Comme  cette  équation  renferme  le  paramètre  m  au  premier  degré,  l'asymptote  passe  par  un  point 
fixe,  et  pour  avoir  les  coordonnées  de  ce  point,  nous  égalons  à  zéro  le  coedicient  de  m  et  le  terme  indé- 
pendant :  ceci  nous  donm- 

—  A»ar-+- Al/ -+- a (1 -+-/!')  =  0,  hx-^hhj  —  ^. 

'Nous  en  tirons    x  =  a,     i/  =  — î;     ce  sont  les  coordonnées  du  point  fixe. 
Comme  la  deuxième  asymptote  s.-  dé.luit  d.-  la  i)romière  en  changeant  h  en     —  /i,     elle  passe  par  le 
point  hxe     x:=a,     ?/  =  /,  * 

4.  Une  droite  quelconque  passant  par  l'origine,  ux-+-  uj/  =0,  rencontre  la  conique  (S)  en  deux 
points  P  et  0  et  l'équation  générale  des  ccmiques  passant  par  les  points  M,  N,  P.  Q  est 

(x»  -h  î/«)  (1  -h  m»)  —  fr*(î/  —  WT  -h  ma)''  -+-  t/(ux  -4-  ly)  =  0. 
Écrivons  que  celle  équation  représente  un  cercle,  nous  trouvons  facilement 
(4)  ti  =  —  "ik'm,  »  =  A»(l  —  TM»), 

et  l'équation  du  cercle  s'éoril 

(jî  4_  yi)  (1  -f-  j/j«  _  mU-')  -4-  "lamk^mx  —  j/  —  A*n*m*  =  0. 

Le  centre  a  pour  coordonnées 

Pour  avoir  h-  lien  de  et"  point,  nous  éliminons  m  entre  ces  doux  equalious.  Nous  avons  d'abord 
Ez=  —  m      puis  en  remplaçant  m  par     —  -     dans  l'une  des  deux  équations,  nous  obtenons 

y         '  '  y 

x^k*  —  i)  —  y*  —  ak*x  =  0. 
Cette  équation  rcprést-nle  une  conique  ayant  pour  axe  Ux,  pour  sommet  l'origine  el  qui  a  même 
genre  que  la  conique  (S). 

5.  Kemplai.'ons  u  et  v  par  les  valeurs  i\),  l'équation  de  la  droite  PQ  s'écrit 

y tvi 

et  les  points  P,  0  peuvent  être  delinis  comme  les  points  de  rencontre  de  celle  droite  el  de  la  conique  (S). 
On  aura  donc  le  lieu  demandé  eu  éliminant  m  entre  les  équations  (5)  et  (2). 

Mais  si  nous  désignons  par  c.  l'angle  de  PQ  avec  0*,  l'équation  (5)  nous  donne     tg«"=|_^«.     et 
nous  montre  (|ue     m  =  tg'^;     par  suite,  pour  avoir  l'équation  du  lieu  en  coordonnées  polaires,  il 
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suffit  de  remplacer  dans  Téquation  (1)  m  par  tg-^,  a;  par  p  cosw  et  y  par  osinw.  Nous  obtenons  ainsi 


ou,  en  multipliant  par  cos^^ 


(  1  -+-  tg'  ^  j  =  ^'^  [p  sin  co  —  tg  ^  (p  cosco  —  a)\  , 

,     , ,  r    .0)        .   oj  1  ^ 


nous  en  tirons  les  deux  équations 

p  =  /:sin|(p  +  a), 


p  =  — A-sin|(p+  a) 


Comme  la  seconde  se  déduit  de  la  première  en  changeant  co  en    oj-t-27r,     ces  deux  équations 
représentent  la  même  courbe.  Nous  discuterons  la  première,  qu'on  peut  écrire 


ak  sin 


co 


ou,  en  posant    k-= 


P 


?=■ 


j     .     co 

Asm  2 


.     co 


P 


.    co 
sin^ 

ma 


Si  Ton  change  co  en  4:r-|-co,  p  ne  change  pas;  donc,  pour  avoir  toute  la  courbe,  il  suffit  de  faire 
varier  co  dans  un  intervalle  arbitraire  (i)  d'étendue  égale  à  hnz.  Si  l'on  change  co  en  Sti  —  co,  p  ne 
change  pas,  donc  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oa?.  Pour  éviter  de  construire  des  portions  de 
courbes  symétriques,  il  faut  décomposer  l'intervalle  (i)  en  deux  intervalles  tels  qu'à  toute  valeur  a  du 
premier  corresponde  la  valeur  °L-k  —  a  du  second,  ou  qu'à  toute  valeur  u  —  0  du  premier  corres- 
ponde la  valeur  tt-hO  du  second.  Nous  prendrons  pour  intervalle  (i)  l'intervalle  (z  —  Su,  tt-i-^::), 
et  nous  le  décomposons  en  deux,  (u  —  Su,  tt)  et  (tc,  ttH-St:).  On  voit  alors  immédiatement  qu'à 
toute  valeur    7t  —  6     du  premier  correspond  la  valeur    ir-i-O    du  deuxième. 

Il  suffira  donc  de  faire  varier  co  dans  l'un  de  ces  intervalles,  par  exemple  le  premier  ( — :r,  -f-it), 
de  construire  la  courbe  correspondante,  puis  de  prendre  la  symétrique  par  rapport  à  Oo?. 

La    fonction    p    est    discontinue    pour    les   racines   de    l'équation 

p  — sin^=iO;     cette  équation  admet  des  racines  seulement  si    p^l, 


ou  SI 


Enfin  on  a 


P  = 


ap  coSg 


l(^/j-sinî') 


Premier  cas.    p  >  1,    /c  <  1. 
p  est  continu  pour  toutes  les  valeurs  de  co,  et  l'on  a  les  variations  suivantes 


(0 

"^~"  7^ 

0 

-\-- 

a 

/ 

0 

/ 

a 

p 

p-hl 

p-i 

la  courbe  correspondante  est  figurée  en  trait  plein;  les  tangentes  aux  points  P  et  Q  sont  perpendicu- 
laires à  Ox. 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  à  Ox,  on  obtient  toute  la  courbe. 
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Deuxième  cas.    /^=1,     A  =  l. 

.y 


bJ 


P 


0 


9 


/         0         / 


La  branche  infinie  est  parabolique,  car  on  a 

X'  =  ç  Sin  (oj  —  •::)  =  — 


a  sin  — sinoj 


/  ou,  en  posant     (o  =  :r  —  <{., 

1/  flCOSàSin;^ 

X  = 


1  —  cos^ 


I  —  sin^j 


a  cosj^  sini 


:2sin*| 
4 


et   l'on  voit  que  x'  est  infini  pour     ^  =  0.      La  courbe  a  donc  des  branches  paraboliques  dans  la 
dircclifin     (.)  =  ■»:. 

Troisième  cas.    /^<1,    ou    A>1. 

11  existe  alors  un  angle  aigu  ^  tel  que  l'on  ait    sin*  =  /^;     *  étant  compris  entre  0  et  g,  a  sera 

compris  entre  0  et  it. 
Nous  avons  alors 


n  sin- 


sin^, -sin^ 


et  les  variations  .suivantes 


0 


sin -H-  1 


Z'       0       /       -i-x 


X         / 


a 


sin^— 1 


r  1  - 

Nous  avons  conslruil  la  courbe  t;n  supposant     a  <  \     "U     p<-_,     ou     /.>\2. 

Cherchons  si  les  branches  infinies  L  et  L'  ont  une  asymptote.  Nous  avons 

n  sin  â  sin («o  —  a) 


x'=  p  sin(w  —  »)  = 


.a         .    (t> 
sin^  — sin^ 


M  —  a         (■)  —  » 


H(nipIa(;ons     sin(«i) — a)     par     iJ  .sin — ^ — ^"^^^  ^     ' 
.y 


v\ 


puis    par      \  sin — j 


o)  —  z         0»  —  a        ta  —  a . 
COS ; COS » 


et     sin-  —  siii  .     par   "Ism — ^ — cos  — 
haut  et  bas  par    2sin-  v-   ,     ti  l'on  a 


4      —     2 

^j^'.     «>n   peut  alors  diviser 


X  = 


—  2a  sin  3  cos  — i —  cos — ^r— 
2  4  2 


cos- 


«-4-  u» 


Pour     «..  =  «,     x'     a     pour    limite     — ^'^^Ri*     L.  équation    de 

l'asymptote  est  p  sin(ù)  —  «)  =  —  2a  tgg; 

Cette  droite  rencontre  Ox  en  un  point  I  qui  n  pour  abscisse ; 

cos«| 

ce  point  est  compris  entre  P  et  ij. 
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Pour  étudier  la  position  de  la  courbe  par  rapport  àTasymptote,    nous  cherchons  le  signe  de 

x'  -f-  2a  tg^     pour  les  valeurs  de  w  voisines  de  a.  Nous  avons 

.a        oj-|-a         .oj         w  —  a         co  —  a 
tsTciCOS — -, sin  jr  cos  — -, —  cos — â, — 

:r+2atgg  =  2a. ^^^-^^ ; 

co«ï — -, — 
4 

le  dénominateur  du  second  membre  est  positif  pour  les  valeurs  de  o)  voisines  de  a.  Quant  au  numé- 
rateur, c'est  une  fonction  continue,  qui  s'annule  pour  co:=a,  et  dont  la  dérivée  prend  une  valeur 
négative  pour  o)  =  a.  Donc  cette  fonction  est  décroissante  aux  environs  de  a,  elle  est  positive  pour 
w  <  a    et  négative  pour    co  >  a. 

Par  suite,  la  branche  L  qui  correspond  à  co  <  a  est,  par  rapport  à  l'asymptote,  du  côté  des  x' 
positifs,  et  la  branche  L'  du  côté  des  x'  négatifs. 

L'aspect  de  la  courbe  est  un  peu  différent  si     /.■  <  ^2- 

Enfin  si  k  =  \/2,  c'est-à-dire  si  les  coniques  (S)  sont  des  hyperboles  équilatères,  *  est  égal  à  ^ ,  et 
les  deux  asymptotes  sont  confondues  suivant  une  perpendiculaire  à  Ox. 

Remarques  géométriques. 

2.  Cherchons  à  déterminer  les  coniques  (S)  qui  passent  par  un  point  donné  P.  Supposons  le 
problème  résolu  et  soit  (D)  la  directrice  d'une  conique  (S)  passant  au  point  P» 
Joignons  OP  et  abaissons  PH  perpendiculaire  sur  (D).  Nous  avons 

PO       ,  „„      OP 

ceci  montre  que  la  droite  (D)  est  tangente  au  cercle  (C)  qui  a  pour  centre  le  point 

D     f  OP 

P   et    pour  rayon   — r-. 

Du  point  A  on  peut  mener  deux  tangentes  à  ce  cercle;  il  y  a  donc  deux  coniques  (S)  passant  au 
point  P. 

Pour  que  ces  coniques  soient  réelles,  il  faut  que  le  point  A  soit  extérieur  au  cercle  (C),  et  pour 
cela  il  faut  que  l'on  ait 

AP>FH,  ou  ^P>X' 

ou  enfin  PO       , 

PO 

Le  lieu  du  point  P  tel  que  l'on  ait     -r—:=k    est  un     cercle    (y)    ayant    son    centre    sur  OA   et 

rencontrant  OA  en  deux  points  E  et  F  tels  que  l'on  ait 

W=  =  k  ^=-k 

EA        '  FA 

Si    A"  <  1,    le  point  0  est  entre  E  et  F,  et  lorsque  k  diminue,  les  points  E  et  F  se  rapprochent  du  point  0. 

PO 
On  en  conclut  que  les  points  P  pour  lesquels     p^  <  k    sont  à,  l'intérieur  du  cercle  (y). 

Si    A  >  1,     lepointA  est  entre  Eet  F,  et  lorsque  4- diminue,  les  points  E  et  F  s'éloignent  du  point  A» 

PO 
Par  suite,  pour  qu'on  ait     pr  <^y     ^^  ^^^^  ^^^  le  point  P"soit  extérieur  au  cercle  (y). 

PO 
Enfin  si     k  =  l,     la  condition     ôt  <  ^     exprime  que  le  point  P  est  par  rapport  à  la  perpendicu- 
laire au  milieu  de  OA  du  même  côté  que  le  point  0. 
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Pour  que  les  directrices  des  coniques  (S)  passant  au  point  P  soient  perpendiculaires,  il  faut  que  les 

tangentes  issues  de  A  au  cercle  (C)  soient  perpendiculaires;  pour  cela,  il  faut  qu'on  ail     .\P  =  PH  ^2, 

PO        k 
ou        -  =  ^.     Le  lieu  du  point  P  est  un  cercle  ayant  son  centre  sur  OA. 
PA       v2 

3.  Cherchons  maintenant  les  asymptotes  de  la  conique  (S)  qui  a  pour  directrice  la  droite  (D). 

L'axe  focal  est  la  perpendiculaire  011  à  (D),  et  si  l'on  désigne  par  a,  b  les  demi-axes  de  l'hyperbole 


(c  =  yja^  -+-  b^).     et  par  cj  son  centre,  on  a 


»       c' 


c 


et 


0( 


A^ 


OH  ~ c*  —  a* ~ F—  1  • 


00)  = 


OH. 


Or,  on  a 


et 


Comme  le  point  H  se  déplace  sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  OA,  le  lieu  du  point  w  est  le  cercle 

(P)  de  diamètre  01,  tel  que    01  =  0.\.  ^^^137. 

On  sait  que  les  directrices  d'une  hyperbole  passent  par  les  projections  des  jfoyers  sur  les  asymp- 
totes; par  suite,  pour  construire  les  asymptotes  de  la  conique  (S),  nous  tra- 
çons le  cercle  (F,)  qui  a  pour  diamètre  Ow;  ce  cercle  rencontre  (D)  aux  points 
J  et  J';  les  asyinptott.s  sont  les  droites  i.>J  et  ojj'. 

Soient,  d'autre  part,  L  et  L'  les  points  du  cercle  (P)  qui  se  projettent 
en  A  sur  01;  je  vais  montrer  que  les  asymptotes  toj  et  oJ'  passent  respective- 
ment par  les  points  L  et  L'. 

l'our  cela,  il  suflil  d'établir  que  les  angles  0(oJ  et  OoL  sont  égaux,  ou 
que  les  arcs  OJ  et  OL  ont  le  même  nombre  de  degrés,  ou  encore  que  les 
cordes  OJ  et  OL  sont  proportionnelles  aux  diamètres  des  cercles  corres- 
pondants. 

Oj^  =  oh.o<.., 

ÔJ^_OH.O..._0^ 

(5L'~  OA.oi  ~  or' 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  j»eut  d'ailleurs  remarquer  que 

ou     AL —  -  .    -    -,     ce  qui  rorrcsiiuml  bien  ;iii  ii-sultal  obtenu  dans  la  solution  analytique. 

V  ^   ^^'  i 

5.  Kniin.  on  peut  obtenir  très  simplement  l  cqualion  en  coordonnées  polaires  du  lieu  des  points  P 

et  Q.  Il  suflit  de  remarquer  que  les  cordes  PQ  .1  MN  sont  également  inclinées,  mais  en  sens  contraires 

sur  les  axes  de  la  conique  (S).  On  est  donc  rann-né  à  trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  cette 

conique  et  de  la  droite  symétrique  de  OA  par  rapftorl  à  l'axe  focal. 

Soit  i)U  la  symétrique  de  (»A  par  rapport  .'i  l'axe  focal  OH,  et  soit  M  ud 

OM 
point  du  lieu,  a>anl  pour  coordonnées  polaires  p  et  o>.  Nous  avons     jg^  =Ar; 

or 

On  a  donc 


OL'  =  OA.OI 

a[_Oo> 
ol""oi 


Ml'  =  MHsin    =  (a-h  £)sinâ 
—  =  k. 


a^-p)smj 


ou 


aAsin^ 


f  — 


Asin 


ta 


c'est  l'équation  obtenue  plus  haut. 


I*iF.KHK  VlVIKll,  Ivcée  d'Orléans. 
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ECOLE  NAVALE 


Premier  concours  de  1918. 


Algèbre,  analyse  et  trigonométrie. 

I.  —  2450.  1°  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

L  désignant  le  logarithme  népérien,  et  construire  la  courbe  représentative  (C)  rapportée  à  deux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy. 

2"  Les  tangentes  à  la  courbe  (C)  aux  points  M  et  M'  coupent  l'axe  Oy  aux  points  T  et  T'  :  montrer  que  la 
longueur  de  l'arc  MM'  est  égale  à  la  distance  TT'. 

3°  Calculer,  en  fonction  des  abscisses  des  points  M  et  M',  l'aire  comprise  entre  la  courbe  (C),  l'axe  Oy  et  les 
segments  MT,  M'T', 

II.  —  2451.  On  suppose  que  l'expression 

f{x)  =  cos3a?  +  a  cos2a;  +  6  cos.r  +  c, 
qui  peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  en  cosa:,  s'annule  pour    x  =  tx.,    x=p,    a;  = -;;     «,  ,3,  y  dési- 
gnent trois  arcs  dont  les  extrémités  sur  le  cercle  trigonométrique  sont  distinctes. 
1°  Calculer  a,  b,  c  en  fonction  de  cosa,  cos^,  cosy. 

\ 

2°  Trouver  une  fonction  primitive  de>r-r- 

Géométrie  analytique. 

2452.  —  Dans  un  plan  on  donne  un  cercle  fixe  (A)  tangent  aux  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy. 

1°  Un  cercle  variable  (B),  dont  le  centre  parcourt  l'axe  Ox,  passe  par  un  point  fixe  P,  donné  sur  l'axe  Oy. 

Démontrer  que  le  lieu  des  centres  de  similitude  des  cercles  (A)  et  (B)  est  une  conique.  Discuter  la  nature 
de  cette  conique,  et  démontrer  que  ses  directions  asymptotiques  restent  conjuguées  par  rapport  à  deux  direc- 
tions fixes  lorsque  le  point  P  se  déplace  sur  Oy.  —  Dans  le  cas  où  le  lieu  est  une  hyperbole,  déterminer  ses 
asymptotes;  dans  le  cas  où  il  est  une  parabole,  déterminer  son  axe  de  symétrie,  son  sommet  et  son  foyer. 

2°  On  mène  au  cercle  (A)  une  tangente  variable  (D)  et  par  l'origine  des  coordonnées  une  droite  (A)  dont  le 
coefficient  angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  (D).  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
droites  (D)  et  (A). 

Ce  lieu  comprend  une  conique;  démontrer  que  d'un  point  quelconque  de  cette  conique  on  voit  sous  deux 
angles  égaux  la  portion  de  droite  joignant  ses  deux  foyers,  et  le  cercle  (A). 

Mécanique. 

2453.  —  Un  point  pesant  M  de  masse  m  est  assujetti  à  rester  sur  un  cercle  0  dont  le  plan  est  vertical  et 

dontlerayon  est  R.  Il  est  de  plus  attiré  par  un  point  fixe  A  proportionnellement  à  sa 
distance  à  ce  point.  Le  point  A  est  dans  le  plan  du  cercle;  il  est  déterminé  par  la 
longueur  OA  =  /  et  par  l'angle  a  que  forme  OA  avec  la  verticale  ascendante  Ou-  du 
point  0.  La  force  d'attraction  est  mio-.AM  (oj  étant  une  constante).  Il  n'y  a  pas  de 
frottement. 

1°  Déterminer  les  positions  d'équilibre  du  point  M  par  la  valeur  de  l'angle  0 
formé    avec  Ox  par  le  rayon  aboutissant  à  chaque  position  d'-équilibre.  Montrer  que 
l'une   des  positions  d'équilibre   est  stable,  c'est-à-dire  que   si   on  écarte  un  peu  le 
point  M  de  cette  position  les  forces  tendent  à  Ty  ramener.  Trouver  en  ce  point  la  réaction  du  cercle. 

2°  On  suppose  le  point  A  sur  Ox  (a  =  0,  el  l  ayant  une  valeur  telle  que  la  position  d'équilibre  stable 
soit  B,  le  point  le  plus  haut  du  cercle).  On  place  le  point  M  sans  vitesse  en  un  point  Mo  du  cercle  à  une  dis- 
tance y„  du  diamètre  horizontal  yy'.  Démontrer  par  le  théorème  de  la  force  vive  que  le  point  M  passera  i>ar  15 
et  atteindra  sans  vitesse  le  point  M,  symétrique  de  M„  par  rapport  à  Ox,  et  oscillera  indéfiniment  entre  M„etM,. 
Trouver  sa  vitesse  en  B.  —  Examiner  le  cas  des  petites  oscillations. 

30  Montrer  que  l'on  peut  placer  le  point  fixe  A  sur  Ox  en  une  position  telle  que  le  point  M,  étant  lance 
de  Mo  avec  une  vitesse  tangentielle  quelconque  -0,  parcoure  indéfiniment  le  cercle  d'un  mouvement  uniforme. 
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Calcul. 
Calculer  les  angles  A,  A',  B,  B',  C,  C,  compris  entre  0'  et  ISO»,  donnés  par  les  formules 

à-^  =  cjOo-^-a,  tg^-^  =  colgacos^,  L+-§!  =  gO"  +  6,  iglLzl' =  col«6  cos?. 


C-+-C'                               ,   C  — c          .                          ,           2  v/cospcosip  — '«)  cos\/)  — /^i  cosiD  —  c) 
ii+il  =  90o-f-c,  tg-^  =  cotgccos'^.  tg?  =  -5^^î^ sinasm6sinc ^ ' 

a  -H  6  4-  c  =  2p, 

ni  vérifier  que  les  valeurs  obtenues  satisfont  aux  relations 

sinA       sin  B sinC 

sin  A'  ~"  sin  B'      sinC 

On  pose 

0  =  25»  13' 25",  6  =  40^  28' 14",  =  58»  43' H". 

Épure, 

Prendre  comme  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille. 

On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  triangle  ABC  tout  entier  à  gauche  du  grand  axe  de  a 
euillo.  A  est  à  Q""",  B  à  !•"»,  C  à  S"""  de  ce  grand  axe.  A  et  B  ont  pour  éloignement  3«"»  et  C,  il'">.  Ce  triangle  esl 
la  base  d'une  surface  prismatique  dont  les  arêtes  AA',  BB',  CC  sont  des  droites  de  front  inclinées  h  45"  sur  le 
plan  horizontal  et  telles  qu'on  s'élève  sur  elles  de  pauche  à  droite. 

Une  sphère  a  pour  centre  le  point  qui  est  situé  dans  le  plan  de  profil  du  grand  axe  de  la  feuille,  a  pour  éloi- 
gnement 7""  et  pour  cote  4"".  Cette  sphère  est  tangente  à  l'arête  AA'. 

Ile[)ri'senter  la  portion  solide  de  la  sphère  située  au-dessus  du  plan  horizontal  do  projection  et  intérieure 
à  la  surface  prismatique. 

Physique. 

I.  -  2454.  Dans  un  appareil  de  Dulong  et  Petit,  pour  la  mesure  de  la  dilatation  absolue  du  mercure,  les 
tleux  tubes  verticaux  sont  régulicn^menl  cylindriques;  leur  section  est  de  7'^'"-.  Le  tube  horizontal  qui  les  relie 
à  la  paitie  inférieure  a  un  volume  négligeable  ;  il  est  muni  d'un  robinet  qui  permet  d'établir  ou  de  supprimer  la 
communication  entre  les  deux  tubes  verticaux. 

1"  Le  robinet  étant  ouvert,  et  la  température  des  deux  tubes  étant  0',  la  hauteur  du  mercure  dans  chaque 
tube  »;sl  de  120''"'.  On  ferme  le  robinet  et  l'on  pnrle  l'un  des  tubes  à  140".  De  combien  s'élève  dans  ce  tube  le 
niveau  ilu  mercure? 

2"  On  ouvre  ensuite  le  robinet.  De  combien  varie  chacun  des  niveaux?  Quelle  quantité  de  mercure  passe 
•l'un  lube  à  l'autre  et  dans  quel  sens  passe-t-elle  ? 

Coefllcient  de  dilatation  absolue  du  mercure  :  n.00(»lS2. 

Coeriicient  de  dilatation  linéaire  de  la  substance  dr-s  tubes  :  O,OUO0O7. 

Densité  du  mercure  ;  13,6. 

II.  —  2456.  Démontrer  l'existence  et  calculer  la  position  des  foyers  et  des  plans  principaux  du  système 
optique  constitué  par  une  sphère  pleine  en  verre,  plongée  dans  l'air,  en  ne  considérant  que  des  rayons  peu 
inclin 's  sur  un  diamètre  de  cette  sphère,  formant  axe  du  système. 

t'.alculer  la  diniension  de  l'image  du  .Soleil  fournie  par  ce  système  quand  le  diamètre  considéré  est  dirigé 
Ters  le  centre  du  Soleil. 

Hayon  de  la  sphère  :  20''".  Indice  du  verre  :  1,52.  Diamètre  apparent  du  Soleil  :  ^  degré. 


Deuxième  concours  de  1918. 


Algèbre  et  analyse. 
i.  —  2456   On  considère  la  fonction 


y  =.T.  log 


x"-Pl 


Ijc  signe  log  signitle  logarithme  népérien,  et  \a   représente  la  valeur  absolue  dé  a. 
Étudier  les  variation»  de  la  fonction  et  construire  la  courbe  reprÔMentative. 
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Calculer  l'aire  limitée  par  l'axe  des  x  et  par  la  portion  de  la  courbe  située  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Le 
calcul  devra  être  fait  à  1°™-  près.  L'unité  de  longueur  est  le  décimètre. 
Montrer  que  la  fonction  donnée  est  une  intégrale  de  l'équation 

x{x -\-  {)y'  =  [x -\-  \)y  +  X. 
Intégrer  cette  équation. 

H.  —  2457.  A  une  valeur  donnée  de  la  quantité  complexe  Z  correspondent  trois  valeurs  delà  quantité  com- 
plexe z  telles  que  Z  =  z^.  On  i-eprésente  chaque  nombre  complexe  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  la 
partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  de  ce  nombre. 

Déterminer  un  point  A  représentant  Z  tel  que  si  on  appelle  B,  G,  D  les  points  qui  représentent  les  valeurs 
correspondantes  de  ;,  les  quatre  points  forment  un  pai'allélogramme. 

Géométrie  analytique. 

\.  —2458.  Soient  0,r,0(/  deux  axes  rectangulaires,  P  un  point  de  leur  plan,  %,  |3  ses  coordonnées.  Former 
l'équation  d'une  conique  (S)  satisfaisant  aux  trois  conditions  suivantes  :  elle  passe  par  l'origine  0  des 
coordonnées;  elle  admet,  comme  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  Ox,  la  corde  joignant  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  du  point  P  à  la  conique  (G)  ayant  pour  équation  x-  —  2!/  =  0;  elle  admet  enfin 
comme  diamètre  conjugué  des  cordes  parallèles  à  Oy,  la  corde  joignant  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  du  poiut  P  à  la  conique  (G')  ayant  pour  équation     y-  —  2x  =^  0. 

A  tout  point  P  correspond  ainsi  une  conique  (S).  Étudier  comment  varie  le  genre  (ellipse,  hyperbole, 
parabole)  de  (Sj  suivant  la  position  de  P. 

Déterminer  le  lieu  que  doit  décrire  P  pour  que  (S)  soit  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  se  coupent  sous 
un  angle  donné  6.  Ge  lien  est  une  conique  dont  on  demande  les  axes  et  l'équation  réduite. 

Trouver  l'équation  de  l'enveloppe  de  celles  des  coniques  (S)  qui  sont  des  paraboles. 

IL  —  2459.  Les  axes  Ox,  Oy,  Oz  sont  rectangulaires.  On  appelle  A  la  droite  ayant  pour  équations  x=  l 
y  =  z,  A'  la  symétrique  de  A  par  rapport  à  0;,  et  enfin  D  la  droite  rencontrant  A  et  A'  et  passant  par  le 
point  M  de  coordonnées    x^coscn,     y  =  sina,     z  =  0. 

Déterminer  l'angle  6  de  la  droite  D  et  de  la  droite  L  ayant  pour  équations  x=:y  =  z;  étudier  les  variations 
de  cet  angle  lorsque  M  parcourt  le  cercle  qu'il  décrit  quand  le  paramètre  a  varie.  On  prend  comme  sens 
positifs  sur  D  et  L  ceux  qui  correspondent  aux  cotes  z  croissantes. 

Soit  A  le  point  de  coordonnées  x=:i,  y=z^=0.  Calculer  les  coordonnées  de  sa  projection  sur  la 
droite  D. 

Mécanique. 

2460.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,   Ox,  Oy,  Oz,  et  un  point  matériel,  .M.  Soient  A  et  B  les 
pieds  des  perpendiculaires  MA  et  MB  abaissées  du  point  M  respectivement  sur  O.r  et  0//. 

Le  point  M  est  soumis  à  l'action  de  deux  forces  P  et  Q. 

La  force  P  est  dirigée  suivant  MA,  de  M  vers  A.  La  force  Q  suivant  MB,  de  M  vers  B.  Les  intensités  des  forces 
P  et  Q  sont  données  par  les  formules 

P  =  9m&-MÂ,  Q  =  16m/£"^MB, 

où  m  désigne  la  masse  du  point  M  et  k  une  constante  donnée. 

1"  Étudier  le  champ  de  forces  résultant  des  forces  P  et  Q  (fonction  des  forces,  lignes  de  forces,  surfaces 
de  niveau,  travail  pour  un  déplacement  donné). 

2'  Déterminer  le  mouvement  du  point  M,  supposé  entièrement  libre,  soumis  à  l'action  des  deux  seules 
forces  P  et  Q  et  partant  de  l'origine  des  coordonnées  avec  une  vitesse  initiale  donnée. 

Ce  mouvement  est-il  périodique? 

3'  On  suppose  en  second  lieu  que  le  point  M  est  assujetti  à  rester,  en  y  glissant  sans  frottement,  sur  la 
circonférence  (C)  de  rayon  R,  ayant  pour  équations  paramétriques 

a;  =  RsinO,  y  =  -r-  cosd,  z  =  y  y/î  cosQ. 

Déterminer  le  mouvement,  sur  la  circonférence  (C),  du  point  .M  soumis  i  l'action  des  forces  P  et  Q  et  animé 
d'une  vitesse  initiale. 

Calculer  la  réaction  de  la  circonférence  sur  le  point  M. 

Calcul. 

Soit  c  le  plus  petit  angle  positif  tel  que 

g-  sin2a  cosa 

^^^— b'îcosii  — «)' 
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Calculer  le  nombre  x  donné  par  la  formule 

tgf2^-c)tf;(2a-c) 

^-^         C08«(«-+-^)  ' 

0  =  0,12928;  6=1,6256;  «  =  49^' 25' 35";  ^  =  170"  10' 3". 

Kfnire. 

Soit  ABCI)  un  b'iraèdre  ri'gulier.  Une  sphère  lanpenle  à  la  face  ABO  a  pour  cenlie  le  milieu  de  Tarête  CI) 
Représenter,  jiar  ses  deux  projecllons,  le  télraèdro  ajirès  enlèvement  de  la  partie  intérieure  à  la  sphère.  Ce 
solide  est  opaque. 

La  ligne  de  terre,  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  feuille,  esta  16*"', 5  du  bord  inférieur.  Les  sommets  .\  et 
B  sont  dans  le  plan  horizontal  de  projection;  ils  se  projettent  horizontalement  :  le  premier  à  ô'"»  à  droite  du 
grand  axe  df  la  feuille  et  à  1'"'  en  avant  de  la  lign»^  de  terre,  le  second  à  fJ'"'  à  gauche  du  grand  axe  et  à  8'"'  en 
avant  de  la  ligne  de  terre.  Le  sommet  C  est  dans  le  plan  vertical  de  projection,  au-dessus  du  plan  horironlal 
de  projection.  Le  sommet  D  est  au-dessus  du  plan  .\BC. 

Physique. 

L  —  2461.  Pour  déterminer  les  éléments  principaux  d'un  système  centré  convergent,  on  déplace  une 
source  lumineuse  d'un  côté  du  système  sur  son  axe  et  on  observe  de  l'autre  côté  les  déplacements  de  limage. 

Soient  :  x  un  premier  déplacement  de  la  source  mesuré  à  partir  d'une  position  initiale  donnée,  x'  le 
déplacement  corresiiondant  de  l'image.  ;/  un  second  déplarement  de  la  source  et  y'  le  déplacement  correspon- 
dant de  l'image,  ces  quatre  quantités  étant  comptées  positivement  dans  le  même  sens,  inverse  de  la  propaga- 
tion de  la  lumière. 

On  demande  : 

a)  d'ex|irimer  en  fonction  de  x,  x'.  y,  y'  la  dislance  focale  /"du  système; 

b)  de  voir  si,  pour  une  distance  focale  donni'f,  les  valeurs  prises  simultanément  par  x  et  x'  peuvent  être 
«I  uelronques  ou  doivent  satisfaire  à  certaines  condilions; 

c)  de  voir  ce  que  devient  la  formule  générale  obtenue  pour  /"quand  on  suppose  : 
1»    x  =  -+-  X  ,    les  autres  quantités  restant  finies. 

2"     X  =  -+-  00  ,     y'  =  —  3c  ; 

<l)  de  voir  à  ijuelles  positions  particulières  de  la  sourc»'  et  de  l'image  par  rajiporl  au  système  correspondent 
le»  cas  suivants: 

1  x  =  oc,  x'  =  —  f,  y  =  f,  y'  =  — oc, 

2"  x  =  oo,  x'  =  f,  !/  =  --/■,  y' =  —  00, 

3'  x  =  oc,  x'  =  -r  y  =  2r,  y'  =  -2/'; 

c;  en  supposant  qu'on  puisse  commettre  sur  la  lecture  de  chaque  position  de  la  source  ou  di-  l'image  dans 
un  sens  ou  «lans  l'autre  une  erreur  au  plus  égale  à  e  en  valeur  absolue,  de  calculer,  pour  chacun  des  trois  cas 
précédents,  le  maximum  de  l'erreur  possible  sur  la  valeur  de  f.  En  déduire  quelle  est,  à  ce  point  de  vue,  la 
plus  avantageuse  des  trois  méthodes. 

II.  —  2462.  On  rend  solidaires  l'un  de  l'autre  deux  barreaux  aimantés  dont  les  moments  magnétiques 
ont  respectivement  pour  valeurs  3(M)  et  400  unités  C.  C.  S.,  leurs  axes  magnétiques  étant  à  angle  droit  l'un 
de  l'autre.  ^ 

Ce  système  étant  suspendu  librement  autour  il'un  axe  vertical  de  manière  que  les  deux  axes  magnétiques 
soient  horizontaux,  on  demande  (juel  est,  en  unités  C.  G.  S.  et  par  rapport  à  l'axe  de  suspension,  le  moment 
du  couple  aucjuel  ce  système  est  soumis  quand  il  a  tourné  autour  de  cet  axe  d'un  angle  de  30«  h  partir  de  la 
jtosition  d'éijuilibre  qu'il  tend  à  pren<lre  dans  le  champ  magnétique  terrestre.  La  composante  horizontale  de 
l'intensité  de  ce  champ  sera  supj'osée  égale  ù  0,2  C.  C.  S. 


/.>     H,..irl,in   l'.rrnnt       II      \  rn;Fl!T 


Couloinniiers.  —  iinpriinerie  Pail  HHOD.XUt). 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


EXTRAIT    D'UNE    LETTRE    DE    M.    A.    LEVY 

Professeur    de  Mathématiques    spéciales   (Centrale'',    au    lycée    Carnot. 


Considérons  l'équation  réduite  du  troisième  degré,  à  coefficients  réels 
(1)  x^-i-px^q=:0] 

elle  a  au  moins  une  racine  réelle,  a;  appelons  a,  et  a,  les  deux  autres;  nous  aurons 

a* -f- a'i -h  ai]  :=  —  3r/, 

ai  -h  «2  =  —  àq  —  ^\ 

33'        7^ 

a,x.2  =  —  ^, 
y. 

par  suite,     ai,  a^    sont  racines  de  Téquation 

X2  +  (39  +  a^)X  — ^3  =  0; 


a" 


ces  racines  sont  réelles  si 


(3(/  +  a^r--|-^'>0, 


a^ 


OU 


3(:  +  37)^  +  V  ^  Q^  . 

{z-^qf[%^\q) 

ou,  enfin, 

z(s  +  4ç)>0. 

Nous  voyons  donc  que,  si  l'équation  (1)  a  ses  trois  racines  réelles,  aucune  d'elles  n'est  comprise 
entre  0  et    v-^  •     Si  elle  n'a  qu'une  racine  réelle,  celle-ci  est  comprise  entre  0  et     y—  '*?• 

Substituons  à  a^  ces  deux   nombres;  nous  obtenons  9  et    p^sj—^  —  ^q.     La  condition  de  réalité 

est 

pq  \j—  Aq  —  3q-  >  0, 

pq  v'—  -47  >  3q-, 

ou,  en  élevant  au  cube, 

—  Aq'p^  >  2~q\ 

9''(4/9'  +  2772)<0, 

et,  enfin, 

Ap^  -+-  27*72  <  0. 

C'est  la  condition  classique. 
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Concours   de    1914  (Suite). 


2261.  —  Deux  lentilles  identiques,  dont  toutes  les  aberrations  sont  négligeables,  et  qu'on  consi- 
dérera comme  infiniment  minces,  forment  un  système  optique  centré.  Leur  dislance  focale  es!  /"zzzSO*", 
l'intervalle  qui  les  sépare  est  rf=15"^;  elles  ont  5'"  de  diamètre  et  sont  placées  aux  deux  extrémités 
d'un  tube  opaque  de  même  diamètre  qu'elles;  nu  milfeu  de  l'intervalle  qui  les  sépare  se  trouve  un  dia- 
phragme laissant  libre  une  ouverture  circulaire  de  35"""  de  diamètre,  centrée  sur  l'axe  et  perpendiculaire 
à  l'axe. 

1"  Déterminer  et  représenter  les  positions  des  foyers  et  des  plans  principaux  du  système. 

2"  ludiqurr  la  marche  des  rayons  qui,  venant  d'un  point  situé  très  loin  sur  l'axe,  contribuent  à 
former  l'image. 

.'{'  On  se  sert  du  système  pour  photographier  des  objets  situés  très  loin  dans  le  voisintige  de  laxe. 
('alruler  de  quelle  quantité  on  peut  déplarer  la  plaque  parallèlement  à  elle-même  sans  que  l'image  cesse 
d'être  honne. 

On  adiupltra  que  l  image  est  bonne,  tant  que  l'œil,  regardant  la  photographie  à  une  distance  de  25"", 
ne  .s'aperçoit  pas  qm-  l'image  d'un  point  n'est  pas  un  point.  {On  supposera  que  la  plus  petite  dimi'nsion 
angulaire  appréciable  est  égale  à  2  minutes  centésimales.) 

A"  Comment  varie  la  quantité  calculée  au  paragraphe  précédent,  quand  la  distance  d  des  deux  len- 
tilles varie,  le  même  diaphragme  étant  toujours  placé  à  égale  distance  des  deux  lentilles? 

On  fera  varier  la  distance  d  depuis  zéro  jusqu'à  la  valeur  pour  laquelle  le  système  cesse  d'être  utili- 
sable comme  objectif  photographique. 

5"  Comment  varie,  dans  les  mêmes  conditions,  la  durée  de  pose  qui  produit  toujours  la  même  impres- 
sion de  la  plaque? 

On  admettra,  pour  ce  calcul,  qw,  dans  les  conditions  de  l'expérience,  f  impression  de  chaque  élément 
de  .surface  de  la  plaque  dépend  seulement  de  la  quantité  totale  de  lumière  reçue  par  cet  élément.  On  met 
au  point  sur  la  plaque,  et  on  néglige  1rs  pertes  de  lumière  par  absorption  et  par  réflexions  sur  les  faces 
des  lentilles. 

On  dislinginrn  le  cas  où  l'objet  se  réduit  à  un  point  {étoile)  du  cas  où  il  a  des  dimensions  angulaires 
finies.  (Ecole  normale  ntiiiérieure  et  bourses  de  licence.  Concours  de  1914.  tiroupe  /.) 

iNous  désignerons  par  a  le  cliamMre  commun  aux  doux  lontilles,  par  b  lo  diamètre  du  diaphragme. 

!•  Un  rayon  SL,  parallèle  à  Taxe,  tomhanl  sur  le  bord  de  la  première  lentille,  se  dirige,  après 
rofraetion,  vers  le  loyer  (l  de  celle-ci,  rencontre  .n  E  la  seconde  et  va  enfin  passer  par  le  foyer  d'émer- 
gence F'  du  système.  On  a 

1  l    _l 

r 


0(J  =  -(/-(/), 


(  \  1<  = 


10. 


U  G      (FF 
lies  directions  SL  et  El*"  se  rencontrent  au  point  H  ,  qui  détermine  la  position  du  plan  principal 

P  11  .  La  distance  00  étant  la  moitié  de  la  dis- 
tance focale  (iO,  le  point  E  est  au  milieu  de  O'L' 
et,  par  conséquent,  au  milieu  de  V  W ,  donc 

O'P  =F0  =iO. 

Le  système  étant  symétrique,  le  foyer  d'inci- 
dence F  et  le  plan  principal  correspondant  l'Ii 
sont  symétriques  de  F'  et  de  P  H'  par  rapport  au  diaptiragmc. 
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2°  Le  point  où  le  rayon  LE  rencontre  le  plan  du  diaphragme  est  à  une  distance  de  l'axe  moyenne 

5       2  5  3  75 

entre  OL  et  CE,  entre  ^  et  -^,  ce  qui  fait  -^ .  Le  diaphragme  n'ayant  que  3,5  de  diamètre,  ce  rayon 

est  intercepté.  Le  faisceau  utile  est  donc  limité,  entre  les  lentilles,  par  les  rayons  MG  et  NG,  qui 
rencontrent  respectivement  les  deux  lentilles  en  I  et  K,  1'  et  K'.  On  en  déduit  facilement  les  rayons 
incidents,  qui  sont  parallèles  h  l'axe,  et  les  rayons  émergents,  qui  passent  par  F'. 

Le  diamètre  IK  de  la  partie  utile  de  la  première  lentille  est  donné  par  la  proportion 

9 

d'où  1K  =  4^. 

■ 

3°  Considérons  le  diamètre  maximum  e  d'une  tache  pouvant  passer  pour  un  point;  il  est  réalisé  à 
une  distance  S  du  foyer  F'  tel  que  l'on  ait 

0       F'O' 


IK 

/• 

h  - 

— 

r/' 

/ 

— 

2 

Or,  F'O'  =  10 

Mais  e  est  défini  par  la  condition 


On  en  déduit 


£       l'K'  ■ 

1           et 

rK'-,^lK-^, 

d'où 

lion 

25  ""200x101)         r    ^^ 

£  — 0,03785'i. 

\ 

o  —  O""", 03366. 

30 


[t~  7 


Le  déplacement  tolérable,  pouvant  se  faire  de  part  et  d'autre  dij  foyer,  est  double  de  cette  distance  ; 

2 
il  est  donc  de  r,  de  millimètre. 

4°  Le  système  peut  servir  d'objectif  pour  les  valeurs  de  d  comprises  entre  0  et  f.  Quand  d  est  petit, 
le  faisceau  utile  est  limité  par  le  diaphragme,  comme  dans  le  cas  précédent.  Quand  d  est  grand,  le 
faisceau  utile  est  limité  par  la  première  lentille,  car  si,  en  particulier,  d  =  f\  la  section  du  faisceau 
réfracté  par  la  première  lentille  n'aura,  dans  le  plan  du  diaphragme,  que  2''", 5  de  diamètre. 

Considérons  le  premier  cas.  Soit  b'  le  diamètre  l'K'  de  la  section  faite  par  la  seconde  lentille  dans 
le  faisceau.  Les  deux  triangles  GI'K'  et  G.MN  donnent 

b~  f_d~  if—d  ' 

I       2 

Les  points  G  et  F'  étant  conjugués,  on  a 


Enfin. 


111  ^,   .  ,      f{f—à) 

f  —  d      p        t  2/  — rf 


à  _  —  p 

t~    b' 


En  remplaçant  b'  et  ;j' par  leur  valeur,  on  trouve 

a_/_30 
£~26~  7  ■ 

La  latitude  de  mise  au  point  est  indépendante  de  d. 

Considérons  le  second  cas.  Le  diamètre  a  de  la  section  faite  par  la  seconde  lentille  dans  le  faisceau 
est  déterminé  maintenant  par  la  proportion 

a-     /•     ' 
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»'  conserve  la  mèrue  expression  el      ■*  =  — r-,     d'où  Ion  dcdiiil 

~t^  {"if  —  d)n~  m  —  d' 
La  latitude  de  mise  au  point  augmente  en  même  temps  que  d.  En  particulier,  pour    d  =  fz=30, 

on  a     -  =  n. 

E 

(»n  peut  calculer  la  valeur  de  d  servant  de  transition  entre  les  deux  cas  en  écrivant  que  les  deux 
formules  précéilentes  dQpnenl  la  même  valeur  p(»ur  -; 

d=  18"», 


0 
E 

_180    _.{(» 


5°  Consid»}rons  d'abord  le  cas  dune  étoile.  La  quantité  de  lumière  est  proportionnelle  à  la  surface 
de  la  partie  utile  IK  de  la  première  lentille.  Si  le  faisceau  est  limité  par  le  diaphragme,  on  a 

Le  temps  de  pose  est  proportionnel  à     =  = —    ,  '  •     "    diminue   quand    d   augmente,    puis 

devient  ccjnslani  quand  d  dépasse  IK""",  puisque  le  faisceau  n'est  plus  limité  alors  que  par  la  preiuiere 
lentille. 

Considérons  le  cas  d'un  objet  à  diamètre  apiian-nt  appréciable.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  l'érA/wv- 
meul  de  la  plaque  en  I*'  peut  être  considéré  comme  produit  par  la  surface  l'K'  ronsidi-rée  o<>inme 

ayant  le  même  éclat  (jue  l'objet.  Cet  éclairemeiil  est  donc  proportionnel  à  — rj-  et  le  temps  de  pose 

à    P\ 

Si  le  faisceau  est  limité  par  le  diaphragme,  il  faut  remplacer  IK'  par  b'  calculé  ci-dessus,  et  le 
rajiporl  (|ui  mesure  le  temps  de  pose  est  trouvé  égal  à  'y^;  il  est  indépendant  de  d. 

Si  le  faisceau  est  limité  par  la  première  lentille,  il  faut  remplacer  IK'  par  «et  on  trouve       ,  «»/_  ^>** 

valeur  qui  augmente  en  njème  temps  «jue  d. 

Dans  les  deux  cas,  le  temps  de  pose  est  proportionnel  au  carré  de  la  lalilude  de  mise  au  point. 


Groupe  II. 


2264.  —  fjiimobile  y\  parcourt  la  courbe  dont  irijunlinn  en  coordonnées  polaires  est  r  =  e'*,  l'unité 
de  longueur  étant  le  mètre.  On  suppose  que  te  nj»/«»  vecteur  OM  tourne  autour  du  point  0  «vec  une  vitesse 
anijulaire  constante  de  100  tours  à  la  minute.  Calculer  la  vitesse  du  point  M  à  l'instant  t.  Calculer  la  vitesse 

moyenne  depuis  l'instant  où  l'angle  polaire  0  est  nul^juqu'à  l'instant  où  cet  angle  est  égal  à  ^;  on  expri- 

>;i/'i'/(  /.•  /••'■tu I liif  l'n  iitlili'<:  C, .    (J.    S. 

En  coordonnées  polaires,  les  composantes  de  la  vitesse  sont 

dr  dd 
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_  ■  ■ -  ■  ■  I  -     ■■!         II.  ■  ■  »■■  I  ■  .  ■< 

la  première  est  la  vitesse  radiale,  portée  par  le  rayon  vecteur;  la  seconde  est  la  vitesse  de  circulation, 

2* 


portée  par  Taxe  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  orienté  dans  le  sens    0  +  ^ 


Ici, 


VnZ=^^(^-' Wi.  =  ^'-' ■ 


la  quantité  -r-  est  la  vitesse  angulaire  ;  pour  l'obtenir,  dans  le  cas  actuel,  nous  remarquons  que  le 
rayon  décrit  un  angle  égal  à  200-  dans  une  minute  ;  la  vitesse  angulaire  en  radians  est  donc 

2007T  _  IOtc 
60   ""    3   ' 
en  degrés,  elle  vaudrait  600°, 

Appelons  0)  celte  vitesse  angulaire,     oi  =  -zr^;     nous  aurons    0  =  co^    et 

UK  =  2oje'^'",  r,,  =  (0  6^"''; 

La  vitesse,  à  l'instant  t^  est  

V  =  y'y'^  -h  v'I  =  oj  \Jb  e-'"'. 

Cette  vitesse  est  la  vitesse  en  mètres  à  la  seconde;  en  centimètres,  elle  aura  une  valeur  numérique 
100  fois  plus  grande. 

Soient  A  le  point  de  la  spirale  qui  est  sur  Ox,  B,  celui  qui  est  sw  Oy;  nous  avons     OA=i, 
06  =  6";     les  composantes  du  vecteur  AB  sont    — 1,     et  e";  en  les  divisant  par 
•^  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller  du  point  A  au  point  B,  nous  aurons  les 

composantes  de  la  vitesse  moyenne.  Or,  le  temps  employé  pour  aller  du  point  A 

au  point  B  est  donné  par    Soj^^t:;     c'est     tz=^=:  ^^ — ^^90'     ^^^  compo- 
santes de  la  vitesse  moyenne  sont  donc 

—  20  20g^ 

Elles  sont  exprimées  en  mètres.  Pour  les  exprimer  en  centimètres,  il  faut  multiplier  par  100. 

Si  l'on  conçoit  la  vitesse  moyenne  comme  étant  le  quotient  du  chemin  parcouru  sur  la  courbe  par 

le  temps  employé  à  le  parcourir,  il  faut  d'abord  calculer  la  longueur  de  l'arc  AB,  puis  diviser  celte 

3 

longueur  par  ^.  Or,  en  coordonnées  polaires,  on  a  - 

ds'  =  dr^--hr'-d(i-, 

ds'  =  dO^  {A  + 1)  r'-  =  or'd(}\ 

ds  =  rsj'6d0  =  s'^e^'>d0; 


par  conséquent, 

et  la  longueur  de  l'arc  AB  est 


^^r^"-+-C'% 


arcAB  =  ^(e-— 1). 


La  vitesse  moyenne  définie  de  cette  façon  est 

-^(e^-1). 

La  grandeur  de  celle  que  nous  avons  trouvée  antérieurement  est 

20 


_  ^Igir.  _f_  1 , 


3U-2  KXAMKNS    ORAUX    (KCULK    DES    MINKS,    19^0) 


griiSTIONS    POSÉES    AIX    EXAMENS    OHAIX   (IH20) 


ÉCOLE   NATIONALE   SI  l'EHIELHE   UES   MINES 


Algèbre  et  analyse    M.   HulLlGAND'. 
Soiumer  les  séries 


1 


cosicos— î-,  „^„-f.i+(„  +  i)vn'  ""-Lf.L(n-+-i) 

2.  —  Déduire  le  fail  que     a  log  a     Icml  vers  zéro  avec  a,  de  la  considération  de  l'intégrale  définie    i      *  </x  iuliiiser 

.'«     ^ 
«ne  représentation  Kraphiquc). 

.  .        .  r t  +  1  Ti    '  

3.  Limite  de  l'inté^'ralc  |        "  j-"  </j-  lorsque  «  croil  indéfinimenl.  Même  question  pour  l'intégrale   j        "  v  1 -j- x»  </./ 

/•' I 

4.  —  Cîilruler    /  i  v  1  -4-  j-'"  (Ij-     h  - —  prés. 

_  ,  .      .  /'  i'i  +  l  -  ' 

5.  —  Liinile.   pour  n  inlini,  île  I  intéfirale       /  sin^Jt/x,     déduite  d'une  rcprésenLition  graphique. 

J  inr 

6.  —  héleiiiiiner  une  fonclion  5(j-,  y)  telle  qu'on  ail,  quels  que  soient  j  el  y.      /     -"-+-    /    ' -"  =    /  '       '-i^.     (On 

égalera  les  dérivées  partielles  des  deux  membres,  et  on  en  déduira  une  forme  nécessaire  de  '  et  «le  -)• 

X  y  ' 

7.  —  Déterminer  une  fonction  f(x)  telle  qu'on  ail,  en  désignant  par  .r  et  .y  deux  valeurs  quelconques  de  la  variable 
inde|)endante.    /(x)  -+-  fi;/)  -+-  2  v/(j  )  /  (y)  =  f{J-  ■+-  y).    i(»n  se  ramènera  à  la  recherche  de  \7vl- 1 

8. —  Peut-on  trouver  une  fonction /-(r,  y)  telle  qu'on  ail  simultanément    /^  =  ?îi±i*£^Çl£^ ,    f^^lL"  tJL^Î 

y^     y)  I 

IlésDudre  en  (larliculier  celle  question  en  niontranl  (iiie  la  fonction  /"(j-,  y),  si  elle  existe,  doit  être  la  somme  d'une 
fonction  homoKéne  de  .#  cl  de  y  et  d'une  conslantc. 


9.  —  Peut-on  «léterminer  '/,  h,  c  de  manière  que  la  funclion     ^(.r,  y,  t>  =  s.iiisfa-i-e  à  la  nl.ilion 

\  ■'  "  -H  ;/' 

u 


10-   —  Trouver  un  polynôme  ?(x.  //)  tel  qu'on  ait  entre  les  dérivées  partielles  de  la  fonclion     /  (x.  y  — «•:'  '      '» 
relation    /".  = /^. 

11.  —  Limite  d'un  quotient  dont  le  numérateur  tend  vers  zéro  et  dont  le  dénonunaleur  n'esl  pas  nul.  Quel  penrc  de 

.    I 

MU 

diflicullé  se  présente  pour  le  (|Uotienl  "'" 


8in/t 


12. 

—  Kludier 

les 

séi 

ries 

i 

24- 

1 

3 

II 

4 

■  r? 

-*-    . 

-^ 

n 

-l-l 

1 

l 

1 
li 

'   i*' 

""(' 

■+■ 

2 

-ï 

-+- 

... 

u    -          ' 

r'^ 

( 

•.) 

"■    "/. 

a  \ 

i"' 

Lr. 

t 

•      I  •*  ^   Y  --^      t 

i/H  =:sin  ^v'I -^  n*j  —  sinH,  »'«  = _  ''    ^.. p=' 

1  J-  \  2  -^-  \  '.1  -4-  .    .  -+-  v'  " 


""  I    a.  '^1  ^^  -  -         à r  r  .  lin  ~: 


Mm  =  - 


1 

l'-^a'-h 

-       1     ,                          "H 

«    rat. 

Il                   I-*! 

1'    1'*-^- 

"•'-atU' 

II" 

rZ+cc; 

1  I  h"  t 

-p,  l/„_^j^|,  ""=,,...  Un^—y,-' 

le"/  lO'^ 


""=~7Ti«         •'"=in:iîi'         ""=,.-•         «''•  =  — 7.- 

n 

I 


r""-  HRx 


13.    -  A  laide  d'une  représentation  graphique,  étudier  les  séries    Wn  =  ( — I)"     I         '  ■^'^•^    (os  ''•'  dcmi-ronver* 

I  I<«"i/x 


«enco  et  cas  de  convergence  alvsolue).    m»  =  — 3Br-i'v 
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C     %\ï\3^d.x  C    sin-xrfj* 

14.  —  Que  deviennent  les  intégrales      /    '■ et        i    — lorsque  /  croît  indéfiniment? 

i/  1  ^   "•"  coso;  j,    x'J-  -t-  cosx  ^ 

15.  —  Tracer  la  courbe  représentative  de  la  fonction    y  =  .r  sine^    et  chercher  ce  que  devient  l'aire  d'une  arche  de 

xi\.we^dx\,    quand  n  augmente  indéfiniment.  Peut-on  se  faire  une  idée  précise  de  l'ordre 

Vnr.)  I 

de  grandeur  de  cette  intégrale,  au  moyen  d'une  limite  supérieure  et  d'une  limite  inférieure  faisant  intervenir  l'intégrale 

/  e-^sine^dx? 

16.  —  Déduire  de  la  théorie  des  dérivées  que,  si  l'on  pose    f{x)  =    /    —— — 5-,     on  a,  quels  que  soient  x  et  y, 

17.  —  Trouver  une  fonction  f(x)  telle  qu'on  ait    /'(r)  +   /    e'-yf(y)dy  =  ex. 

18.  —  Que  peut-on  dire  d'une  série  à  termes  positifs,  pour  laquelle  on  aurait,  à  partir  d'un  certain  rang, 

'\/v,i  <  1 r:  OU  bien  <^uh  <  i  —  j— '.' 

19.  —  Etudier  les  courbes  représentatives  des  fonctions    w=:(lg^)=^,    y^— -■ — ' • 

20.  —  Déduire  la  somme  de  la- série  harmonique  alternée  d'un  développement  limité  de    L(l  +  ./). 

21.  —  Soit  /(j)  une  fonction  positive,  décroissante  et  tendant  vers  zéro  [dans  l'intervalle,  0,  -(-oc\  Montrer  que 

l'expression    /"(l) -+- /■(2) -1- . . .  + /'(n) —    /    f(.r)dx    tend  vers  une  limite  quand  7j  croit  indéfiniment. 

22.  —  Soit  l'équation     r^  +  x -+-  ),  =  0.     Tracer  la  courbe  de  variation  du  module  des  racines  imaginaires  lorsque  /. 
croît  de    —  cq     à    -i-  oc  . 

23.  —  Peut-on  trouver  deux  fractions  rationnelles  /"(/)  et  g{l)  telles  que  la  somme  de  leurs  carrés  soit  égale  à  1,  ou 

lelles  que  la  somme  de  leurs  cubes  soit  égale  à  1? 

(.4  suivre.) 
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Concours  de  1920. 


Groupe  I. 

Mathématiques. 

PREMIÈRE    COMPOSITION 

2463.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oa;,  Oy,  Oz,  et  deux  cônes  de  révolution  de  sommets  0  et  A 
ayant  pour  équations  : 

0)  x'--hy-  —  2z'-  —  0, 

A)  (X  —  ay-  -hy'-  —  z'-^0 

{a  est  une  constante  positive). 

1°  Les  cônes  0  et  A  ont  en  commun  une  courbe  du  quatrième  degré  r  dont  les  projections  sur  les  plans 
des  zx  et  des  xy  mettent  en  évidence  que  par  cette  courbe  passent  deux  cylindres  du  second  degré  qu'on 
considérera  comme  des  cônes  dont  les  sommets  B  et  C  seraient  à  l'infini,  et  on  ;ippfilera  tétraèdre  OAHC  la 
(igure  obtenue  en  joignant  deux  à  deux  les  quatre  points  A,  B,  C,  0. 

Soit  .M,  (.r,,  Vi-  2i)  un  point  de  la  courbe  V.  Montrer  que  toute  droite  passant  par  ce  point  et  coupant  deux 
arêtes  opposées  du  tétraèdre  OABG  en  deux  points  R  et  S  coupe  1"  en  un  second  point  conjugué  harmonique  de 
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M,  par  rapport  ù  H  et  S.  Calculer  les  coordonnées  des  trois  points  Mj.  M3,  M^.  ainsi  obtenus  en  Tonction  de 
celles  de  M,.  Montrer  que  deux  arêtes  opposées  quelconques  du  télrat'dre  M,M^.M3Mj  coupent  deux  mêmes 
arôtes  opposées  de  OARC  et  que  ce  tétraèdre  est  connu  lorsqu'on  donne  l'un  de  ses  sommets. 

Les  quatre  points  M,,M_,.M3.Mt  seront  appelés  points  associt^s. 

2'^  Par  la  roiiihe  1"  pas«;<Mit  des  hyperboioides  à  une  nappe  H/  dont  léquation  est  do  la  forme 

xî  4-  yî  _  23»  -  r-    r  -  a)*  +  y»  —  =*]  =  0, 

t  étant  un  l'araiii-  (10  puMlif  qui  satisfait  à  certaiins  conditions.  Étudier  les  sections  de  ces  hypcrboloides  par 
le  |»lan  Oxy.  Former  en  fonction  d'un  paramètre  It'quation  irénèrale  des  génératrices  de  l'un  des  systèmes  de  H, 
et  montrer  qu'il  existe  quatre  de  ces  génératrices  qui  sont  tangentes  à  la  courbe  P.  Reconnaître  suivant  les 
valeurs  de  t  si  ces  génératrices  sont  réelles.  Calculer  les  coordonnées  des  quatre  points  de  contact  M,,M_,,M:,Mt 
de  ces  génératrices  en  fonction  de  /,  et  montrer  que  ce  sont  des  points  associés. 

Inveisenient  les  tangentes  à  P  en  quatre  points  associés  M,,  .NL,  M;,,  M;  sont  les  génératrices  d'un  liyperbo- 
loïde  II,  dont  on  écrira  l'équation  en  fonction  de  labscisse  de  l'un  des  points. 

3"  On  appelle  corde  de  P  toute  droite  coupant  cette  courbe  -en  deux  points.  Combien  passe-l-il  de  telles 
cordes  par  un  point  N  donné?  Dans  quelle  région  de  l'espace  N  doit-il  se  trouver  pour  que  ces  cordes  soient 
réelles? 

Déduire  des  résultats  obtenus  plus  haut  (jue,  par  toute  corde  joignant  deux  points  réels  P,  Q  de  I",  on  peut 
mener  (juatre  plans  tangents  à  P  autres  que  ceux  qui  la  toucheraient  en  P  et  Q.  Montrer  (jue  si  l'on  considère 
les  quatre  cordes  projetées  sur  le  plan  Oxy  suivant  une  droite  D,  les  plans  tangents  sont  réels  pour  deux  des 
cordes. 

On  considérera  en  |>arliculier  la  famille  des  conles  PU  qui  coupent  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre  U.MU: 
en  It  et  S  et  par  lesquelles  passent  des  plans  tangents  réels.  On  étudiera  la  correspondance  entre  les  points  R 
et  S  et  on  cherchera  l'équation  du  lieu  de  cette  droite  RS.  On  montrera  qu'il  existe  deux  surfaces  H/  telles  que 
la  droite  conjuguée  de  toute  droite  VK)  de  la  famille  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  de  ces  surfaces  est  encore 
une  droite  de  la  famille.  Où  se  trouvent  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  P  par  une  droite  P(J? 

4"  Soit  M  un  |ioint  de  1"  et  MT  la  tangente  en  ce  point,  par  cette  droite  passe  un  hyperboloïde  H,,  la  géné- 
ratrice du  second  système  de  H'  passant  par  M  coupe  la  courbe  P  en  un  second  point  M'.  Montrer  que  le  plan 
MT.M'  est  le  plan  osculateur  à  V  en  M  et  écrire  ré(|uation  de  l'hyperboloïde  qui  passe  par  la  tangente  en  M'.  Que 
peut-on  (lire  des  r[uatre  {)oints  tels  cjue  M'  correspondant  à  (|ualie  points  associés? 

Cliercliei-  l'envelojtpe  E  de  la  droite  d'intersection  du  plan  MTM'  et  du  plan  O.ry.  Construire  cette  courbe  et 
signaler  ses  particularités.  Quelle  est  la  classe  de  la  courbe  E?  Reconnaître  suivant  la  position  d'un  point  dans 
le  plan  combien  on  peut  mener  par  ce  point  de  tangentes  réelles  à  la  courbe  E.  Calculer  l'aire  comprise  entre 
chaque  asymjjtote  de  E  et  les  branches  de  courbe  correspondantes  limitées  au  point  double  réel. 

UEUMÈMK   CO.MPOSITION 

2464.  —  1"  On  considère,  dans  un  [dan  rapporté  aux  axes  rectangulaires  ttx.  U;/,  la  courbe  Ci,  lieu  du 
point  .M  dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  variable  '•  par  les  fcunniles 

^  x  =  a(»«  cosO  chmO -}- sinO  shmO), 
\  î/ =  a(nj  sinO  chmO  —  cosO  shwO), 

où  a  et  m  désignent  respectivenjent  une  longueur  et  un  nombre  positifs  donnés. 

Former  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe  \C)  au  point  .M. 

Soit  A  le  point  de  C)  répondant  à  la  valeur  0  =  0  du  paramètre;  calculer  en  fonction  de  '»  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe  AM. 

Soit  ^C,)  la  développée  de  (C),  et  (G,)  la  développée  de  (C,);  comment  passe-t-on  de  (C)  &  (C,)? 

Soit  (/  la  distance  de  0  à  la  tangente  h  (C)  en  M;  chercher  la  relation  qui  lied  au  rayon  de  courbure  R 
de  (C)  en  M. 

20  Soit  M'  le  point  de  C  i-poiulant  à  la  valeur  '•  du  |>ai.ini-iie,  '»  étant  l'infiniment  petit  i'ihh  ij'al,  évaluer 
la  partie  principale  de  l'aire  inliuinient  petite  limilée  par  l'arc  .MAM'  de  \C;  et  la  corde  .MM  .  v 

3'»  A  l'instant  origine  (1  =  0),  un  point  matériel  M  part  de  A  et  décrit  (C)  dans  le  sens  des  0  croissants, 
avec  une  vitesse  de  grandeur  constante  an;  calculer  en  fonction  de  0  les  coordonnées  d'un  second  point  maté- 
riel, P,  qui,  pour  /  =  0,  part  de  (>.  et  se  déplace  dans  le  plan  lOy  de  telle  sorte  que  son  vecteur  vitesse  soit 
constaninunt  équipollent  au  vecteur  OM. 

Calculer  en  fonction  de  0  la  longueur  de  l'arc  de  trajectoire  OP. 

4°  l»n   peut  mener  à  la  courbe  (C)  une  intlnité  de  tangentes  parallèles  à  une  même  direction  donnée: 
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démontrer  que  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  appartiennent  à  une  même  conique  qu"on  définira 
géométriquement. 

5°  Soit  V  l'angle  sous  lequel  la  courbe  fC)  coupe  le  rayon  vecteur  OM.  Trouver  la  relation  /"(V,  0)  =  0  qui 
relie  V  et  0;  montrer  que,  0  croissant  indéfiniment,  V  tend  vers  une  limite,  Vg. 

Montrer  qu'on  peut  calculer  une  constante  ft^  et  définir  une  courbe  S,  coupant  les  rayons  vecteurs  issus 
de  0  sous  l'angle  constant  Vo,  de  telle  sorte  que,  Q  étant  le  point  de  X  d'angle  polaire  xOQ  =  0  —  0,„  la  dis- 
tance QM  tende  vers  zéro  quand  0  croît  indéfiniment. 

Étudier  le  vecteur  QM;  déduire  de  là  un  mode  de  génération  de  (G). 

Physique. 

I.     -  2465.  If  Un  prisme  de  verre  a  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  la  section  droite  est 

ABA'B',  située  dans  le  plan  de  la  figure. 

Sur  la  face  supérieure  est  disposée  une  cuve  de  verre  sans  fond  aba'b' 
contenant  un  liquide.  En  un  point  I  du  plan  de  la  figure,  situé  sur  la 
surface  de  séparation  du  liquide  et  du  prisme,  on  fait  tomber  des  rayons 
lumineux  monochromatiques  ayant  toutes  les  directions  possibles  dans 
l'angle  dièdre  Aly.  Les  indices  du  liquide  et  du  verre  pour  ces  rayons  sont 
respectivement  n  et  N  (n  <  N).  Les  rayons  réfractés  pénètrent  dans  le 
prisme  et  on  considère  particulièrement  ceux  qui  sortent  ensuite  par  la 
face  BB'.  Tous  les  rayons  entrés  en  I  sortent-ils  du  prisme?  Quelles  condi-  • 
tions  faut-il  réaliser  pour  qu'il  y  ait  un  faisceau  émergent?  Indiquer  la 
constitution  de  ce  faisceau. 

2°  Le  faisceau  émergent  est  limité  à  sa  partie  supérieure  par  un  rayon 
situé  dans  le  plan  de  la  figure;  soit  i  l'angle  démergence  de  ce  rayon  à  la  sortie  de  la  face  BB'.  Établir  la 
formule  qui  relie  i  aux  deux  indices  n  et  N.  La  mesure  de  i  permet,  connaissant  N,  de  calculer  n.  Quels 
indices  pourra-t-on  mesurer  avec  un  prisme  d'indice  N  donné?  Avec  quelle  précision  faudra-t-il  mesurer  i  pour 
que  l'on  puisse  donner  la  cinquième  décimale  de  n?  Quelle  précision  obtiendra-t  on  sur  n  en  lisant  i  à  une 
minute  près? 

3°  En  réalité,  on  observe  le  faisceau  émergent  avec  une  lunette  L  réglée  pour  l'infini  et  dont  l'axe  optique 
peut  se  déplacer  en  restant  dans  le  plan  de  la  figure.  On  réalise,  à  l'aide  d'un  appareil  approprié,  un  éclairage 
de  la  surface  de  séparation  tel  que,  en  chaque  point  de  celte  surface,  il  tombe  des  rayons  ayant  toutes  les 
directions  données  plus  haut.  Montrer  que  le  champ  de  la  lunette  apparaît  divisé  en  deux  parties  :  l'une, 
éclairée,  l'autre  sombre,  les  deux  parties  étant  séparées  par  une  ligne  courbe  S;  on  pourra  calculer  la  courbure 
de  cette  ligne.  Indiquer  comment,  de  l'observation  du  phénomène,  on  peut  déduire  la  mesure  de  i.  Décrire  un 
dispositif  d'éclairage  permettant  de  réaliser  les  conditions  ci-dessus.  Est-il  possible  de  réduire  la  partie  éclairée 
du  champ  à  une  petite  portion  voisine  de  la  ligne  S?  ' 

4"  Le  prisme  est  formé  d'un  verre  dont  les  indices  sont  donnés  par  la  formule    N  =  c  +  À;     les  indices 

ft 
du  liquide  suivent  une  loi  analogue    n  =  a  +  ^.     Qu'observe-t-on  dans  la  lunette  si  on  éclaire  la  cuve  avec 

une  lumière  renfermant  deux  couleurs  de  longueur  d'onde  dilTérentes  'k^  et  X^?  De  quoi  dépendra  l'écart 
angulaire  des  deux- lignes  de  séparation  aperçues  dans  la  lunette  et  comment  se  modifiera-t-il  avec  la  disper- 
sion du  liquide,  celle  du  prisme  étant  supposée  donnée? 

Application  numérique.  —  On  éclaire  la  cuve  avec  la  lumière  provenant  d'un  tube  de  Geissler  à  hydrogène 
renfermant  les  trois  longueurs  d'onde 

C...     À  =  0,656:<;jL, 

F...     X  =  0,48Gt;x, 

G'...     X  =  0,4320fji. 

(  a  =  1,59527, 
(  6  r=  9,283.10-3. 

Calculer  à  une  minute  près  les  angles  i  correspondant  aux  trois  couleurs  pour  l'eau  et  le  benzène,  pour 
lesquels  on  a  respectivement 

a  =1,32235,  (  a  =  1,47482, 

jJ=  3,735.10-3;  ^"    ^  i  =  9,102.10-=». 

5°  On  supposera  que  rinfluence  de  la  température  sur  l'indice  d'un  solide  et  d'un  liquide  est  donnée  par  la 
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formule  '^-^-  =  C".  On  déterminera  dans  ce  cas  I  iiilluence  d'une  variation  de  température  sur  la  précision 

oLitenue  dans  la  mesure  de  ii. 

Avec  quelle  approximation  doit  être  maintenue  la  température  de  l'ensemble  pour  que  l'on  puisse  répondre 
d'une  unité  de  la  ([uatrièiuc  décimale  sur  l'indice  »(  ?  Même  question  pour  la  cinquième  décimale. 

Apidication.  —  Henzi-nc  aux  environs  de  20"  C.  On  donnera  les  résultats  successivement  |)Our  les  deux 
radiations  C  et  G';  on  donnera  linlluence  de  la  temp.'ralure  sur  la  dispersion  correspondante. 

Coefncient  de  dilatation  nibi.iue  du  verre  :  2:..  10   '•. 
_  —       (lu  benzène  :  12.10-'. 

11.  —  Courbes  d'.Vndrews.  —  Point  critique. 


H' 


|-^ 


Groupe  II. 
MathviiKtliiiucs. 
Même  sujet  que  la  deuxième  composition  du  uroupe  1. 

/Viysi'/HC. 
I.  —  2466.  I  ■  On  a  besoin  *l:  10  résistances  de  I  m  u'oliin  cliaLune;  on  dispose  pour  les  construire  d'un 
ni  de    *    de  millimètre  de  diamètre  et  dont  la  résistivité  est  42.10-«  ohm-centimètre.  Quelle  longueur  de  lil 

faudra-t-il  prendre  pour  constituer  chacune  des  résistances? 

La  construction  terminée,  on  romi>are  chacun.'  .1.-  ces  résistances  à  un  .i.ilon;  on  in.uve  entre  elles  des 

diiïér.Mices  qui  no  dépassent  pas  j^.  de  leur  valeur. 

Avec   quelle    approximation    sont  réalisées  :  .\ i  la  résistance  de   10  mégohms  obtenue  en  mettant  les 
10  bobines  en  série;  H)  la  résistance  de  100  000  olnns  obtenue  en  mettant  les  10  bobines  m  parallèle? 

2'  On   dispose,   d'autre   part,    d'une   batt.rie   d  ae  i  umulaleuis  et  dune  pile  étalon  dont  la  f.   e.   m.   e.sl 

l.t)iS3  volt  (à  0,0001  de  volt  près),  l'oiir  déterminer  le  voltage  aux  bornes  de  la 
batterie,  on  réalise  le  montage  suivant.  La  batterie  débile  dans  un  circuit  compre- 
nant en  U  les  10  mégolims,  en  r  une  résistance  étalon.  Aux  bornes  de  celle  ci  est 
monté  un  deuxième  einuit  comprenant  la  pile  étalon  et  un  galvanomètre  (J;  le 
montage  est  réalisé  de  faron  que  G  reste  au  zéro  .juand  on  ferme  les  circuiLs.  On 
trouve  alors  r  =  8  48G-  (à  1  ohm  près).  Quelle  est  la  différence  de  potentiel  aux 
B       bornes  de  la  batterie?  Avec  quelb-  approximation  est-elle  connue? 

3"  Cette  batterie  sert  à  charger  un  cnn»lensat»MU  plan  constilu'-  de  la  laron 
suivante  :  d<ux  lames  de  vern-  argentées  sur  leurs  faces  en  regard  sont  séparées  par 
des  I  aies  de  quart/,  dégale  épaisseur.  Chacune  de  ces  cales  a  été  taillée  perpendicu 
lairemenl  à  l'axr  du  cristal;  elle  fait  tourner  le  |.lan  de  polarisation  de  3S',  18'  (à  une  minute  près)  pour  la 
lumière  jaune  du  sodium.  Dans  l'argenture  de  la  lame  supérieure,  on  a  tracé  une  circonférence  de  10«™  de 
r.iyon  .jui  isole  au  centre  de  cette  lame  une  armature  eirculaire.  GrAce  à  des  connexions  convenables,  on  p.-ut 
diarg.r" cette  armature  ÎW»  fois  par  seconde  et  la  dé.|iari:.r  b-  même  nombre  de  fois  dans  un  galvanomètre  G, 
qui  prend  une  déviation  (ixe  o.  Calculer  o  sachant  que  : 

.1)  Une  épaisseur  de  .luarlz  de  l»»"'  fait  tourner  b'  plan  de  polarisation  de  21°,72  (h  ,,,^,  de  degré  près)  j.our 

l.i  lumière  jaune  du  sodium  ; 

/->  .Si  on  constitue  un  circuit  comprenant  la  pile  étalon  de  résistance  intérieure  n.gligeable,  le  galvano- 
mètre G    de  résistance   I  8:»0  ohms  et  les  10  i.-i. tances  de   1    mégohm  mises  en  parallèle,  la  déviation  du 

galvanomètre  eut  alors  de  100"""  sur  son  échelb'  (^''  ^o   ''^  «n'Hi'ntlre  près).  Quelle  est  la  précision  llnalemenl 

(dttenue  dans  le  calcul  de  'i? 

II.  —  Harmoniques  d  un  son*.  Leur  production  naturelle.  —  Timbre  des  sons. 

Chimie. 

litu.le  comparative  de»  aldéhydes  et  des  célones  aux  points  de  vue  des  préparations  et  des  i>ropriétés. 
ylp/)/icfilion.  -  2467    l-  Quelle  quantité  maximum    «l'alcool    élhylique    peut-on   espérer    transformer   en 
abU'byde  par  l'emploi  de  r.O"  de  bichromate  de  potassium  en  solution  sulfuri.iue? 


r  R, 
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20  Quel  volume  de  liqueur  de  Fehling  pourra-t-on  réduire  avec  1«  d'aldéhyde,  si  la  liqueur  contient  70»''  de 
sulfate  de  cuivre  cristallisé  par  litre? 

Cr  =  52,D,  K  =  39,  Cu  =  63,b. 

Sciences  naturelles. 

Structure   générale  de  la  cellule  chez  les  Animaux  et  chez  les  Végétaux.  —  Protoplasme  et  noyau.  — 
Principales  différenciations  du  cytoplasme. 

N.  B.  —  F^e  candidat  ne  parlera  pas  de  la  division  cellulaire. 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


2468.  —  On  donne  un  ellipsoïde  E  et  une  sphère  S  de  centre  m.  On  considère  un  plan  variable  P  assujetti 
à  cette  condition  que  son  pôle  p  par  rapport  à  S  soit  situé  sur  son  diamètre  par  rapport  à  E. 

1°  Lieu  du  pôle  p  du  plan  P  et  enveloppe  de  ce  plan. 

2°  Démontrer  que  la  courbe  C  lieu  du  point  p  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  conjugué  commun 
à  Tellipsoïde  et  à  la  sphère;  réciproquement. 

3"  On  fait  varier  le  centre  to  de  la  sphère  S  sur  une  droite  A  et  l'on  choisit  de  plus  le  rayon  de  cette  surface 
de  façon  qu'elle  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde;  déterminer  la  surface  S  lieu  de  la  courbe  C  ^l  l'enveloppe  du 
plan  P.  Pour  quelles  positions  de  la  droite  A  la  surface  S  est-elle  de  révolution? 

4°  On  considère  un  point  M  et  les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  passant 
par  la  courbe  C,  relative  à  une  sphère  fixe,  S;  démontrer  qu'ils  passent  par  un  même  point  M';  déterminer  le 
lieu  du  point  M',  lorsque  M  décrit  une  droite  D. 

5'^  On  suppose  en  particulier  que  la  droite  D  passe  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  est  située  dans  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  C  en  ce  point;  montrer  que  le  lieu  de  M'  est  une  droite  D'  et  trouver  le  lieu  de  cette 
dernière  droite  lorsque  D  varie  en  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  précédemment. 

((i.  E.,  à  Bordeaux.) 

2469.  —  On  considère  l'ellipse 


et  Ihyperbole 
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on  mène  la  tangente  en  un  point  M  de  l'hyperbole;  elle  rencontre  l'ellipse  en  deux  points  P  et  P'. 

1"  Trouver  le  lieu  du  conjugué  harmonique,  M',  de  M,  par  rapport  à  P  et  P',  quand  le  point  M  parcourt 
l'hyperbole. 

2*>  Trouver  la  correspondance  qui  existe  entre  le  point  M,  et  le  pôle,  M,,  de  PP'  par  rapport  à  l'ellipse.  Lieu 
de  M,. 

3°  Trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M,  sur  la  droite  PP'.  Dans  ce  dernier 
cas,  faire     b  =  a.  E.  IL 
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2266.  —  L  —  Calculer  Vinlégvale  définie 

/'a 

On  suppose  que  m  désigne  un  nombre  positif  donné. 
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Éludipv,  fjuand  %  varir  de  — x  à  -|-  x  ,  lex  variations  de  la  fonction  »/(«),  et  construire  la 
courbe  représentative.  (Jn  montrera  iju  après  avoir  tracé  la  partie  de  la  courbe  répondant  aux  valeurs  de  a 
comprises  entre  0  et  2-,  le  reste  de  la  courbe  s'en  diduit  par  une  construction  simple.  On  tracera  avec  soin 
cette  même  partie  de  la  courbe  pour     m  =  1. 

II.  —  On  considère  y  comme  une  fonction  d»'  m.  Calculer  la  dérivée  de  cette  fonction  par  rapport  à  m; 
et  la  dérivée  par  rapport  à  z  de  celte  dérivée. 

III.  —  On  considère  r intégrale 

jr=    /    <r"'«cosarfi. 

A  chaque  vnb'ur  de  x  répondent  en  général  une  infinité  de  valeurs  de  ot  données  par  la  relation 
précédente  et  à  chacune  de  ces  valeurs  de  x  répond  une  valeur  de  In  fonction  y,  ce  qui  permet  de  dire  que 
y  est  fonction  de  x.  Calculer  In  dérivée  de  y  par  nippnrt  à  x;  on  désignera  cette  dérivée  par  y'.  Démontrer 
f/nil  existe  entre  x,  y  et  y'  une  relation  indép'ndnnte  de  a  et  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  trttis 
variables  x,  y  et  >/'-.  Former  cette  relation;  l'intégrnr.  Ih'duire  de  l'intégration  lu  relation  indépendante  </»•  a 
qui  existe  entre  les  fonctions  x  et  y. 

Pour  calculer  l'intégrale  y  nous  cherrlions  d'abord  l'inlégrale  indéfinie  en  intégrant  par  parties  : 

/  e-'-^  sinar/z=:  —  /"- •'  cosx  -h  m  j  e'"*  cosar/i. 

Celle  formule  a  été  obtenue  par  l'application  de  la  formule 

/  udv  =:uv  —   /  vdu, 

en  posant  li^e'"»,  rfu  =  sina(/a. 

Applirjuons  l'égalité  précédente  entre  les  limites  l)  et  a;  nous  aurons 

t/  =  1  —  c""  ces  a  -h  mx. 
Un  calnil  tout  pareil  nous  donne 

/  C'""  cosarfa  =  f'"«  sin  X  —  m  le  "sinarfa, 
et  X  =  »'•"' s'\n  X   -  my . 

De  ces  deux  équations  du  premier  degré  en  x  cl  en  y,  il  est  facile  de  déduire  y  cl  x,  et  nous 
obtenons  ainsi 

/jv  1        .  c"'«(msina  —  cosa) 

de  méiiif^, 


—  m        f""(sin«-Hmcosz) 


Tour  étudier  les  vnrinfidiis  d«'  la  fonction  y,  nous  nous  servirons  de  sa  dérivée,  qui  ««si  évidemment 

,      dy 
y  ^  .'  =  c'"«sin«. 

Cette  dérivée  est  positive  dans  l'intervalle  (H,  ::),  négative  dans  linlervalle  (r,  2it),  elc.  La  fonction 

est  donc  croissante  dans  le  premier  intervalle  et  croll  de  0  à     ^'"''  "^  -  ;     dans  le  second  intervalle   elle 

1  ~h  m*  ' 

.  '"■  -  j    I  i e*"" 

décroît  (I.       j_^,^i      ♦*i       l'JZTfUt  '     I*'""'  ^''^^  ^^*^^^  ^^  nouveau,  elc.  Supposons    m=l;     alors,  h 

gauche,  quand  a  est  négatif  et  grandit  indéllnimenl  en  valeur  absolue,  c«  tend  rapidement  vers  0,  et  la 
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fonction  se  rapproche  indéfiniment  de     ^^^^,  =  ^;     la  courbe  est  asymptote  à  la  droite     y  =  l, 

qu  elle  traverse  une  infinité  de  fois,  car  la  partie     ^^sma  — cosa)     g-j^^j^^jg  ^^^  infinité  de  fois.  A 

droite,  quand  a  grandit  indéfiniment  par  valeurs  positives,  e«  devient  infini  et  grandit  très  vite,  les 
oscillations  de  la  fonction  prennent  très  vite  une  grande  amplitude  :  le  premier  maximum  est  déjà 
supérieur  à  11,  et  la  valeur  absolue  du  premier  minimum  dépasse  250.  Enfin  une  remarque  intéressante 

est  la  suivante  :  les  maximums  et  minimums  sont  situés  sur  les  courbes    xj  =  ^^^       et    y=         ^" 


1 


2      ' 
Il  est 


ce   sont  deux  exponentielles   symétriques  l'une   de  l'autre  par  rapport  à  la  droite     y ^ 

\ 

d'ailleurs  avantageux  de  compter  les  ordonnées  à  partir  de  la  droite    y  =  -. :;,     dans  le  cas  général, 

ou    y  =  ^,     dans  le  cas  particulier  actuel.  Au  point  de  vue  géométrique  cela  revient  à  remplacer  Taxe 

1  1 

des  a?  par  la  parallèle    y=^,     à  poser    y  =  ^A-z^     z  désignant  la  nouvelle  ordonnée. 

Une  fois  construite  la  partie  de  la  courbe  qui  correspond  à  l'intervalle  (0,  2;:),  il  est  facile  d'obtenir 

celle  qui  correspond  à    l'intervalle  (Stt,  47r)  :  il  suffit  de  remplacer  a  par 
a  +  ^TT     dans  s;  celui-ci  se  change  en     ze-^''(m  =  l)     soient  alors    0,P  =  a, 

OiP'  =  a  +  27r,     PM  =  z,     P'M'  =  ze-     la  droite  MM'  coupe     0,xAy  =  \\ 

SP' 
en  un  point  S  tel  que  -^=ie--,  les  deux  segments  SP  et  SP'.ont  des  lon- 
gueurs invariables.  Nous  construirons  donc  une  bande  de  papier  sur  laquelle 
nous  marquerons  les  trois  points  fixes  S,  P  et  P',  et,  en  la  faisant  glisser  le  long 
de  Oja?!,  nous  placerons  de  suite,  pour  chaque  point  P,  les  deux  points  S  et  P'. 
Il  n'y  aura  plus  qu'à  joindre  SM  pour  avoir  le  point  M'. 

La  troisième  partie  de  la  courbe,  celle  qui  correspond  à  l'intervalle  (4::,  O::),  se  déduit  de  la  seconde 

par  le  même  procédé. 

La  figure  que  nous  donnons  ici  donne  une  idée  de  la  courbe, 
mais  non  la  courbe  réelle,  dont  les  oscillations  sont  beaucoup 
plus  étendues  vers  la  droite  que  celles  qui  sont  indiquées.  La 
courbe  est  en  quelque  sorte  formée  d'une  infinité  de  sinuosités 

comprises  entre  les  deux  exponentielles,     z  =  ^     et     z  =  — ;^, 

bien  qu'elle  traverse  la  première  en  ses  maximums,  la  seconde, 
en  ses  minimums. 

IL  —  Si  nous  nous  appuyons  sur  l'égalité 


y 

lïi' 

!r 

/'; 

V 

^  ; 

0. 

p 

P'     . 

•Ï1 

'    0 

JC 

nous  avons  de  suite 
_}L  __  gm».  sin  a,  et 


=i-  r=ae'''«sma. 


Calculons  maintenant  ^  .  Nous  avons 

(1  _(_  |^2)y  =  1  H-  e'»«(m  sin  a  —  cosa), 
et,  en  dérivant  par  rapport  à  m, 

2mt/  -+-(1  -h  m")—  =ac"'«(rnsina  —  cosa)-f-e"'«sina; 
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il  serait  facile  de  d.-duire  de  là  la  valeur  de  ^^  el  de  calculer  ensuite -^-^;  mais  il  vaut  mieux  dériver 
les  deux  membres  de  l'équalinn  précédente  par  rapport  à  a  et  y  remplacer  ensuite  ^-^  par  sa  valeur. 
Ce  calcul  donne 

2;;i    ^-+-  ri    I-  m*),*^  ^   z=e""'(in  sina—  cosa)  -4- ma  c'""  (m  si  no  —  cosa) 

ê 

-h  ae"'*(i/<  cosa-+-sina)-f  me"'"sinx  4- e'"  cosa; 
en  remplaçant  '  '  par  '""sina,  et  simplifiant,  il  reste 


(1  -f-wi«)::^-(-  =  ae"'(m«  4-1)  sina, 


finalement     - — ^  =:ae"'"sin«. 


III.  —  Considérons  la  fonction 

— w        c""|sina-t-mcosg) 

^""l-fm*'^  l-+-m- 

en  donnant  à  x  un<'  valeur  îléterminée,  nous  obtenons  ainsi  une  équation  en  a  qui  u  une  ioBnilé 
de  racines;  ceci  se  voit  sans  peine  en  construisant  la  courbe  x  =  f{x),  qui  est  analogue  h  celle  que 
nous  avons  construite  anlérieurement,  el  en  coiipanl  cette  courbe  par  une  paralb'le  à  l'axe  des  a.  Pour 
chacune  de  ces  valeurs,  de  a,  la  fonction  y  a  une  valeur  bien  déterminée;  celte  fonclion  7  est  donc  aussi 
une  f(Wiction  multiforme  d<;  r,  qui  a  une  inlinilé  de  branches.  Cherchons  la  dérivée  dr  l'une  quelconijue 
de  ces  fonctions  par  rai)port  à  t\  nous  aurons 

'''' 
dy fi  I sin  a 

i   '  dx       dx  ~^cos  a        "    ' 

r* 

d  autri'  part,  les  deux  égalités  du  début  peuvent  s'écrire 

mx-\-  1  —  1/  =  e""cosa, 
a*-i-  7/11/ r=t'"'"  sina, 

et,  un  divisant  la  srcondf  p.ir  l:i  première, 

X  -\    tnij  .  fi}/ 

-      ',  =  lifa=  /'  . 
TMJr  —  7  -H  I  "•'■ 

1,'fqiialioii  dillérenticlle  qui  relie  .r  à  7  est  «loue 

(x-h  tnti)dx  —  (vix  —  y  ~\-i)dy  =  (). 

pour  intégrer  cette  équation,  nous  poserons 

x-\-my^u,  vix  —  j/ 4-  I  =  y, 

t|  nous  aurons 

dx  -\-  mdy  =  du ,  mdx  —  dy  =  <f  »•  ; 

puis, 

(1-4-  i»^)dy  =  mdu  —  dvt 
(1  -f-  m*)dx  =  du  -h  i»df  ; 
par  suite, 

Il inilii    -  dr  " 

I'  ilii  niifr 
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et  cette  nouvelle  équation  différentielle  s'éciiL 

m{vdu  —  udv)  =  udu  -\-  vdv, 
ou 

vi/u  —  udv       udu  -I-  vdo 

Wî    7, 7, = 3 . 

u-  -hv^  u-  4-  0- 

Sous  cette  forme  elle  est  immédiatement  intégrable  et  donne 

m  arc  tg  -  =:  -  L  (m^  H-  y-)  -h  G. 

Pour  déterminer   la  constante,   nous  remarquons  que  x  et  y  sont  nuls  en  môme    temps;    alors 
M  =  0,     u  =  l,     et  nous  voyons  que     C=rO. 
La  relation  demandée  est  donc 

u-  -i-  v^  =  e  '  ; 

c'est  Téqualion  de  la  courba  décrite  par  le  point  image  (x,  y)  dans  un  plan  représentatif  quand  a  varie. 
Comnie  les  deux  droites     u  =  0,     v  =  0     sont  rectangulaires,  on  peut  les  prendre  pour  nouveaux 
axes  dans  le  plan  choisi,  et,  en  appelant  x'  et  y'  les  nouvelles  coordonnées,  nous  pouvons  écrire 

,  u  ,  V 

X  =- 


et  l'équation  devient 

x--i-y'-z={l-\-ni')e 

elle  représente  une  spirale  logarithmique,   ou  plutôt  deux   spirales  symétriques  Tune  de  l'autre  par 
rapport  à  la  nouvelle  origine,  0'. 

Pour  éclaircir  ce  point,  revenons  aux  expressions  de  x  et  de  y, 

—  m         e>"  "■  (si  n  a  -h  ni  cos  a) 


X- 


1  -h  m-  1  -f-  rii- 


1  e'"«(?nsina  —  cosa) 


et  effectuons  le  changement  de  coordonnées, 

—  m     ,  1        , 

nous  obtiendrons 

e""'(sina-t- m  cosa)  «;""■'(»«  sin  a  —  cosaj 


Nous  déduisons  de  là 


2  ,     -2        2      e*"'«(lH-m2) 


et,  par  suite, 

gma 


d'autre  part,     .r,  =  pcosw,     yj  =  psinco;     par  conséquent, 


sina  +  JJlCOSa  _■        ?«sma  —  cosa 

COS(iJ  = ,_ ,  Sin(o:= 


v'I-hm^  yjl  4-m- 

Posons  alors    m:=cotg.i;     nous  voyons  de  suite  que 

COSo)=:  cos(a  —  3-),  8in(o  =  8in(a  —  cp); 


;{i2 
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nous  pouvons  firrndrp     2.  —  z,  =1»,     3.  =  10  -h-  z,.  '  ci  l'équation  on  coordonnées  polaires  de  la  courbe  est 

'     \1 


^sin^e^ïe"'". 
Ceci  montre  bien  que  la  courbe  est  une  spiral»»  logarillnnique. 


F' 

c 

x>'    0 

y 

r     -^ 

2267.  —  Soient  F  e/  K'  /r.v  projections  tur  deux  axes  rectangulaires  fixes  x'Ox,  y'Oy,  d'un  point  C 
de  leur  plan,  dont  les  coordonnées  sont     0F  =  '/.     ()U'  =  b.     On  considère  deux  paraboles  ayant   leur 

sommet  commun  à  l'origine  O,  ri  dont  les  foyers  sont  respectivement  aux  points  F  et  F'. 
1°  On  demande  Véquaiiim  du  lieu  yromé trique  du  point  M  sommet  d'un  angle 
droit  dont  l'un  des  cotés  rsl  langent  à  l'une  des  paraboles^  et  dont  l'autre  côté  est 
tangent  à  l'autre  parabole.  On  construira  la  courbe  répondant  à  cette  équation. 

2"  Cette  courbe  a  une  asgmplote  A.  On  peut  considérer  la  droite  A  et  le  point  C 
comme  se  correspondant  réciproquement,  la  droite  étant  déterminée  des  qut  le  point  C 
est  donné,  et  le  point  C  étant  déterminé  quand  la  droite  A  est  donnée.  Ceci  posé,  on 
demande  quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  C  quand  la  droite  A  *e  déplace  de  manière  à  passer  par 
un  point  /ire. 

'.i"  On  demande  aussi  quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  C  quand  la  droite  A  se  déplace  de 
manière  à  rester  tangente  à  la  parabole  qui  a  s<ni  sommet  au  point  0  et  son  foyer  à  un  poitU  ^  du  plan 
dont  on  désignera  les  coordonnées  par     —  a     et     —  h. 

1°  L'é(iualion  de  la  parabole  qui  a  pour  soiimiii  le  point  U  et  pour  foyer  le  point  1'  isl 

»/•*  —  \nx  =  0. 

et  celle  dt;  la  parabole,  qui  a  i)our  soininel  le  point  {)  et  pour  foyer  le 

point  1"  est 

X-  —  \hy  =  0. 

L'é<iualion  générale  des  tangentes  à  la  première  est 

a 


y 
\ 

/  /I        • 

f/  1  ^■' 

/ 
/ 

a  f                X 

\ 
\ 

\ 

N 

y  =  mx 
celle  des  tangentes  à  la  seconde  est 

x  =  m'y  ■ 


m 

b 
m' 


Comme  ces  droites  doivent  être  rectangulaires,  nous  avons     m-t-m'  =  0.     ou     m'  =  —  m;     b's 
deux  éijuations  précédentes  s'écrivent  alors 

m'x  —  my  4-  «  =  0, 
m'y  -4-  »ix  -f-  6  =  0. 

Nous  aurons  le  lieu  du  point  (x.  y)  en  éliminant  m  entre  elles;  cela  nous  donne 

(1)  {x^-hy*){ax-hby)-h{ay  —  bx)*  =  0. 

Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire  ayant  un  point  double  à  laiigtiiles  conlondues  au 
point  0,  c'cst-ù-dire  un   point  de  rebroussemeul;  la  tangente  en  ce  point  de  rebroussement  est  la 

X      1/ 
droile        — f  =  0\     c'est  la  droite  OC;  la  direction  asymplolique  est     ax-\-by  =  0.     elle  est  perpen- 
diculaire ù  OC.  Le  lieu  est  donc  une  cissoïde  droite. 

2"  Pour  avoir  l'asymplotc.  nous  coupons  la  courbe  par  une  droile 

fl j  -+-  Al/  =  À 
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parallèle  à  la  direction  asymptolique.  En  remplaçant     ax-\-bij     par  X,  nous  avons  une  équation, 

l{x'  +  xf-)  +  {ay  —  bxf  =  0, 

homogène  en  x  et  y,  qui  nous  donne  les  rayons  joignant  l'origine  aux  points  de  rencontre  de  cette 

droite  avec  la  courbe.  Pour  que  la  droite  devienne  asymptote,  il  faut  que  lun  de  ces  points  aille  à 

l'infini,  c'est-à-dire  que  l'un  des  rayons  devienne  parallèle  à    aa7-f-6y  =  0.     Ceci  s'exprime  en  écrivant 

X  \i 

que  l'équation  homogène  en  a?  et  y  admet  la  solution     t==  —  -,     et  nous  avons  ainsi 

),(a2  +  62)  +  (a2  +  62^2_0,  x  =  _(a2  +  ô2). 

L'équation  de  l'asymptote  est  donc 

A  =  aa?  +  èj/  H-  a^  +  6-2  =  0. 

Elle  passe  par  le  point  C,  symétrique  de  C  par  rapport  au  point  0. 

Nous  voyons  ainsi  qu'à  tout  point  C(a,  b)  correspond  une  droite  A  parfaitement  déterminée,  et  qu'à 
toute  droite  du  plan  correspond  un  point  déterminé,  C;  ce  second  point  est  évident  géométriquement. 
Il  est  non  moins  facile  à  apercevoir  analytiquement;  car,  soit  ux-+-vy  -hw  =  0  une  droite  donnée, 
quelconque;  en  identifiant  avec  A,  nous  aurons 

a b g-  +  b-  _  , 

U        V  w  ' 

w 
az=ku,  b=:  kv ,  k' [lâ  -+-  v-)  =  kw,  k  ^    ,  -      i , 


M- -h  y 


et,  par  suite, 


UW  ,  VIO 

a  =  —T—. — ô ,  b  = 


w'--i-u^'  u--\-v'^ 


Quand  A  tourne  autour  d'un  point  fixe  {x^,  y^),  nous  avons  la  relation 

a^  +  b~-+-  ax^  -+-  byo  =  0, 
qui  montre  que  le  point  {a,  b)  décrit  un  cercle  passant  à  l'origine  et  ayant  pour  centre  le  point 

2  2' 

3°  Pour  traiter  la  troisième  partie,  il  est  nécessaire  de  changer  de  notations  :  nous  appellerons  a  et 
p  les  coordonnées  du  point  mobile,  G,  qui  correspond  à  la  droite  A;  l'équation  de  celle-ci  sera 

oLX-h^y^o,'^-hf  =  0. 
Nous  avons  maintenant  à  écrire  qu'elle  est  tangente  à  la  parabole   qui   a  pour    foyer  le  point 
(—a, —  />»),     et  pour  sommet  le  point  0.  L'axe  de  cette  parabole   a  pour  équation     -—^=0;     la 
tangente  au  sommet,     ax-^by^O;     et  la  directrice, 

a{x  —  a)-hb(y  —  b)  =  0.  ' 

Prenons  le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  la  droite 

aa?-hpt/H-a'^  +  P'^  =  0 

et  écrivons  qu'il  est  sur  la  directrice;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  {—a,  —b)  et  écrivons  qu'il  est  sur  la  tangente  au  sommet;  nous  aurons  écrit 
que  la  droite  A  est  tangente  à  la  parabole.  Le  dernier  calcul  nous  donne 
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puis 


«  (a),  —  a) -h  Mfi>-  —  A)  -h  a'  -f-  p*  =  0. 


(a  ««+-  A  p)  (a  «  +  6  fJ  —  a^  —  fj«)  —  (a»  -h  6*)  (  »«  -h  p*)  =  0. 

Celle  dernière  équation  esl  l'équation  du  lieu;  elle  se  simplifie  el  s'écrit 

(ax  ^h,i)  rj*  -i-  yi)-^.{ay  —  Ax)-  =  0, 

€n  posant     a  =  x,     p^j/. 

Ce  lieu  est  justement  la  cissoïde  droite  déjà  rencontrée. 

Solution  géométrique.  —  1"  Menons  par  les  points  F  el  F'  deux  droites  rectangulaires  FM'  et  F'M'.  qui 
rencontrent  les  axes  des  y  et  des  x  en  A  et  B;  menons  par  les  points  A  el  B  des  droites  perpendiculaires 

resportivemenl  à  FA  et  à   F'h;  elles  se   coupant   en   M,  qui  est   un  poinl 
du  lieu.  Le  poiiil  .M   fst  sur  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  UF(^F'. 

Joignons  alors  0.M  el  ().M;  nous  allons  démontrer  que  ces  deux  droites 
sont  rectangulaires  el,  pour  cela,  que  les  deux  triangles  OF.M'  el  OBM  sont 
seinblables.  Il  est  évidrnt  d'abord  que  les  deux  angles  <»F'.M' et  <>BM, 
marqués  1,  sont  égaux;  car  ils   ont   leurs  cùlés  |»erpendiculaires.    Il   faut 

.  .  "I'        KM  „u       »i..         .     M'A       OB 

montrer  ensuite  que     ^C'  —  wu'»    ^'"     '^M  — MA,    et    j^|'  =  7TrM     pu's- 

qu»'  les  deux  triangles  OF'B  et  F'M'.\  sont  semblables. 

I,es  deux  triangles  indii|ués  ont  donc  un  angle  égal  compris  entre 
ciilés  proportiormels;  ils  sont  semblables  et  les  angles  F'OM'  el  HO.M  sont 
•'•gaux;  en  retranclianl  de  ces  deux  angles  la  partie  commune,  HoM  .  il 
reste  les  angb's  F  OH  et  .M  UM  qui  sont  égaux.  L'angle  M'OM  est  donc  droit. 
Il  rrsulte  (]<•  là  (jue  le  cficle  «b'-crit  sur  .M.M'  comme  diamètre  passe  au 
point  l»;  il  passe  aussi  aux  points  A  et  IL 
Menons  alors  CM'  (jui  rencontre  ce  cercle  en  P:  la  ligure  U.M  P.M  est  un  rectangle  cl  .M  P  =  OM.  Nous  allons 
«b'monlrer  maintenant  (|ue  l'angle  COP  est  droit.  Il  suffit,  pour  cela  de  remarquer  que  tous  les  angles  marqués 
•i  sont  rgaux  :  MPC)  el  MAO  cnmine  ayant  même  mesure  el  MAT»,  F  RO  comme  ayant  leurs  cùlrs  perpendi- 
culaires; (l'autre  part,  les  angles  OF'M'  el  OC.M'  sont  l'-gaux  commr  ayant  nu^me  mesure;  les  deux  triangles 
<:0P  el  F'OB  ont  donc  leurs  angles  égaux  el  l'anule  COP  est  droit.  La  droite  t^iP  e^t  lixe  et  tangente  au  |iremier 
cercle  en  0. 

Prenons  alors  C{ji  équipollenl  à  M  P;  le  lieu  du  point  fi  est  une  cissonle  droite  ayant  le  point  G  pourpoint 
de  rebroussemenl,  la  droite  (X)  pour  tangente  en  cr  \n>'\ul  et  la  droite  tiP  pour  asymptote. 

Le  lieu  du  point  .M  est  donc  une  cissoïde  égalo  obtenue  en  faisant  subir  h  celle-ci  la  translation  Cn. 
l.'asynjptote  de  cette  nouvelle  cissoïde  est  parallèle  à  OP  et  passe  au  point  symétrique  de  G  par  rapport  au 
poinl  O. 

•2"  (Juand  on  l.iii  vaiicr  le  point  ("„  l'asymptote  A  varie;  ^  correspondance  qui  existe  entre  eux  est  très 
simple  :  le  point  ('.  est  !.•  symétrique,  par  rapport  au  point  O,  tlu  pied  de  la  perpendiculaire  abais.sée  du  pwntO 
sur  la  droite  A 

Uuand  la  droite  A  tourne  autour  ilun  point  lixe,  K,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  poinl  0  sur 
cette  droite  décrit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  (IK.  Le  point  associé,  G,  décrit  donc  le  cercle  symétri(|ue  par 
rapport  au  point  0. 

3"  Quand  la  droite  A  enveloppe  la  parabob>  indiquée,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  d«Vril  la 
poilaire  de  celte  parabole  par  i apport  à  son  sommet;  c'est  une  cissoïde  tiroile  ayant  pour  poinl  de  rebrousse- 
menl le  poinl  0  el  pour  asymptote  la  directrice  de  la  parabole.  Le  point  associé  A  la  droite  A  décrit  donc  la 
«•issoïdt;  symétrique  par  rapport  au  point  0;  c'est  justi  ment  la  cissofde  déjà  trouvé»'  dans  la  première  partie. 
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^312.  —     xy  est  le  petit  axe  de  lu  feuille,  m  est  son  centre. 

wo'  —  70""™,     w6'=  140">"\     Ma  =  ac  =  o'c'  =  4o">™;     ac  et  o'c'  sont  parallèles  à  xy. 

Un  ellipsoide  de  révolution  a  pour  axe  le  segment  vertical  (ab,  a'b'),  et  il  est  tangent 
au  plan  vertical  de  projection. 

Un  cylindre,  dont  la  trace  sur  le  plan  Itorizontal  est  un  cercle,  passe  par  les  deux  sommets 
de  Vellipsoïde  (a,  a')  et  {b,  b');  une  de  ses  génératrices  a  pour  projection  horizontale  otc  et 
pour  projection  verticale  b'c'. 

On  cherchera  Vintersection  de  Vellipsoïde  et  du  cylindre,  et  on  représentera,  par  ses  deux 
projections,  la  portion  de  Vellipsoïde,  supposé  solide  et  opaque,  extérieure  au  cylindre. 

{Ecole  centrale,  1919.) 

On  obtient  des  simplifications  appréciables  en  construisant  la  base  du  cylindre  dans 
le  plan  (H)  de  l'équateur  de  l'ellipsoïde.  Ce  cercle  (w,  co')  passera  par  le  point  de  contact 
{g,  g')  de  l'ellipsoïde  et  du  plan  vertical  de  projection,  puis  par  les  traces  {e,  e'),  (/,  /') 
des  génératrices  rectilignes  contenant  les  sommets  [a,  a),  [b,  6'). 

A  priori,  la  projection  horizontale  de  la  figure  possédera  un  axe  de  symétrie,  qui 
sera  la  droite  joignant  les  pieds  des  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  du 
cylindre.  Car,  dans  l'espace,  la  droite  dont  il  s'agit  est  un  axe  de  symétrie  horizontal  commun  aux  deux 
surfaces. 

.  Construction  de  la  courbe  d'intersection.  —  Pour  avoir  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  nous  emploie- 
rons la  méthode  classique  relative  à  une  surface  de  révolution  à  axe  vertical  et  à  un  cylindre  dont  la  base  est 
donnée  dans  un  plan  horizontal.  Un  plan  quelconque,  parallèle  à  cette  base,  coupe  ici  les  deux  surfaces 
suivant  des  cercles  projetés  horizontalement  en  vraie  grandeur.  .Après  avoir  construit  le  cercle  {pq,p'q')  situé  sur 
l'ellipsoïde,  au  Heu  d'opérer  de  même  pour  celui  que  nous  donne  le  cylindre,  nous  l'amènerons  sur  la 
base  de  ce  dernier,  par  une  translation  parallèle  aux  génératrices.  Nous  transporterons  également  le  premier 
cercle,  dont  le  centre  viendra  de  (i,  i')  en  (j,,  i[)^  et  sa  ^nouvelle  position  coupera  le  cercle  (w)  en  deux  points 
Wj  etîii,  que  la  translation  inverse  ramènera  en  (m,  m')  et  {n,  n').  On  a  ainsi  deux  points  de  la  courbe  demandée. 

Tangente  en  un  point  {m,  m')  de  la  courbe.  —  Cette  droite  est  déterminée  par  l'intersection  (f,  t')  des  traces 
de^  deux  plans  tangents  sur  le  plan  horizontal  (H).  Pour  le  cylindre,  nous  avons  la  tangente  en  ?h,  au  cercle  de 
base  (oj).  Quant  à  l'ellipsoïde,  il  s'agit  dune  perpendiculaire  à  la  trace  om  du  plan  méridien  du  point  de  contact; 
elle  sera  déterminée  à  l'aide  de  la  tangente  à  la  méridienne,  que  nous  déduirons,  par  une  rotation,  de  la  tan- 
gente en  (g.  q')  à  la  méridienne  principale. 

Points  kexiarqu.\bles  :  1°  Points  situés  sur  les  contours  apparents  de  Vellipsoïde. —  En  projection  horizontale, 
l'équateur  contient  les  points  donnés  (c,  c'),  {g,  g'),  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres,  puisque  nous  venons  de  voir 
qu'un  plan  horizontal  ne  peut  donner  que  deux  points. 

Pour  avoir  ceux  qui  appartiennent  à  la  méridienne  princijiale.  nous  serons  conduits  à  imaginer  les  inter- 
sections de  son  plan  avec  les  deux  surfaces.  Dans  le  cylindre,  nous  aurions  une  ellipse,  coupant  la  première  en 
quatre  points,  parmi  lesquels  figurent  déjà,  d'après  les  données,  ceux  qui  sont  projetés  verticalement  en  a',b',c'. 
La  détermination  de  la  projection  d'  du  quatrième  point  est  donc  un  problème  du  l-"'"  degré,  que  nous  pourrons 
résoudre  de  la  manière  suivante. 

Parmi  les  quadriques  qui  passent  par  l'intersection  de  Tellipsoïcle  et  du  cylindre,  considérons  la  quadrique 
(Q)  qui  contient  l'axe  de  révolution  {ab,  a'b'),  et  qu'on  peut  caractériser  comme  étant  celle  qui  passe,  par 
exemple,  par  le  centre  [a,  o').  Le  plan  méridien  principal  la  coupe  suivant  cette  droite  {ab,  a'b'),  et  une  autre 
droite  projetée  suivant  c'^'.  H  est  tangent  à  la  quadrique  au  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites,  projeté  en 
e';  et  réciproquement,  si  l'on  connaît  ce  point,  la  droite  c'e' déterniinera  le  point  d'.  Nous  allons  chercher  ï' 
comme  application  du  théorème  de  Chasles  relatif  aux  plans  tangents  à  une  surface  gauche,  le  long  d'une 
génératrice  rectiligne. 

Le  rapport  anharmonique  des  points  de  contact  de  quatre  de  ces  plans  est  égal  à  celui  du  faiscea'u  des 
quatre  plans,  ou  de  leurs  traces  sur  le  plan  (H).  D'abord,  aux  points  (a,  a'),  {b,  b')  les  plans  tangents  à  la  qua- 
drique (Q)  contiennent  les  tangentes  à  la  courbe,  qui  sont  les  traces  des  plans  tangents  au  cylindre  sur  les 
plans  tangents  horizontaux  de  l'ellipsoïile,  et  sontainsi  [)erpendiculaires  aux  rayons  coe,  to/"  do  la  base,  ou  paral- 
lèles à  wc  et  wgr.  On  reconnaît  ensuite  que  le  plan  méridien  parallèle  à  l'axe  du  cylindre  donne  les  génératrices 
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passant  par  les  sommets  de  l'ellipsoïde,  et  dont  les  nouveaux  points  de  rencontre  avec  cette  surface  sont 
encore  symétriques  par  rapport  à  (o,  o').  La  droite  qui  les  joint  est  donc  située  sur  (Q),  de  sorte  que  (o,  o')  est 
le  point  de  contact,  sur(Ql,  du  plan  dont  il  s'agit.  Le  plan  perpendiculaii-e,  étant  son  conjugué  harmonique  par 
rapport  aux  plans  tangents  en  (a,  a'j  et  (6,  b'),  aura  son  point  de  contact  conjugué  harmonique  du  centre  de 
l'ellipsoïde  par  rapport  aux  sommets,  c'est-à-dire  rejeté  à  l'infini. 

Appliquons  une  seconde  fois  le  théorème  aux  points  projetés  en  o','a\  z'  etau  pointa  linfini.  Les  perpendi- 
culaires menées  de  oj  aux  traces  de  leurs  plans  tangents  sont  respectivement  sur  la  figure  ojp,  we,  low',  «os. 
Comme  5  est  le  milieu  de  er,  le  faisceau  est  harmonique.  Il  en  résulte  immédiatement  que  t'  est  le  milieu  de 
o'a'.  et  se  trouve  sur  la  droite  ce. 

Nous  signalerons  encore  une  propriété  de  la  tangente  en  o\  qui  est  la  trace  verticale  du  plan  tangent  au 
cylindre.  La  trace  horizontale  est  la  perpendiculaire  menée  au  rayon  log  de  la  base  par  la  trace  horizontale  c  de 
la  génératrice;  elle  passe  donc  par  le  point  6  on  xy  est  coupée  parla  ligne  de  rappel  du  second  point  où  la  droite 
co  rencontre  la  base  du  cylindre.  On  en  déduit  la  tangente  o'O. 

Enfin,  la  symétrie  de  la  figure  nous  permet  de  déduire  du  point  (cl,  d')  le  point  (o,  o')  qui  est  le  quatrième 
point  de  la  courbe  situé  dans  le  plan  méridien  de  profil. 

2'  Points  situés  sur  les  contours  apparents  du  cylindre.  —  Ce  sont  les  intersections  de  l'ellipsoïde  avec  les 
génératrices  de  contour  apparent  horizontal  et  vertical  du  cylindre;  et,  pour  les  obtenir,  on  appliquera  l'une 
des  méthodes  usuelles  de  construction  des  points  communs  à  une  droite  et  à  une  quadrique.  Pour  la  clarté 
nous  n'effectuons  les  tracés  qu'à  propos  de  la  généralrice  de  contour  apparent  horizontal  qui  a  son  pied  sur  la 
base  en  (/,  i),  en  employant  la  projection  stéréographique,  et  en  plaçant  le  point  de  vue  au  sommet  (a,  «').  La 
section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  de  bout  mené  parla  génératrice  a  pour  perspective  sur  (H)  le  cercle  de 
diamètre  aj  ^j  dont  la  coirstruction  est  évidente.  Quant  à  la  perspective  de  la  génératrice,  elle  joint  /  à  la  trace 
e  de  la  parallèle  aux  génératrices  menée  une  fois  pour  toutes  par  (a,  a').  Les  points  de  rencontre  t/j.  i-j  se 
ramènent  par  la  perspective  inverse  en  (u,  u')  et  [v,  v'). 

3»  Points  fournis  par  les  génératrices  Imites.  —  Les  génératrices  limites  sont  les  génératrices  communes  au 
cylindre  donné  et  au  cylindre  parallèle  circonscrit  à  l'ellipsoïde.  Leurs  pieds  sur  le  plan  (H)  seront  les  points  de 
rencontre  du  cercle  (w)  avec  la  trace  du  cylindre  auxiliaire  sur  ce  même  plan.  Celle-ci  peut  être  considérée 
comme  l'enveloppe  des  cercles  (ti),  projections  obliques  des  parallèles  de  l'ellipsoïde  dans  le  sens  des  généra- 
trices. Les  points  e  et  f,  étant  ainsi  les  centres  des  cercles  de  rayon  nul  bitangonts  à  la  courbe,  seront  ses  deux 
foyers;  et  comme  le  petit  axe  de  l'ellipse  est  le  diamètre  hk  de  l'équateur  de  l'ellipsoïde  perpendiculaire  à  ef,  on 
aura  assez  d'éléments  pour  construire  la  courbe  sans  recourir  aux  génératrices  du  cylindre  circonscrit.  On  a 
ainsi  deux  points  X  et  ^i,  qui  fourniront  deux  points  {o,  o'),  (4/,  V)  dont  les  tangentes  sont  deux  génératrices. 

On  constate,  par  le  calcul,  que  la  droite  A[jl  détermine  sur  oc,  à  partir  de  o,  un  segment  qui  résulte  du  par- 
tage du  rayon  de  l'équateur  en  moyenne  et  extrême  raison.  Ce  segment  est  aussi  égal  à  la  distance  du  point 
l  h  oc. 

4°  Points  doubles  en  projection.  —  Nous  avons  déjà  indiqué  les  tangentes  au  point  double  o  de  la  projection 
horizontale.  En  projection  verticale,  nous  avons  aussi  un  point  double  ^',  la  droite  des  points  doubles  étant 
l'intersection  du  plan  méridien  principal  de  l'ellipsoïde  et  du  plan  des  génératrices  de  contour  apparent  ver- 
tical du  cylindre.  Cette  droite  sera  une  horizontale  déterminée  par  le  point  (s,  s')  où  l'axe  du  cylindre  rencontre 
le  plan  méridien  dont  il  s'agit.  Le  plan  horizontal  coirrespondant,  pris  comme  plan  auxiliaire,  permet  de  con- 
struire rigoureusement  les  deux  points  qui  ont  même  projection  verticale,  ainsi  que  leurs  tangentes,  que  nous- 
n'avons  pas  figurées. 

11  n'y  a  pas  lieu  d'insister  sur  la  ponctuation.  J.  L. 

Bonnes  épures  de  MM.  IL-L.  Mennessier,  à  Évreux;  M.  Roux,  au  Creuset. 

♦ 
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Concours  de  1920. 


Mathématiques. 

l.  —  2470.  1°  Étudier  la. famille  des  courbes 

a-  . 
(a)  psinwH sm  w  —  ar=0, 

a  désignant  un  paramètre  variable. 


•M  H 
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2°  Soil  V  l'angle  que  fait  eO  un  point  la  tangente  à  la  courbe  'X   arec  le  rayon  rectear. 


tgv 


Démontrer  qu'en  tout  point  de  rencontre  des  courbes  .1)  avec  le  cercle     f  =  b    le  rapport  p—  ne  dépend 

que  de  T  • 

Calculer  V  en  particulier  pour  les  points  de  rencontre  des  courbes  (ï)  avec  le  cercle     p  =a. 

3"  On  considère  la  famille  de  courbes 

a* 
(^)  f.  cosut — ^costo  —  i^O. 

Démontrer  (|ue  les  famillos  (a)  et  (Ji)  sont  orthogonales. 

II,  —  2471.  On  donne  un  cercle  C  dans  un  plan  horizontal  rOy.  Par  un  point  0  de  ce  cercle  on  mène  une 

perpendiculaire  0:  au  plan  J'Oy. 

Par  0  on  mène  uno  sécante  O.M  et  sur  0:  on  porte    OP  -- OP=OM,    et  <>n 
trace  MP  et  MP  . 

1"  Trouver  l'équaliun  de  la  surface  S  engendrée  par  les  droites  MP  et  MP' 
quand  le  point  M  décrit  le  cercle  C. 

2'*  Ktuilier  lessorlions  hurizontalfs  de  la  sui  face  .*». 

3'  Par  chafjue  point  P  il  pa.sse  deux  génératrices  rertilignes  de  la  surface  S. 

Démontier  que  leur  plan  coupe  la  surface  suivant  une  conique. 

Cette  conique  se  trouve  sur  le  cylindre 

a-»-^y4  =  (JM-. 
Trouver  le  lieu  des  centres  et  des  sommets  de  la  conique  quand  le  point  M 
décrit  le  cercle  C. 


Calcul  trif/onométrique. 

Soient  deux  nombres  a  et  h  ayant  pour  logarithmes  décimaux 

loga  =  0,23509,  log6  =  0,4.'{429. 

i»  Caleuler  leis  angles  a  et  2  compris  entre     —  '^  et  ^j     délinis  par  les  formules 

langa  =  ^gy/:J.  tangà=y/tanky 


2°  Calculer  les  quantités 


■=\/^cot2?, 


y" 

sin: 


"  cin  •)'' 


et  calculer 


.1°  Calculer  le  module  s  et  l'argument  ^  de  l'imaginaire 

ar-hij/  =  p(cos5  »  /sin?',  (i«  =  — 1) 

pîcosSc  et  oïsin.lï. 

r  %  * 

V"  ''.ikuler  la  valeur  que  prend  l'expression  * 

.r»  4   1.7!R2Kr   :   2.71X28 
quand  on  y  remplace  x  par  la  quantité 

.r   |- 11/ ^^  c,  ^:u^y    :    1  r^in?) 
précédemment  calculée  (3"). 
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2472.  —  Cadre  :  2i.  sur  îO''"'. 

Intersection  d'un  c<'kne  et  d'une  sphère. 

Coordonnées  h  partir  du  sommet  supérieur  gauche  du  cadre  en  millimètres. 

Ci^ne  de  révolution  à  axe  vertical.  —  Sommet  («,  «')  : 

«'(«  =  73""»,     y  =  7»»):  s(.r  =  73"»'",     y  =  307"'"'). 

Hase  :  Cercle  horizontal  de  centre  (c,  c')  :  Rayon  :=  70"'"»; 

c'(j=73"'"',     y  =177'""'):  c  confondu  avec  ». 

Le  ci\ne  est  posé  sur  une  planche  horizontale  d'<'paisseur  10'""«. 
Sphère.  —  Centre  (p,  p    : 
p'(x=  103"»"',     ysli^'""»!;  p(x  =  103"»"',     y  =^07""");  rayon  :  60™ 
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1'^  Représenter  l'ensemble  des  deux  solides. 

2"  L'ensemble  des  deux  solides  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  parallèles  dont  la  direction  (D'.  D) 
a  ses  projections  inclinées  à  43»  sur  les  côtés  du  cadre. 

Représenter  les  ombres  propres  de  l'ensemble  des  solides  ainsi  que  les  ombres  portées  de  cet  ensemble 
sur  lui-même  et  sur  la  planche  horizontale.  (Les  limites  des  plages  d'ombres  en  trait  plein  pour  les  parties 
vues  et  en  pointillé  pour  les  parties  cachées.) 

Épure  à  l'encre  en  noir,  parties  cachées  en  pointillé  rond  noir;  constructions  en  rouge.  Tangente  en  un 


point. 


Coupe  de  la  planche  horizontale  en  hachures  rouges. 

Ombres  en  hachures  bleues  ou  au  lavis  (teinte  plate)  ou  en  hachures  noires. 

Titre  :  Épure  (Vombre,  en  capitales  droites. 

Nom  du  candidat  :  angle  supérieur  gauclie  de  la  feuille,  à  l'encre. 


Physique. 

2473.  —  Une  balance  de  précision  est  enfermée  dans  une  cage  étanche  dont  une  paroi  latérale  est  consti- 
tuée par  une  glace  transparente  G.  Un  dispositif  permet  de  faire  varier  la  pression  à  l'intérieur  de  la  cage; 

l'écart  entre  cette  pression  et  la  pression 
^  Ç  extérieure  est  mesuré  par  un  manomètre  à 
mercure.  La  cage  renferme  un  thermomètre 
de  précision.  Les  deux  bras  du  (léau  ont  même 
longueur  et  les  trois  couteaux  ont  leurs  arêtes 
situées  dans  le  même  plan. 

Le  couteau  central  porte  un  petit  miroir 
concave,  tangent  au  plan  de  symétrie  trans- 
versal du  fléau  et  destiné  à  la  mesure  des 
mouvements  angulaires  de  celui-ci.  Ce  miroir 
donne,  sur  une  règle  translucide  R,  l'image  F' 
d'un  filament  lumineux  horizontal  F.  On 
admettra  que,  dans  les  limites  d'emploi  de 
l'appareil,  la  déviation  ô  du  spot  F'  autour  de  la  position  d'équilibre  stable  est  proportionnelle  à  la  dilTérence 
des  efforts  qui  s'exercent  sur  les  deux  couteaux  extrêmes. 

A  l'étrier  de  gauche  est  suspendue  une  boule  B,  dont  le  volume  est'  V  =  200"»^;  la  tare  est  formée  par 
des  masses  marquées  de  laiton.  Le  volume  occupé  par  l'atmosphère  gazeuse  à  l'intérieur  de  la  cage  est 
U  =  8125<=">3^ 

La  cage  étant  remplie  d'air  sec  à  la  température  T  =  293°  absolus,  sous  la  pression  H  =  74'">  de 
mercure,  on  établit  la  tare  de  manière  à  amener  le  spot  au  zéro  :  celte  tare  est  M  =  12t',90().  Puis,  la  tempé- 
rature demeurant  constante,  on  porté  la  pression  à  la  valeur  Ilj  =  79'''";  on  observe  une  déviation  o,  du  spot 
égale  à  10'='",o. 

1°  La  pression  étant  ramenée  à  la  valeur  Hq,  on  place,  sur  le  plateau  de  gauche,  une  feuille  mince  d'alu- 
minium. Pour  réaliser  le  retour  au  zéro  du  spot,  il  faut  créer,  dans  la  cage,  une  surpression     H^  —  H„  =  "'■'"',32. 
Pendant  toute  la  durée  de  l'expérience,  le  thermomètre  accuse  la  même  température     T  =  293 "  absolus. 
.a)  Quelle  est  la  masse  m  de  la  feuille  d'aluminium? 

b)  Quelle  est  l'erreur  probable  de  cette  mesure,  l'incertitude  de  chacune  des  lectures  étant  : 
es  =  O^'^jOl  dans  la  mesure  de  la  déviation  o, 

£,1  =  0'"", 005  —  ^e  la  hauteur  de  chacun  des  niveaux  du  manomètre, 

e-r  =  O'',0.')  —  de  la  température. 

2'>  La  cage  étant  remplie  d'air  sec  à  la  température  T  (293°  absolus)  sous  la  pression  H  =  74''"^  de  mer- 
cure, on  y  introduit  goutte  à  goutte  de  l'alcool  éthylique  à  l'aide  d'une  petite  pompe,  après  avoir  fermé  toute 
communication  avec  l'extérieur.  L'opération  est  elTecluée  assez  lentement  pour  qu'à  tout  instant  l'atmosphère 
de  la  cage  puisse  être  considérée  comme  homogène  et  en  équilibre  de  température  avec  l'extérieur  (T  :=  2930  abs.) 
Tracer  la  courbe  qui  exprime  la  déviation  ô  du  spot  en  fonction  de  la  masse  [x  d'alcool  introduit,  jusqu'au 
point  correspondant  à    fi  =  10-. 

Densité  du  laiton A  =  8,0 

Densité  de  l'alcool  liquide  à  293°  absolus D  =  0,79 

-Masse  du  litre  d'air,  dans  les  conditions  normales 1«,293 
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Température  absolue  du  zéro  centigrade 2"3« 

Densité  de  la  vapeur  d'alcool  rapportée  à  l'air J  =  l,61 

Tension  maximum  de  la  vapeur  d'alcool  à  la  tcmpcrature  de  293»  absolus  ...         A  =  4'^™,*u  de  mercure. 

Chimie. 

I-  —  2474.  l'^  On  décompose  par  la  chaleur  de  l'oxyde  rouge  de  mercure.  Les  proiluils  obtenus  sont  séparés 
par  refroidissement.  Formuler  la  réaction 

2'  rjn  traite  du  sulfure  d'antimoine  imi  une  suiution  concentrée  et  chaude  dacide  chlorliydrique;  le  gaz, 
A,  produit  par  la  réaction  est  brûlé  avec  une  partie  «le  celui  qui  a  été  obtenu  par  la  décomposition  de  l'oxyde 
de  mercure;  il  se  fait  un  gaz.  B,  et  de  la  vapeur  d'eau.  Formuler  les  réactions. 

3»  On  fait  passer  le  gaz  H  mélanf,'é  au  reste  de  celui  qui  a  été  produit  dans  la  réaction  du  i",  sur  de  l'amiante 
platiné,  chauff»'-  à  température  convenable.  Formuler  la  réaction. 

•i"  Le  produit  formé  dans  l'opération  précédente  est  alors  traité  avec  les  précautions  voulues  par  une  solu- 
tion de  carbonate  de  sodium.  On  obtient  un  sel  neutre  et  un  nouveau  gaz,  C. 

On  demande  quel  poids  d'oxyJe  de  mercure  et  de  sulfure  d'antimoine  il  a  fallu  emj)loyer  pour  arriver  à  H« 
du  composé  C 

On  admettra  que  la  réaction  du  '.i'^  est  totale. 

Poids  atomiques  : 

0=li;;  11  =  1;  S  =  32;  C  =  i2;  Sb  =  I20;  Hg  =  200. 

Sota.  —  L'expression  :  «  Formuler  la  réactidn  »,  signilie  que  la  formule  de  la  réaction  devra  être  écrite  sans 
être  accompagnée  d'aucun  commentaire. 
II.  —  Préparation  de  l'azote. 


QUESTIO.NS  PI{(UM)SÉES 


2475.  —  On  considi-re  deux  cercles,  C  et  C,  se  coupant  en  deux  points,  A  et  li;  on  elToctue  sur  cette 
ligure  une  iran.sformation  liumogra|»lii<iUf'  telle  que  les  point.s  A  -l  M  deviennent  dans  la  nouvelle  ligure  les 
points  cycliques.  Étudier  cette  transformation. 

I  ■  En  déduire  qu'il  existe  deux  familles  de  runi.jues  tangentes  à  C  et  C  et  passant  par  les  points  A  et  B. 
.Montrer  que  la  droite  des  contacts  des  coniques  avec  les  cercles  passe,  pour  chaque  famille,  par  un  point  fixe. 

2'  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques;  ce  sont  des  cercles  dont  les  polaires  relatives  aux  points 
lixes  trouvés  précédemment  sont  confondues  avec  .\l\. 

3  Montrer  que  la  première  famille  des  coniques  est  formée  par  des  hyperboles  dont  les  asymptotes  passent 
[lar  deux  points  fixes,  ainsi  que  les  axes.  Ces  hyperboles  sont  semblables. 

4"  La  deuxième  famille  est  con.stitué»»  par  des  ellipses  dont  les  diamètres  conjugués  égaux  passent  par 
deux  points  lixes,  ainsi  <jue  les  axes,  ('.••s  ellipses  sont  semblables. 

H"  Trouver  les  lieux  des  p<Mes  de  AB  par  rapport  h  ces  coniques.  Distinguer  ces  lieux  suivant  les  familles 
considérées. 

Nota.  —  On  peut  aussi  traiter  le  problème  directement. 

(iiii.LKiiMK  Charles,  .i  Meuoble.i 

2476.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  B.  deux  diamètres  rectangulaires  AA',  BB'  et  une  tangente  fixe 
en    \.  A.  l'ne  tangente  mobile  coupe  A  en  M  et  BM'  eu  .N.  On  tlemande  : 

1"  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  .MON; 

2»  le»  lieux  des  centres  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits  dans  le  même  triangle; 

3°  l'enveloppe  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

<".onstruire  ces  diverses  lignes. 

(R.  MvNE.v.  i\  Albi.) 


Le  llàUicteur-Oeranl  :  II.  \  I  IIIEHT 
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Note  d^  l(t  Rédaction.  —  A-lin  de  diminuer  le  retard  qui  existe  encore  dans  publication  des  solutions  des 
questions  proposées,  nous  ne  publierons  pas  les  solutions  des  questions  2389,  2.390,  2399,  2405,  2406,  2409-10- 
11-12-13-14-15-16,  2433-31-33-36-37-38- 39-40-41-42-43,  2450-51-52-5.3-04-55-56-57-58-59-60-61-62. 


PREMIERE    PARTIE 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Concours  de  1919. 


2294.  —  1"  Etudier  V intersection  C  de  la  sphère    x^  H-  y-  -i-  z-  =  1     et  du  cxjlindre    x"^  -\-y-  =  x. 

On  exprimera  les  coordonnées  d'un  point  M  de  C  en  fonction  de  Vangle  «<  que  fait  avec  Ox  la  projection 
du  rayon  CM  sur  xOy. 

On  construira  la  projection  de  la  courbe  C  sur  yOz;  on  déterminera  les  rayons  de  courbure  aux  points 
où.  elle  coupe  Oz. 

2°  Etudier  le  mouvement  d'un  mobile  décrivant  la  courbe  C  de  manière  que  le  vecteur  accélération 

coupe  constamment  0:;  que,  de  plus,  pour     tz=0,     on  ait     *  =  0,      "^  >  0,     et  que  la  courbe  C  soit 

entièrement  décrite  dans  le  temps  St:. 

On  exprimera  en  fonction  de  cp  le  temps  t,  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  et  la 
grandeur  de  ces  deux  vecteurs.  Dans  le  mouvement  en  projection  sur  xOy,  on  exprimera  l'accélération  en 
fonction  de  la  distance  à  l'origine. 

1"  Soit  m  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xy;  m  est  un  point  du  cercle  x^-{-y^  =  x,  et 
l'angle  que  fait  Oni  avec  Ox  {Ox,  Om),  est  égal  à  cp  [sens  posilif(Oa:,  Oy)]. 

La  longueur  Orn  est  la  projection  de  OA  sur  Om;  nous  avons 
donc  Om  =  coscp.  Les  coordonnées  du  point  rn  sont  alors  x  =  Omcos^, 
îy  =  Ornsin'^,     c'est-à-dire     .7;  =  cos-9,     j/ =  coscp  sin^-. 

Portons  ces  valeurs  dans    x--\- y'--h  z- =  i;     nous  aurons 

^2=1  — cos"-3>,  z"  =  sin''cp,  z  =  =hsin:p; 

nous    avons   donc,    pour  représenter    la    courbe,   les    deux    systèmes 
d'équations  : 

a-^rcos-ç,  t/^sin;pC0S3),  s^sin© 

et 

j=:cos^cp,  y  =  sin9C0Scp,  2  =  —  sin*; 

mais  on  passe  de  l'un  à  l'autre  en  changeant  .p  en     -  -f-  cp  ;     le  premier  suffit  seul  à  représenter  la  courbe 
tout  entière. 
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La  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xij  est  un  cercle,  le  cercle  de  diam»'lre  OA. 
La  projection  de  la  cooirbe  sur  le  plan  des  j:  est  la  courbe 

x  =  cos-9:=i  —  sin*9,  :  =  sin=.; 

c'est  une  parabole,     x=:\  — z^,     ayant  pour  axe  la  droite  Ojt,  pour  sommet  le  point  A,     ^=1,     et 

1 

pour  paramètre,  ^;  la  concavité  est  tournée  vt-rs  le  point  (».  La  portion  utile  de  cette  parabole  est  l'arc 

BAC  compris  entre  0;  cl  une  parallèle  à  0:  menée  par  le  point  A. 

La  projection  de  la  courbe  C  sur  le  plan  xjOz  a  pour  équations  paramétriques 

y  ^sin^pcos,-,  z  =  8in9, 

et,  pour  équation  cartésienne 

i/  =  :Vn:r7«,  ou  y2  =  z'(l— ;«). 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  pouvons  nous  servir  soit  de  léquation  cartésienne,  soit  des 
deux  équations  paramétriques.  Nous  suivrons  le  second  procédé. 

Les  deux  fonctions  V  ^^  -  ^^^^  périodiques  et  ont  pour  période  commune  in\  quand  on  y  change 
5  en  — ^,  y  se  change  en  — ;/  et  z  en  — :;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  au 
point  0,  et,  en  tenant  compte  de  cettesymétrie.  nous  pouvons  réduire  l'intervalle  de  moitié  :  faisons  en 
effet  varier  ^  de  —  -  à  -h  -.  nous  pouvons  supprimer  la  partie  négative  de  l'intervalle  qui  donne 
la  moitié  symétrique  par  rapport  au  point  ()  de  celle  qui  correspond  à  l'intervalle  (0,  t:).  Nous  ferons 
donc  varier  :-  de  0  à  tt.  Changeons  encore  ^  en  -  —  ^,  :  ne  change  pas  et  y  se  change  en  — y;  la 
courbe  est  symétrique  par  rapport  à  U:,  et  il  suffit  d'en  construire  une  moitié,  celle  qui  correspond  à 

l'intervalle  ((),  ^  j- 

Nous  ferons  donc  varier  ï.  de  0  à  -,;  nous  prendrons  ensuite  la  partie  symétrique  de  cello-ci  par 

rapport  à  0:;  puis,  la  partie  symétrique  des  deux  précédentes  réunies  par 
rapport  au  point  O. 

Pour     5.  =  0,     7  et  :  sont  nuls,  la  branche  de  courbe  pari  du  point  O; 

le  rapport  -  est  égal  ii  1,  la  branche  est  tangente  au  départ  à  la  première 


bissectrice;  quand  y  augmente,  ;  augmente  et     ;/ = 


sin:^:;. 


augmente  aussi 


•;: 


jusqn  a     ï.  =  -.;     a  ce  mome 


nt     i/  =  3     et     :  =  V' 


7  passe  par  un  maxi- 


mum, et,  comme  y'  est  nul,  la  tangente  est  verticale;  ensuite,  de  j  ii  ^,  y 

diminue  de  -,  ii  0  et  :  augmente  de  ^^  •'^  *»  ®"  ''*'  point  de  0:,  la  tangente  est  horizontale,  car;'  est  nul. 

Nous  obtenons  donc  ainsi  l'arc  OAH;  il  n'y  a  plus  qu'il  compléter  par  symétrie. 
Le  rayon  de  courbure  en  un  point  a  pour  valeur 


1/  :  —zij 


or, 


j/'  =  cos2?, 
î/"  =  — isin^-. 


=  cos 


r» 


=  — sin<f  ; 


par  conséquent, 


^      sui- 


bin:^:^  cust^ 
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Pour    9  =  0,     p  est  infini;  cela  n'a  rien  d'étonnant,  puisque,  sur  la  branche  tracée,  l'origine  est  un 

point  d'inflexion.  Pour     «  =  4,     ?  =  l5     le  rayon  de  courbure  du  point  B  est  égal  à  1,  le  centre  de 

courbure  correspondant  est  le  point  0. 

2°  Si  l'accélération  rencontre  toujours  0:,  l'accélération,  dans  le  mouvement  projeté  surleplanccOy, 
est  centrale  et  le  mouvement  du  point  m  obéit  à  la  loi  des  aires;  nous  avons  donc 

'    rf7-^' 
C  désignant,  comme  d'habitude,  la  constante  des  aires.  Mais    r- =,x--hy2=  cos-o;     donc 

Crff  =  COS^cprfcp, 

2Ci;/  =  (l-i-eos2'9)rfcp; 
par  suite,     2Cf  H- C  =  cp -h  ^i^ . 

Au  temps     <=:0,     cp  est  nul;  donc  C  est  nul;  ensuite,  pour     f  =  2Tc,     cp  =  27r;     par  conséquent, 


4G7T 

— 

=  271, 

1 

C 

— 

1 

2' 

• 

t 

=^  ? 

+  ? 

in2c& 

^ 

2 

:  2  COS^ 

?' 

di 

_       1 

2cos 

'^?' 

L'équation  du  temps  est  donc 


suite  de  là  que     -t-  =  1  -h 

Calculons  maintenant  les  composantes  de  la  vitesse;  nous  aurons 

dx  .    c   rfa.  sin2ïi 

^  =  -sin2.^  =  -2^^=-tgcp, 

d\i  r.  d'^       cos2c& 


=  C0s2ci)-îr  ^Tîi z^=  1 


dt~         'dt~'icos^o~         2cos'''cL, 

4  • 

dz  do        cos»  1 

-7- :=COS'i-rr  =  ; 


dt~        '  dt       2cos-cp      2cosa>' 
par  suite, 

,      si  n^  2ci  -f-  cos^  2cs  -h  cos^  o       1  +  cos^  c& 

1)   rzr '■ :^z '~ 

•4  cos'",i  4cos''s< 


v/1  -H  ces- 2- 

~     2( 
D'autre  part,     r^^cos-o;     donc 


2  cos*& 


^i-hr 


2 


2r 


.2 


Passons  à  l'accélération.  Les  composantes  sont 

d^_ i_do_ L_ 

di-  cos'^cp  dt  2  cos^cf  ' 

«■/-(/ sin cp  dz> sing> 

'dT-  cos  '  o  dt  2  cos'  o  ' 

d-z        si  ni   rfï-         sin-j 


dt- ~  2  cos"^ -.i  dt       2cos*-j.' 
la  valeur  de  l'accélération  est  donnée  par 


-->^ï-m^m^ 


d'-xV 
'!^=\Tt 
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,      1 -h  lK*ï.-f-sin*o  ,       1 -»-sin*5C0s^ 

? 
or,     r*=:cos'i:     par  conséquent,  7' a  pour  valeur,  en  fonclion  de  r, 


^^''  ^  ~  4cos'5  '         •  4cos"'5 


«t 


vl  -t-r*  —  r* 


Ouanl  a  laccéléralion  dans  le  mouvemenl  projeté  sur  le  plan  horizontal,  elle  est  donnée  par  la 

formule 

Tn=ï*— TÎ; 

<-omme  y*,  a  pour  valeur     ^  qqJ^ '     "^h  ^  P*'"'"  ^^'*''"'' 

^"~  4cos»^  "icos'^o' 
par  suite, 

^•»  ~  i  cosH  ~  2r»  ■ 
Nous  pouvons  d'ailleurs  avoir  de  suite  y^  par  la  formule 

11  est  visible,  en  outre,  que  l'accélération  est  dirigée  vers  le  point  0  ;  sa  valeur  algébrique  est  donc 

Vil—  ^jA' 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  A.-O.  Gi  lUKRr,  à  Nantes;  M.,  à  Guéret;  Me.nmkssier.  à  tvreux;  M.  Roux, 
nu  Creuflot;  Cli.  I'acé,  enseigne  de  vaisseau;  A.  Bkrla.ndk,  à  Lyon;  L.  Ciiigansk,  à  Strasbourg;  J.  Boicharv,  étudiant; 
L.  GviTiiiK.R.  h  Craponne;  F.  MiLLot.  a  Paris. 

Assez  bonnes  solutions  de  .MM.  G.  Si.nuieh,  lycée  de  Vaienciennes;  M.  Vasseir,  k  Calais. 


2295.  1  "   On  considère  un  déterminant  d'ordre  n  dans  lequel  la  troisième  ligne  a  son  premier 

élément  nul;  la  ijualrième  ligne,  ses  deux  premiers  éléments  nuls  et,  d'une  manière  générale,  la  ligne  de 
rang  p,  ses     /'  —  ^     premiers  éléments  nuls     {p  >  2). 

Di'Irrminer  le  nombre  des  termes  différents  de  zéro  dans  le  développement  du  déterminant. 

2"  A/èiiii-  ijuestion,  en  supposant  de  plus  que  chacune  des  dnux  premières  lignes  ait  ses  deux  derniers 
éléments  nuls. 

i"  Kn  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  colonne,  on  obtient  deux  mineurs  à 

„ i      ligues  cl     Ji  —  1     colonnes  et  tout  pareils  au  déterminant  proposé.  En  appelant  N„  le  nombre 

des  termes  non  nuls,  on  a  N„  =  2N„_i,  et  celte  égalité  est  bonne  jusqu'à  n  =.'{.  On  voit  de  suite 
alors  que     N„  =  2''  '.     Iiiulile  d'insister  davantage. 

2"  (Juand  les  deux  derniers  éléments  de  chacune  des  deux  premières  lignes  sonl  nuls,  chacun  des 
mineurs  envisagés  plus  haut  a  sa  première  ligne  terminée  par  deux  zéros.  Le  second  mineur  relatif  h 
chacun  d'eux  se  réduit  ù  son  terme  diagonal;  il  y  a  donc  perle  d'un  terme  pour  chacun  des  deux  zéros 

cl  on  a  alors 

N;  =  2(N„,-2); 

par  suite, 

N:  =  2"--.t; 

iN„  désigne  évidemment  le  nouveau  nombre  d<Mnandé. 

Bonni!*  s..|iiiii>n»  de  MM.  G.  SiMiiiKR.  à  Valcncirnii.» ;  A.-O.  (ii  ibkrt.  a  Nantes,  R.  R\pin\t.  soii>-lieHlonnnl  d'artil- 
lerie; L.  Gai  riiiKR.  a  Craponne;  G  T..  n  I.ill-':  L.  I,"\...  ,t  Cluttcllerdult;  J.  Boichahv.  étudiant;  M.  Hoi  x,  au  Creusot; 
G.  Lach.  fc  Uou'ii;  M.,  à  Guéret. 
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2296.  —  On  considère  Varc  o),  fonction  de  la  variable  r,  compris  entre  0  et  '-,  et  qui  a  pour  sinus- 

sii 


in«=  Vï 


Ax 


1°  Étudier  la  variation  de  la  fonction    y  = 


Oi 


ox-^-m 


et  la  représenter  par  une  courbe. 


a? -+-4 

2"  Déterminer  la  constante  a  de  façon  que     xhj  —  ax     ait  une  limite  finie  quand  x  croit  indéfiniment  et 
déterminer  cette  limite. 


1"  La  fonction  oj  définie  par  l'équation 


sin  (o 


=\/. 


Ax 


[ox-^m 

n'existe  que  si  la  quantité  sous  le  radical  est  positive  et  plus  petite  que  L  Ceci  donne  les  deux  inégalités 


X 


et 


x  +  4 
Ax 


>0 


ou 


x(x-hA)  >0, 


•r.<l> 


(Ila7  +  60)(x-h4)>0. 


15x  -+-  60 
La  première  oblige  x  à  être  extérieur  à  Tiritervalle     ( —  i,  0)  ;     la  seconde  oblige  x  à  être  extérieur 

à  l'intervalle      (     . .    ,     — 4j. 


60 


En  résumé,  a?  peut  varier  de     — x     à    — -rr     etdeOà     -t-x;     la  valeur    —4,     qui  figure  au 


dénominateur  de  y,  n'est  pas  comprise  dans  les  intervalles  de  variations  et  la  fonclion     y  = 
définie  dans  les  deux  intervalles  indiqués,  sans  aucune  restriction. 


to 


x 


est 


/       4a? 
Dans  cette  fonction  w  représente  la  détermination  de     arc  sin  y  p; —     ..■.,     qui  est  comprise  entre 


0  et -^  .  Pour  a;  infini,     sinw=y/7-s     et,  pour    x  =  —  jj,     sin(.)=l;     de  plus  la 

est  croissante,  sinto  aussi,  et  nous  avons  les  résultats  suivants  : 

Quand  a?  croit  de    — x     à ,     la  fonction  co  croît  de  arc  sin  ^^  à-; 

11  x/15     2' 


fonction 


4a: 


\.ox  +  60 


Quand  x  croit  de  0  à    -h  x  ,     la  fonction  o  croît  de  0  à  arc  sin 


v'io 


60 


Passons  maintenant  à  la  fonction  y.  A  gauche,  de    a^  =  —  x     à    —  rr-.     x-^-i    est  négatif  et 

est  négatif  et  croît  en  valeur  absolue;  par  conséquent,  la 


décroît   en   valeur  absolue;  donc 


a^-4-  4 


fonction   y  décroît  de  0  àj 


2 


—  Ut 


4  — 


60 
11 


,     ou   de  0  à     — y«--'     ce    dernier   nombre   est  un   peu  plus 


32 


grand  que   1   en   valeur  absolue. 

La  fonction  y  est  représentée  par  l'arc  AB;  nous  verrons  plus  loin 
que  la  tangente  au  point  B  est  parallèle  à  Oy. 

A  droite,  de  a:=:0  à  xr=-|-x,  la  fonction  o  est  positive  et 
croissante;  il  en  est  de  même  de    a? -h  4,     et  nous  ne  pouvons  rien  dire. 

Prenons  alors  la  dérivée;  nous  aurons 


, 10  (a?  -t-  4)  —  0) 


et  il  faudra  reconnaître  le'signe  de    w(a?  -f-  4)  —  «o. 
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Or, 

<.)  =  arcsiny/ 


4x 


1 


15(x-+-4)' 


v/' 


4t 


j-4-4  —  X 
4        (x-i-4p 
13 


Vi 


4^ 


j:-h4|sJ:(llx-f-60)' 


le  signe  de  y  est  donc  fourni  par 


15x-^r,0         Vl3(x-+-4) 
4(x-f-4) 


|x 4-41  yjillx  ,   60) 


0>. 


01) 


Dans  le  premier  intervalle,  où      x  <  —  rj,     r-h  4     est  négatif,  les  deux  termes  sont  négatifs,  la 
dérivée  y'  Cî-l  toujours  négative  et  nous  retrouvons  ce  fait  déjà  établi  que  la  fonction  est  décruissante. 


liO 


Pour    .i  =:  —  —,     la  dérivée  devient  inOnie,  la  tangente  au  point  \i  est  verticale. 
Dans   le  second  intervalle,  où     x  >  0,     la  quantité  à  étudier  se  réduit  à 


—  tu  ;     la 


première   partie,     :  = 


vx(Hx-j-60) 


>/x(llx-h60) 
,     est  décroissante,   et   varie 


de     -H  <x      ;i(l;     I 


il  deuxième  partie,    o)  =  arcsin  w  .„  .    _,    .\»e8t 


an  ■itH 


positive  et  croissante,  et  varie  de  0  à  arc  sin    ^^  ;  les  deux  courbes 

vis 


correspondantes  se  coupent  en  un  point  unique,     x  =  a;     la  dérivée 
y'  est  positive  de  0  à  a.  et  négative  de  i  à    -f-  x  . 

La  fonction  y  est  donc  croissante  de  0  à  x,  el  décroissanle 
ensuite;  elle  passe  par  un  maximum  pour    x  =  a,     est  nulle  au  point  0,  el  nulle  aussi  à  l'infini. 

Pour  voir  comment  la  racine  a  est  placée,  il  faut  substituer  les  nombres  1,  2,  3;  on  verra  que  la 

racine   est  comprise  entre  2  el  3  et  voisine  de  2  [/'(2)  est 
positif  el  petit,  /■(3)  est  négatif]. 

La  courbe  totale  est  tracée  à  cAté.  La  tangente  en  0  esl 
verticale  aussi  :  y  devient  infinie  en  ce  point.  Quant  à  l'ordonnée 

du   maximum,  '/(a),  elle  esl  petite,  plus  petite   que  j^  . 
2"  La  quantité     x^y  —  ax    peut  s'écrire 


x(xy-a)  =  x(^-a); 
le  premier  facteur,  x,  devient  infini;  il  ne  peut  y  avoir  de 


limit 


e  qiif  si  le  second  tend  vers  0,  c'csl-à-dire  si     ^/ =  li 


m 


-  9 

arc  sm  -=  ;  donc  la  valeur  de  a  est  arc  sin  - 


ojX 

x-t-  4 


.     Pour    X  =  X  ,     celte  limite  esl 


iUl 


Pour   Irouver  la  linjito  de  lexpression     x-'j/  —  ox,     elle-même,  nous  l'écrirons  ainsi  :      ^ j- 

X 

el  nous  prendrons  le  quotient  des  dérivées;  nous  auron* 


D.  -      , 

g-;      ï 


j[4to  4-  4w'x  4-  u>'x*]. 


Pour      V  :=. 


le  rapport 


—  X» 


(»4-4) 


(J-  -f-'4] 


i     tend  vers     —1,     la  fonction   \m  tend  vers  \  arc  sin —!L; 

xl6' 
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enfin,  m'x  tend  vers  0  et  w'a-,  vers  -^i^,  car 

vil 


0)  X-  = 


\x^ 


|a:-4-4lv/a?(H.r  +  60)' 
La  limite  de  l'expression  indiquée  est  donc 

,           .24 
—  4  arc  sin  -=:: —^ . 

v/15      Vil 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  Mennessier,  à  Évreux;  J.  Bouchary,  étudiant;  A.  Guibeht,  à  Nantes; 
L.  Gauthier,  à  Craponne;  L.  Chiganne,  à  Strasbourg;  Ch.  PvcÉ,  enseigne  de  vaisseau;  A.  Hutinel,  à  Cannes;  Y,  Bou- 
THiLLiER,  élève  à  l'École  centrale. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  M.  Vasseur,  à  Calais;  A.  Berlaxde,  à  Lyon;  Mirouet,  à  Guéret;  G.  Singier,  à 
Valenciennes;  F.  Millou,  à  Paris. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1920) 


ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES  (Suite.) 


Géométrie  descriptive  (M.  Bouligand). 

24.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  tangent  au  plan  horizontal  suivant  la  ligne  de  terre  et  passant  par  deux 
points  donnés.  Trouver  d'abord  sa  section  par  le  plan  de  bout  de  ces  points. 

25.  —  On  donne  une  sphère;  déterminer  un  cône  de  révolution  circonscrit,  le  cercle  de  contact  passant  par  un  point 
donné  de  la  sphère  et  le  cône  devant  passer  par  deux  points  donnés. 

26.  —  Circonscrire  à  une  sphère  un  cône  de  révolution  d'angle  au  sommet  donné  et  passant  par  deux  points  donnés. 

27.  —  Circonscrire  à  une  sphère  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné,  passant  par  un  point  donné  et  tangent  à 
une  droite  (ou  encore  passant  par  deux  points  donnés,  ou  bien  tangent  à  deux  droites  données). 

28.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné,  tangent  au  plan  horizontal  et  passant  par  deux  points 
donnés. 

29.  —  Construire  un  cylindre  parabolique,  connaissant  le  paramètre  d'une  parabole  de  section  droite,  deux  points 
de  ce  cylindre  et  sachant  que  les  axes  des  sections  droites  sont  dans  le  plan  horizontal. 

30.  —  Mener  un  cône  par  un  point  A  et  une  conique  C  du  plan  horizontal,  de  manière  que  le  plan  vertical  de 
projection  soit  un  plan  de  section  circulaire  de  ce  cône.  Étudier  d'abord  le  cas  où  le  plan  de  front  de  X  rencontre 
la  conique  C  en  deux  points  réels.  Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  déterminer  le  cercle  du  cône  situé  dans 
ce  plan  P,  sachant  qu'il  passe  par  A  et  par  les  points  de  rencontre  imaginaires  conjugués  de  rencontre  de  C  avec  la 
trace  horizontale  du  plan  P.  Se  servir  à  cet  eiret  de  deux  couples  de  points  de  cette  trace  conjugués  par  rapport  à  la 
conique  C. 

31.  —  Un   cône  a  pour    base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  considère  une  section  de  ce  cône  par  un  plan 
passant  par  une  droite  D.  Déterminer  le  centre  de  cette  section  et  chercher  son  lieu  géométrique  lorsque  le  plan  tourne 
autour  de  D  (hyperbole  située  dans  le  plan  polaire  d'une  parallèle  à  D  issue  du  sommet).  Déterminer  un  plan  passant 
par  D  de  manière  que  le  centre  de  la  section  obtenue  soit  dans  le  ])lan  horizontal. 

32.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  de  demi-angle  au  sommet  60^.  Trouver  une  hyperbole  équi- 
latère  tracée  sur  ce  cône,  ayant  son  centre  dans  le  plan  horizontal,  le  plan  de  la  courbe  devant  en  outre  contenir  un  point 
donné. 

33.  —  On  donne  une  sphère  et  un  cône  â  base  horizontale  circulaire.  Mener  un  plan  qui  coupe  les  deux  surfaces 
suivant  des  cercles  de  rapport  d'homothétie  donné. 

34.  —  Mener  par  trois  points  donnés  une  sphère  qui  coupe  le  plan  horizontal  de  projection  suivant  un  cercle 
imaginaire  dont  on  connaît  le  module  du  rayon. 

35.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  non  séi  ant  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  les  contours  apparents 
du  cône  de  révolution  qui  passe  par  un  point  donné  et  par  les  deux  ilroites  imaginaires  communes  au  premier  cône  et  au 
plan  mené  par  son  sommet  et  la  ligne  de  terre  (couper  par  une  sphère  centrée  an  sommet,  et  prendre  pour  plan  du 
tableau  le  plan  de  firofil  de  ce  point). 

36.  —  Un  cercle  donné  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  commune  de  deux  cônes.  Le  sommet  d'un  de  ces  cônes 
est  donné.  Déterminer  le  sommet  du  second  cône  dans  le  plan  vertical,  de  manière  que  la  deuxième  conique  commune 
soit  une  parabole  tangente  à  un  plan  horizontal  donné. 
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37.  —  Un  <<lne  a  pour  hase  un  cerrlc  'lu  plan  hurizonlal.  M.n«>r  par  un  point  donné  un  cône  homolhëli<iue  coupant 
le  premier  suivant  un  cercle. 

38.  —  Heconnailre  la  nature  de  la  conique  commune  a  deux  cône»  du  second  ordre  homolhéliquis. 

39.  —  Déterminer  une  sphire  connaissant  l'ellipse  «uivanl  laquelle  se  projette  un  certain  grand  cercle  de  la  sphère, 
et  un  point  de  cette  sph«r<'. 

40.  —  Un  cône  C  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  parabole  donnée  ayant  pour  axe  la  ligne  de  terre.  Son 
sommet  est  dans  le  plan  vertical  à  une  rote  donnée.  La  trace  horizontale  du  cAne  suppk-raenlairo  est  un  cercle.  TrouTer 
le  ci'me  C 

41.  —  Faire  passer  par  deux  points  donnés  une  splx.-re  qui  coupe  un  crtne  donné,  à  base  circulaire,  suivant  deux 
cercles. 

42.  —  Trouver  une  sphère  coupant  deux  cdnes  suivant  des  cercles,  sachant  que  les  bases  de  ces  cônes  sont  des  cercles 
du  plan  horizontal. 

43.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  d'angle  au  sommet  00*.  et  «m  demande  de  déterminer  un 
cône,  de  sommet  donn»i  et  coupant  le  premier  suivant  m»  cenle  et  suivant  une  h>perb.ile  équilatére.  ou  encore  suivant 
un  cercle  et  une  [)arabole  (application  de  la  recherche  des  directions   asymptoliques  de  l'inlerseclion  de  deux  cônes). 

44.  _  Faire  passer  par  un  point  donné  une  sphère  qui  ait  en  commun  un  grand  cercle  avec  un  cône  donné  à  base 
circulaire  horizontale. 

45.  —  On  considère  une  parabole  du  plan  liori/ofilal  ayant  pour  directrice  la  ligne  de  terre.  Trouver  une  sphère 
tangente  aux  deux  plans  de  projection  et  passant  pir  l-s  .!■  ii\  |i  )inls  imi^'inaires  <le  ren<unlre  de  la  p  irabole  tl..nnee  avec 
la  ligne  de  terre. 

46.  -  Itiludier  les  cylindres  qui  coupent  deux  cônes  donnés  du  second  ordre  suivant  un  système  de  cercles. 

47.  —  Trouver  sur  un  cône  i  base  circulaire  horizontale  une  parabole  tangente  aux  «leux  plans  de  projection. 

48.  —  Faire  passer  par  un  cercle  donné  du  plan  horizontal  un  cyljn<lre  coupant  une  sphère  donnée  suivant  un 
système  de  ileux  cercles. 

49  _  Faire  passer  par  deux  droites  (.\,  A')  et  (B,  B')  un  hyperboioide  de  révolution  à  axe  de  front.  Chercher  d'abord 
la  direction  .le  l'axe  (droite  de  front  également  inclinée  sur  les  deux  génératrices),  et  terminer  |>ar  un  changement  de 
plan  horizontal  approprié. 

60.  —  On  donne  une  parabole  horizontale  d'axe  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  droite  de  l'espace  rencontrant 
cette  parabole.  Faire  passer  par  cette  parabole  et  par  la  droite  un  hyperboioide  de  révolution. 

51.  _  On  donne  on  liyperboloïile  de  révolution  a  ixc  vertical.  Trouver  une  génératrice  de  la  surface  il->nt  l.i  plus 
courte  disUinte  à  la  ligne  de  terre  ait  une  longueur  donnée. 

52.  —  On  donne  une  sphère  et  on  considère  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  qui  lui  est  tangente  au  point  le  plus  bas. 
Un  prend  en  outre  une  tangente  de  bout.  Étudier  l'hyperboloïde  de  révolution  circonscrit  a.  la  sphère  et  passant  par  les 
deux  droites  précédentes. 

53.  —  Trouver  sur  un  hyperboioide  de  révolution  à  axe  vertical  une  parabole  tangente  au  premier  plan  bissecteur 
et  dont  le  plan  passe  par  un  point  donné. 


ECOLE   IMJLYTECII.MOI  E 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

10276.    —   On  considère    la  suite     x,  =  V  '  \   '        '^i  =  V *■  V 'J^i .     •'"j  =  N      \  ••      J-.i  =  V  '  ^ 

Trouver  la  limite  de  x,,  quand  n  augmente  indélinimcnt. 

—  276.  —  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  aux  polynômes    lU''  -+■  llx»  —  2    et    ^lx••  -+-  llx-t-  4. 

—  277.  —  On  donne  M,  =\ 3,    m,  =  \3  -h  «,.     ...     «„  =  \ :r+~Mi,1Iî ;.    trouver  la  limite  de  m.,  pour  »i  infini. 

—  278.  —  On  donne  les  deux  relations  de  récurrence    m„  =  Un-i  4-2«h-i,     Cm  =  — j»'..    i— ^Pii-i.     qui  définis- 

sent  M.,  et  i',,.  si  l'on  donne  m„cI  v„.  Trouver  une  relation  entre  les  quantités  m  seulement.  On  trouve    f.f<„>i — .*>>/„ -«-Mn-i  =  0. 
Bn  déduire  l'exitression  de  u„. 

—  279.  —  Ivtudier  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

sin-  cosnu  ,  ,         ,  ,.»,.-  /      i\m 


.            n!-"V,            Ljl-+-     )•                  cos .  —  tg  — ,           \n*-»-l' 

l^^'n                                           n          \        n'                i           3                «i-+-(— U"  nr     nf 

M    I  I)"  sin'' arc  lg(l -♦- -)  cos/i::  

L/l-Hig-i-V            îH-Lx-T,            ÎL î 2 —  ^;rnrâ  +  ^iïi^6-2«. 
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—  280.  —  On  considère  les  séries  qui  ont  pour  termes  généraux 

LU -hn)-^  aH2-i-n)-hhL{Z-+-n),  0L71 -+- 6L(7H- 1) -4- 2L  1  +  s  n) -H -^, 

déterminer  a.  b,  c  poui*  que  ces  séries  soient  convergentes. 

—  281.  —  Étudier  la  série  dont  le  terme  généra)  est    x"yp,    ■r<l,     »/>l,    p  désignant  le  nombre  des  chiffres  de  n. 
•    —  282.  —  Calculer  la  somme  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

a(-''"x»,  ne-»,  ^^-^a;",  ' 


n-+-i      '  (3«)! 


1  (1  -(-  x)r 


—  283.  —  Développer  en  séries  les  fonctions    L{\Ji -\- x- —  x), -,     — '-^ 

—  284.  —  Développer  par  la  formule  de  Mac  Laurin  la  fonction  y  définie  par  l'équation     tg/y  =  ,       _  Iga. 

—  285.  —  Appliquer  la  formule  de  Taylor  à    sin(a;-f- A).     En  déduire  la  formule  d'addition  des  sinus. 

—'286.  —  Trouver  pour    x  =  0     les  limites  des  fonctions 

'  '  '  *  X  —  sin  X  —  ï  sin3  x 

o 


/sina--\-^  (1  +3-)^  — e  /    x    y  /    x    y'  (    ^     V'"'^ 

\    X    )    '  X  '  Vsino;/    '  \sina;/     '  \cosx/ 


(arc  sinx)3 


>    .                   I                -kx -h  1           2ize^'^  /         •      ^„ 

{cosj- -+- sina-)'""''^,  x"Lx,  -— ;-^— -,  (arcsmx)^ 


287.  —  Trouver  pour  ?!  infini  les  limites  des  expressions 

A— )i— I 


V  <  1  3  5  2p  — i  y/ri!  r      ,2^u-l"' 

"     2j     n>-hk'  „2  _^.  1  -+-  „2  ^_  i  -^  „2  ^  9  -^-  •  •  •  -+-  „3  _1_  pi  '  n    '  L^*^''    n  J 


I  ,         I  XH-l 

I- 


—  288.    —    Trouver    les    limites    de        (x+i)      ■^-'-^  —  x    '^        our  x  =  +  >-.,        (.7- _  1)3^x1  j-i)  pour    x=!. 

L_.e-.   pour   .r  =  2,       (^)          fourx^-,        __^Llg^j-^-)  pour.r  =  -^-,        -L-^  pour     x  =  0 

et  X  =  +  00.  - 

—  289.  —  Étudier  les  variations  des  fonctions 


11/  7t\  -  XS  (1  -f-  X)*  X  —  1  I 

arcsinLx,         ^^- -    (o<^-<^),  cosyr,  (i.^2x)2  '  «*'  +  "'j^rT,  ^^e  — , 


X 

XI 


(cosx)i,         (x  — l)ei-r-i)x--2),        cosxe^g^         (M^,         (l-+-x)^+«,         >/9  =  e-'/ L  |  c  |  —  -  ),         y'  =  iï"'"x~^ 

—  290.  —  Discuter  les  variations  de  la  fonction    x  —  logx.    En  déduire  les  systèmes  de  logarithmes  dans  lesquels 
un  nombre  est  égal  à  son  logarithme. 

—  291.  —  .\ppliquer  la  formule  des  accroissements  finis  à  la  fonction  L/-  entre  ?i  et    n -f-  1.     En  déduire  la  diver- 
gence de  la  série  harmonique. 

—  292.  —  Trouver  deux  fonctions  circulaires  dont  la  différence  des  carrés  est  égale  à  I.  On  a  ..    —  tg^y  _  1. 

En  posant    chx  = ,    shx^lgv,    démontrer  que    th^  =  tg;y- 

'^  cos  y  z  z 

—  293.—  On  considère  la  fonction  y  de  la  variable  x  définie  par  l'équation    e^  —  e'J{x —  y)  =  0.     Calculer  ^.  Con- 
struire la  courbe  correspondante. 

—  294.  —  Soient  u  et  v  deux  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  Démontrer  que  si  l'on  a    ^  =  s— , 

vx     C'y 

on  a  aussi     ~z=''J^,    x  et  y  étant  considérées  celte  fois  comme  fonctions  de  u  et  i'. 

—  295.  —  Quelles  sont  les  valeurs  imaginaires  de  z  pour  lesquelles  tgr  est  réel? 

3 

—  296.  —  Résoudre  les  équations    cos  2  =  cos  (a -t- 6i).     shx  =  7,    sin:  =  i-H2. 


297.  —  Établir  les  inégalités    x—  -â-<L(l  -hx)  <x  — ^,,,    ,  ^,     i)Our  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  el  I. 


^<L(l-4-X)<X-^^^^ 

—  298.  —  Discuter  la  réalité  des  racines  de  l'éfjualion     3x* -+-  Iwx'' -4- 6  =  0. 

—  299.  —  Déterminer  À  de  façon  que  l'équation    x3  —  .=>x  4-  >  =  0    ail  deux  racines  x,,  x,  vérifiant  la  relation 

J/)    "^^   U/4  '    &£yX ^» 

—  300.  —  On   considère   l'équation     2.r'»  —  llx- —  3x -+- 36  =  0.      Démontrer  qu'entre  deux  racines  a,  ?  de  cette 
équation  il  existe  la  relation     2a-t-Jï  =  10.     Résoudre  l'équation. 

—  301.    —    Déterminer    les    régions    du    plan    011    doit    cire    situé    le    point    M    (a,    A)    pour    que    l'équation 
cos'x  —  3«6  cosx  -H  rt  *  -H  63  ;^  0    ait  trois  racines  comprises  entre  0  et  7t. 
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—  302.   —   Délerminer  >    de   fa<;on   que   Téqualion     j  i  —  x! -<- >r -v  I  =  0     ail   une   racine  double,  puis  résoudre 
l'é(|ualioii. 

—  303.   —  Quelle   relation   «ioil-il   exister  enlre  les  coefficienls  de  1  équation   complète  du  troisième  degré   pour 
qu'une  racine  soit  égale  à  la  somme  des  deux  autres? 

—  304.  —  Discuter  la  réalité  des  racines  de  l'équation     ^—^—^^^^-A-^-i  =  q^    suivant  la  position  du  p..inl 
(a,  ^i)  dans  le  plan. 

—  305.  —  Décomposer    (r«  —  3jr)« -+- 4(xî -h- x  — 2|î    en   un  produit  de  deux  trinômes  du   second   degré  à  coefli- 

rjcnt»;  réels. 

—  306.  —  Déterminer  a  de  façon  que  l'équation     .  •  -  r'  -^.  ^ij-î  —  x  —  f.  =  o    ait  .Jeiix  racines  dont  la  somme  soit 
égale  à  1. 

—  307.  —  Déterminer  un  polynôme  f(x)  connaissant  le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  f'(x). 

i  n-l 

308.  -  On  considère   la  fonction     y  =  ?-J±_ljr ^"'  '^' ",     où  0  est   l'une  des   racines  de  l'équation 

X"  —  1=0.  Développer  y  suivant  les  puissances  ascendantes  de  :. 

—  309.  —  Calculer  les  intégrales 
(•    <lj-  r      dx  /•      fU 


I    ''^    ,  /_££^,  /      ''^  /•      dx  rx^dx  rx^dx  r  xdx 

,l\^x'              ,1  (H-J-M'^              ,l{\-hxi)"'            ./  x*-f-3j--(-2'            J^^ïTfTï*            J  i*^^l'            J  jn^Ti  ' 
/"x»v5F=T«V/x,  /• 0='    ■         f'x^)/T^x-^dx,  /-V^x«-gx-H2  /• , 


dx 


C08*X 


r dx  /•  (l-t-x)</x    .               /"=  dx                       /•         dx                        /• 

,/  x(l-+-xï  — Vx»-+-1)  Jv'i— X  — xi'           ./o    5-H3C08X*  ./a-Hécosx'           ./ î 

/■          dx  f        dx                      /'oi„«,..„„i>  j  /^arcsinx.                 /»                  dx 

/             — r~T~'             / :r'             /  sin«xcos*xt/.r;  /    .  .       -  dx,             1 "             — . 

./  sm.i -f-sjn3x  ,/cosxcos3x             .'  ^/^l_jî                  ,/  cosx  \cosSx -t- 2  8in*s 

/M»arct«x,  /• dx /•  xLx</x  /^  .         ,. -— -  ,  /'+•  /  a        \ 

I     r-*::^''"  ./^^TTvn^^T^-           J^'^^'  y--^'^-tgV^'.             (      (xarcsin?-a^dx. 

^.    sin^x^x  ,,^,-——^^^^              r__sin^xdx  fcUxcos^xdx,             lWxco.>xdx, 

l'.^dx_  r-^L^,       Asr=7^^.iic/x.  f- —  f -               r..Mn,./,. 

./  (I  _^.  2x*)^  •'<•        l-t-chx              ./  J  sinx  ssïïrrxTTcosTr              ./ 


(I  -+-  2x»)3 

810.  —  f'Uahlir  des  formules  de  récurrence  pour  calculer  les  intégrales 


r  sin*'"x    ,  (*  sin*"x    ,  r      xtn+i 

,'  cos"*   'x  ./  cos*'   'x  ./  (i^jï)»-.-^ 

—  311.  —  Calculer  l'intégrale  /  x^y*p*ds,  x,  y  étant  les  coordonnée»  d'un  point  de  l'ellipse  :?!-+.  !f^ -_  I  =  0 
p  la  dislance  du  centre  à  la  tangente  au  point  (x,  y),  s  l'arc  de  l'ellipse. 

—  312.  —  Calculer  l'aire  de  la  courbe    p  =  aco82t.>    qui  est  extérieure  au  cercle    p  =  *'. 

—  313.  —  Calculer  lo  volume  commun  à  une  sphère  il  h  un  cylimlre  de  révolution  passant  |wir  le  centre  et  tangent 
h  In  sphère. 

—  314.  —  Volume  engendré  par  l'aire  île  li  «ourbe    ç,  ~2a{{  -f-coHw)    tournant  autour  de  0.». 

—  816.  —  Volume  engenilré  par  laire  de  la  courbe    (x^  -+-  •/«)«  —  a»(x»  —  y»)  =  o    tournant  autour  de  Oy, 

—  316.  —  Volume  du  solide  commun  aux  deux  cylindres,  x* -»- y*  —  2ax  =  0,    ay  =  :-. 

—  317.  —  Volume  du  8oli«lc  commun  à  deux  cylindres  qui  ont  pour  sections  droites  deux  paraboles  focales. 

—  818  —  Calculer  les  moments  d'inertie  :  d'un  triangle  équilnléral  par  rapport  à  son  centre,  d'un  triangle  quel- 
conque par  rapport  k  un  c<\té,  d'un  triangle  par  rapport  a  un  axe  passant  par  le  centre  de  gravite  cl  jurallelc  A  un  cAté, 
d'une  cardioide  par  rapport  k  l'axe  polaire. 

{A  iuivreA 
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SUJETS  DE  CONCOURS 


ÉCOLE  NORMALE   SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE   LICENCE 


Concours  de  1917. 


Groupe  I. 

Mathématiques.  [Première  composition.) 
2477.  —  On  considère  la  courbe  (C)  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

x  =  acos2t,  y  =  asin2t,  z^2acost 

où  a  "désigne  une  longueur  donnée  et  t  un  paramètre  variable. 

1°  Foi^mer  l'équation  générale  des  surfaces  de  second  ordre  (S)  qui  contiennent  la  courbe  (C).  Partager 
l'espace  en  régions  telles  que  les  surfaces  (S)  qui  passent  par  les  différents  points  d'une  même  région  soient 
toutes  de  même  genre  (ellipsoïdes,  hyperboloïdes  à  une  nappe,  hyperboloïdes  à  deux  nappes,  etc.).  A  quoi  se 
l'éduisent  ces  régions  si  l'on  se  limite  soit  au  plan  xOy,  soit  au  plan  a;Oz? 

2°  La  droite  (sécante  double)  joignant  deux  points  Pj,  Pg  de  la  courbe  (C)  coupe  le  plan  xOy  en  un  point  .M; 
il  passe  par  ce  point  M  une  autre  sécante  double  P3P4.  Montrer  qu'il  existe  dans  le  plan  xOij  un  point  M'  différent 
de  M  par  lequel  il  passe  deux  sécantes  doubles  ayant  avec  la  courbe  (C)  les  quatre  mêmes  points  d'intersection 
Pj,  P2,  P3,  Pt-  Trouver  les  formules  permettant  de  passer  des  coordonnées  [x,  y)  du  point  M  aux  coordonnées 
{x',y')  du  point  M'. 

Ces  formules  font  correspondre  à  un  point  quelconque  M  du  plan  xOy  un  autre  point  M'  bien  déterminé. 
Construire  géométriquement  : 

a)  Le  point  M',  connaissant  le  point  M; 

b)  Les  points  M  et  M',  connaissant  la  droite  indéfinie  MM'. 

Montrer  que  si  les  points  M  et  M'  sont  définis,  comme  il  est  dit  plus  haut,  en  partant  de  deux  points  réels  P,, 
P2  de  la  courbe  (C),  les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans  la  région  des  surfaces  (S)  réglées. 

Réciproquement,  si  les  points  M  et  M'  sont  tous  les  deux  dans  la  région  des  surfaces  (S)  réglées,  il  existe  sur 
la  courbe  (C)  deux  points  réels  P^,  Pg  tels  que  M  soit  la  trace  de  la  sécante  double  PjP.^  sur  le  plan  .vOy.  Déli- 
miter la  partie  du  plan  xOy  dans  laquelle  doit  être  le  point  M  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

30  Résoudre  les  questions  du  numéro  2°  précédent  en  i-emplaçant  le  plan  xOy  par  le  plan  xOz.  Étudier  en 
outre  comment  doit  être  choisie  la  droite  indéfinie  MM'  du  plan  aO:  : 

a)  Pour  que  les  points  M  et  M'  soient  réels; 

b)  Pour  que  les  points  Pj,  P^,  P3,  P4  soient  réels. 

4°  Former  l'équation  qui  donne  les  valeurs -de  t  correspondant  aux  pieds  des  normales  à  la  courbe  (C) 
menées  par  un  point  donné  M  de  l'espace.  Lieu  du  point  M  tel  que  cette  équation  admette  une  racine  double. 

Ce  lieu  est  une  surface.  Construire  sa  section  (r)  par  un  plan  donné  2  = /i  parallèle  au  plan  .vOy. 
Montrer  que  cette  courbe  (r)  jouit  de  la  propriété  d'être  semblable  à  Tenveloppe  de  ses  normales.  Longueur 
totale  de  cette  courbe  (r). 

{Deuxième  composition.) 

Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0:,  une  courbe  r  est  donnée  en  coordonnées  semi-polaires 
par  les  équations 

»■= ô'  '  = ô' 

COS-  COSg 

OÙ  /  est  une  constante  positive;  r  et  0  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  m  d'un  point  M  de  r  sur 
le  plan  xOy,  Ox  étant  l'axe  polaire  et  0  le  pôle. 

1°  La  courbe  r  est  supposée  parfaitement  polie,  l'axe  Ox  est  vertical  et  dirigé  vers  le  haut.  Un  point  P. 
assujetti  à  rester  sur  r,  est  pesant  et  soumis  en  outre  à  une  répulsion  exercée  par  0:  perpendiculaire  à  cet 
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axe.  L'iotensilf':  de  cette  répulsion  est  proportioDnelle  à  la  distance;  elle  devient  égale  uu  puids  iursque  la 
distance  est  égale  à  /.  Trouver  les  positions  d'équilibre  de  P. 

2"  Déterminer  0  en  fonction  du  temps  /,  de  fa<:on  que  le  mouvement  correépondant  du  point  M  sur  la 

courbe  r  soit  uniforme,  0  et  yr  ayant  respectivement  à  l'instant  initial     t  =  0    les  valeurs  0  et  2/»,  où  a  est 

une  constante  positive  donnée.  Pour  ce  même  mouvement,  exprimer  l'aire  A  balayée  par  le  rayon  vecteur  Om 
pendant  l'intervalle  de  temps 0,  t,  et  déterminer  aus-i  la  direction  du  vecteur  .MJ,  a4célération  de  .M. 
3"  Calculer  l'intégrale 


'-£■'>■ 


où  :  désigne  la  cote  du  point  M,  s  la  longueur  de  l'arc  MoM  de  1",  .M,  et  .M  correspondant  aux  valeurs  0  et  6  de 
l'angle  polaire. 

4°  Le  point  N,  de  coordonnées  rectangulaires 

x  =  rcosO,  i/^rsinO,  z  =  r^3, 

décrit  une  surface  S  lorsque  /•  et  0  varient  d'une  farun  quelconque.  Écrire  l'équation  de  cette  surface.  Si  r  est 
fonction  de  0,  N  décrit  une  courbe  C  tracée  sur  S.  Déterminer  celte  fonction  de  façon  que  le  plan  osculateur  à 
C  au  point  N  soit  normal  à  S  au  même  point.  Pour  cela,  après  avoir  formé  l'équation  différentielle  à  lai]uelle 

doit  satisfaire  r,  on  la  ramènera  à  une  équation  linéaire  par  le  changement  d'inconnue     r=    • 

Comparer  les  courbes  trouvées  et  la  courbe  V. 

Épreuve  pratique. 

Omurrs  o'une  .spHÈnE  ÉviDÉE  PAR  t'S  CÔNE.  —  On  donne  quatre  points  par  leurs  coordonnées  exprimées 
en  millimètres,  et  par  rajtport  aux  axes  dirigés  comme  l'indique  le  croquis  ci-contre  : 


X 

y 

z 

A 

0 

100 

72 

it 

0 

100 

G 

C 

—  .36 

1.36 

72 

D 

72 

172 

UV 

La  sphère  a  pour  centre  A  et  passe  par  H. 
Le  cône  a  pour  sommet  H  et  pour  base  le  cercle  horizontal  de  centre  C  qui  passe  par  .\. 
Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  au  vecteur  DH. 

1»  Construire  l'intersection  du  cône  et  de  la  sphère,  et  représenter  le  voiunic  de  la -sphère  exléricur  au 
cône. 

2"  Déterminer  toutes  les  ombres  produites  sur  ce  corps. 

Nota.  —  Entourer  l'épure  d'un  cadre  de  280  X  410. 

I)es:}iner  les  lignes  d'ombre  en  noir  lin,  les  lignes  *le  construction  en  rouge  fin  conlinii,  cl  mellrc  des  hachures 
lilcucs  ou  grises  sur  les  ombrr»  visililes. 

Physique. 

I.  —  Goniomètre.  Formation  des  images.  Réglage.  .Mesure  des  indices  de  réfraction  d'un  prisme  de  verre, 
pour  des  riidiations  mnnochromatiques  détorminées.  par  la  méthode  du  minimum  de  déviation. 

(Chercher  s'il  y  a  avantage,  nu  point  de  vue  de  la  précision,  à  ailopler  la  méthode  suivante  : 

Le  prisme  a  pour  base  un  triangle  très  sensiblement  équilatéral.  On  est  assuré  que  ses  angles  ne  diiïèrent 
de  00°  que  de  quantités  inférieures  à  une  minute.  Les  trois  faces  du  prisme  sont  planes  au  même  degré  de 
perfection  et  les  trois  arêtes  sont  parallèles.  On  fait  la  mesure  du  minimum  de  déviation  pour  chacun  des  trois 
dièdres  du  [irisme  et  l'on  écrit  que  la  moyenne  des  trois  déviations  miiiirna  mesurées  correspond  à  un  angle 
réfringent  de  60". 

IL  —  ['n  pendule,  formé  d'une  petite  sphère  très  dense  suspendue  à  un  fil  inextensible,  est  assimilable  à 
un  pendule  simple  de  981""  de  longueur.  Il  oscille  dans  un  plan  vertical,  en  un  lieu  où  l'accélération  due  à 
la  pesanteur  est  981  C.  G.  ."^.  On  ne  se  préoccupera  ni  de  l'amortissement  des  oseillations,  ni  des  efTets  de  la 
Mlalit)»  de  la  Ti'rre.  On  désignera  par  a  l'élongation  à  l'. -poque  t,  c'est-à-dire  l'angle  «juc  fait  alors  le  fil  avec 
la  verticale.  L'ongle  o  sera  regardé  comme  positif  ijuand  la  sphère  sera  à  droite  de  sa  position  d'é(iuilibre. 
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Le  maximum  de  1,  pour  les  oscillations  considérées,  est  ^  de  radian.  On  prend  pour  origine  des  temps 
l'une  des  époques  où  le  fil  est  vertical,  la  sphère  allant  vers  la  droite.  Calculer  l'époque  0  du  premier  passage 
par  l'élongation  ^^  de  radian, 

A  l'époque  X,  la  sphère  rencontre  un  système  mobile  et  éprouve  un  choc  de  durée  extrêmement  courte;  ce 
choc  ne  modifie  ni  la  direction  ni  le  sens  du  vecteur  qui  représente  la  vitesse  linéaire  de  la  sphère,  mais  il  en 
multiplie  la  grandeur  par  un  nombre  X  compris  entre  0  et  2. 

Calculer,  en  fonction  de  x  et  de  X,  la  nouvelle  valeur  de  l'élongation  maximum,  l'époque  du  passage  par  le 
plus  proche  maximum  d'élongation  et  l'époque  du  passage  suivant  par  la  verticale.  Discuter. 

o 

Première  application  numérique  :     a;  =  0;     X  =  ^- 

Deuxième  application  numérique  :     a;  =  0  ;     X  =  '  • 

Nota.  —  A  la  suite  de  ce  problème  le  candidat  traitera,  en  peu  de  lignes  et  sans  donner  aucune  description   de 
mécanismes,  de  l'application  du  pendule  aux  horloges. 

Groupe  II. 

Matltématiques. 
I.  —  1°  On  considère  l'équation 


c  =1  —  a, 

oîi  a  est  un  nombre  donné  positif  et  inférieur  à  l'unité.  Exprimer  l'inconnue  x  en  fonction  de  1.  Comment 
utiliserait-on  la  formule  trouvée  si  l'on  n'avait  pas  de  table  de  logarithmes? 

2°  La  racine  trouvée  a;  est  infiniment  petite  en  même  temps  que  a;  on  prend  a  pour  infiniment  petit  principal. 
Calculer  la  partie  principale  0  de  x  et  celle  de  la  différence    x  —  t). 

H.  —  Un  point  M  de  masse  m.  se  meut  sur  une  droite  Ox  parfaitement  polie  et  horizontale.  Il  est  aliin'- 
par  l'origine  0  proportionnellement  à  la  distance,  l'intensité  de  l'attraction  est  mi»-  pour  l'unité  de  distance. 
Il  est  soumis  en  outre  à  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  et  opposée  à  cette  vitesse;  l'intensité  de 
l'attraction  est  2ms  pour  la  vitesse  unité.  On  suppose,  dans  ce  qui  suit,     e  <  10. 

1-^  Écrire  l'équation  différentielle  du  mouvement  de  M.  Soit  o{i,)  une  solution  quelconque  de  cette  équation, 

t  désignant  le  temps.  Montrer  que  la  dérivée  logarithmique  ^^  est  une  fonction  périodique  de  t,  calculer  la 

période  ï  et  le  rapport     u  =  — — , ,,"     • 

2"  Le  mobile  M  abandonné  sans  vitesse,  à  l'instant  initial  <  =  0,  en  un  point  .M^  d'abscisse  Xq,  atteint  au 
bout  d'un  temps  2/iT,  n  étant  un  nombre  entier,  une  position  M„  d'abscisse  x„.  Déterminer  le  travail  E„  de 
l'attraction  pendant  cet  intervalle  de  temps;  en  déduire  le  travail  E,  de  la  résistance.  Indiquer,  sans  effectuer 
les  calculs,  par  quelles  méthodes  on  calculerait  l'intégrale  donnant  E,  en  parlant  de  l'expression  de  l'abscisse  x 
du  mobile  en  fonction  du  temps  t. 

30  La  masse  du  point  M  est  1^,7;  l'attraction  à  l""»  de  distance  est  la  fraction  0,027  du  poids  du  mobile; 
n  est  égal  à  10;  a;,,  et  a?,,,  sont  égaux  à  !<""  et  0'^"™,9.  L'accélération  de  la  pesanteur  est  980,  en  unités  C.  G.  S. 

Calculer,  en  unités  C.  G.  S.,  co,  E^  et  t. 

Physique. 

I.  —  Un  objet  lumineux  S,  extrêmement  éloigné,  émet  trois  radiations  monochromatiques  :  la  radiation 
rouge  C,  la  radiation  jaune  D,,  la  radiation  vert-bleu  F.  Cet  objet  est  de  forme  irrégulière,  mais  il  est  tout 

entier  compris  dans  une  sphère  S  de  centre  0.  Le  diamètre  apparent  de  la  sphère  il  est  .^        de  radian. 

On  dirige  vers  S  une  lunette  astronomique  dont  l'objectif  S-i  a  une  distance  focale  égale  à  10"»  pour  toutes 
les  radiations  visibles.  Soient  A  l'axe  optique,  *  le  plan  focal,  r  le  foyer  principal  de  l'objectif  û.  Un  réticule 
est  placé  au  point  r;  on  amène  en  ce  point  l'image  du  point  0  (on  entend  par  irnat/e  celle  qui  est  fournie  par  n). 

On  place  ensuite,  en  avant  de  l'objectif  il,  un  grand  prisme  de  verre  P,  dont  la  section  pi  incipale  contient 

2 
l'axe  A.  L'angle  de  ce  prisme  est  jt:  de  radian.  Les  normales  à  ses  faces  sont  inclinées  sur  A  d'angles  infé- 
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ricuià  à  T^  de  radian.  On  traitera  l'angle  du  prisme  et  les  angles  d'incidence  et  de  réfraction  comme  des 

angles  faibles. 

Les  indices  de  réfraction  du  prisme  I'  pour  les  trois  radiations  C,  Dj,  F  sont  respectivement  : 

1,520;  1,524;  1,530. 

De  combien  faut-il  faire  tourner  l'ensemble  de  la  lunette  et  du  i>risnie  pour  amener  en  r  l'image  jaune 
de  0?  Où  sont  plac»-es  les  trois  images  de  S?  Ouelle.-^  sont  leurs  formes  et  leurs  dimensions?  La  position  du 
[)risme  est-elle  indifférente  au  point  de  vue  de  la  netteté  des  images?  Pourrait-on  placer  le  prisme  après  l'objectif? 

Dans  le  plan  focal  '!>  on  place  la  fente  d'un  grand  spectroscope;  cette  fente  est  perpendiculaire  à  larète  du 
piisine  V  ;  elle  est  large;  elle  est  suffisamment  longu-  [)Our  qu'une  partie  de  l'image  rouge  et  une  partie  de 
limage  jaune  de  S  viennent  l'éclairer.  Décrire  l'aspect  observé  dans  la  lunett«  du  spectroscope.  Examiner  le 
cas  où  le  plan  focal  <!>  serait  éclairé,  non  seulement  par  les  radiations  C,  D,,  F  provenant  de  l'objet  S,  mais 
encore  par  une  faible  lumière  solaire  diffuse. 

IL  —  Dans  un  fil  métallique  homogène  AB,  <le  résistance  r,  circule,  dans  le  sens  .\lt,  un  courant 
continu  d'intensité  «;  la  dilTéience  de  potentiel  entre  les  points  A  et  B  ^potentiel  de  A  moins  potentiel  de  B} 
est  V.  Le  fil  se  déplace  dans  un  champ  magnétique.  Les  forces  résultant  de  l'action  de  ce  champ  sur  le  fil  par- 
couru par  le  courant  j  exécutent  par  seconde  le  travail  positif  ou  négatif)  W.  La  quantité  de  chaleur  dégagée 
par  seconde  dans  le  fil,  par  effet  Joule,  est  Q. 

Écrire  les  relations  (jui  existent  entre  ces  diverses  grandeurs.  Indiquer  les  unités. 

Le  canditlat  choisira  lui-même  deux  exemples    (\V>.0     et     W<;0'l     avec  applications  numériques. 

Chimie. 

«ililorure  de  sudiuin.  —  Carbonates  de  sodium.  —  Soude  caustique.  —  Sodium. 
Action  de  la  soude  caustique  sur  les  principaux  ini'talluïdes. 
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Concours  de  1914. 


.Vnlhi'iniitiqut's. 

2281.    —   'ht   donne  un  rtjltndre  dont  1rs  génératrices  sont  parallètcs  à  OZ  et  ayant  pour  tection 
droite,    dans    le   plan    XOY,    une  spirale    logarithmique    L,   c'est-à-dire  une  courbe  dont  l'équation  en 

coordnnnt'ps  j)olaires  est  de  lu  forme     p  =  fle',     a  t'tant  une  constante,   p   et  ^  let 
roordnnnres  polaires  d'un  point  de  la.  courbe  {vo\r  la  fitjure  {). 

1°    J'rouver  la  courbe  C,   intersection  de  ce  cylindre  et  d'un  cAne  de  rèrolution 
d'anijlr  au  sommet  2a  ayant  son  sommet  en  0  et  son  axe   parallèle  aux  génrrutrii-i's 

ym — y         du  rijlindre.  Construire  la  projection  de  celte  courbe  C  sur  le  plan  ZUX. 

\/^\-'^\à  -'  /^''montrer  que  te  développement  de  la  courbe  C  sur  le  plan  tangent  au  cône 

est  une  spirale  logarithmique. 
3"  Démontrer  que  la  section  par  le  plan  horizontal  XOY  de  la  surface  engendrée  par  les  tangentes  à 
la  courbe  C  est  une  spirale  logarithmique.  lUterminer  la  section  df  la  m^me  surface  par  le  plan  ZOX-. 
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4"  A  chaque  point  M  de  la  courbe  G  on  fait  correspondre  un  point  W  qui  est  la  trace  sur  le  plan  XOY 
de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  G;  en  supposant  que  le  mobile  M  parte  d\m  point  M^ 
correspondant  à  6  =  0  pour  'parcourir  la  courbe  G  avec  une  vitesse  uniforme  v. 
déterminer  la  vitesse  v'  du  point  M'  à  un  instant  t,  ainsi  que  le  rapport  des  chemins 
s  et  s'  parcourus  respectivement  au  même  instant  t  pctFies  mobiles  M  et  M'. 

5°  On  considère  l'arc  MJA^  de  la  courbe  G  décrit  par  le  point  M  {voir  figure  2) 
quand  6  varie  de  0  à  iz;  quand  le  point  M  se  déplace  sur  cette  courbe  de  U^  à  M,,  une 
circonférence  ayant  pour  centre  M  et  tangente  à  OZ  décrit  une  surface  A  ;  on  demande 
de  calculer  le  volume  V  compris  entre  cette  surface  et  le  plan  ZOX.  ' 

Remarques.  —  1°  Le  problème  sera  traité  analytiquement,  mais  il  sera  tenu  compte  des  démonstrations 
géométriques  fournies  par  les  candidats. 

2'^  Pour  obtenir  la  différentielle  d\  du  volume  V  qu'on  demande  de  calculer  dans  la  dernière  partie 
du  problème,  on  décomposera  ce  volume  V  en  cylindres  tronqués  par  des  plans  infiniment  rapprochés 
passant  par  l'axe  des  Z  et  faisant  entre  eux  un  angle  dd. 

3°  //  est  en  outre  rappelé  que  la  fonction  primitive  de  e'  est  e^. 


1.  Le  plan  xy  est  un  plan  de  symétrie  commun  au  cône  et  au  cylindre;  par  suite,  la  courbe  G  se 
compose  de  deux  branches  symétriques  par  rapport  au  rïiême  plan,  et  il  suffira  d'étudier  celle  qui  est 
tracée  sur  la  nappe  supérieure  du  cône.  Soit  M  (a?,  t/,  z)  un  de  ses  points;  posons  OM  =  II,  nous  avons 
Rsina  =  p  =  ae\     et 

(1)  a?=:ae"cosO,  v^^^^'sinO,  z:=— — . 

Ge  sont  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  G. 

D'après  la  nature  même  de  sa  projection  horizontale,  la  courbe  G  est  une  spirale  tracée  surje  cône, 
et  le  sommet  du  cône  est  un  point  asymptolique,  c'est-à-dire  un  point  dont  la  distance  au  point  M, 


R 


sina 


tend  vers  zéro  quand  0  tend  vers     —  x. 


Si  l'on  désigne  par  x^,  y^,  2,  les  valeurs  que  prennent  x,  j/,  z  quand  dans  les  équations  (1)  on  change 
6  en  6 -h 271,  c'est-à-dire  si  l'on  passe  sur  une  même  génératrice  du  cône  d'un  point  de  G  au  point 
immédiatement  au-dessus,  on  a 


^  —  Vi 
X       y 


-i  =  e' 


Les  spires  successives  de  la  courbe  G  sont  donc  deux  à  deux  homothétiques  par  rapport  au  point  0 
et  le  rapport  d'homothétie  de  deux  spires  consécutives  est  invariablement  2-k. 

Cette  propriété  se  conserve  en  projection  parallèle;  par  suite,  pour  étudier  la  projection  de  la 
courbe  G  sur  le  plan  zOa?,  il  suffit,  dans  les  équations  paramétriques  de  cette  projection 


x:=ae''  cosO, 


ae" 
ïgâ 


de  faire  varier  6  dans  un  intervalle  d'étendue  égale  à  2:1  et  de  construire  les  homothétiques  de  la 
branche  de  courbe  obtenue  par  rapport  au  point  0,  les  rapports  d'homothétie  étant  f--,  e*'',  ..  .,  e*'«-, 

— 2it      p — lit  p—inT' 

Nous  avons 

clx 

-Tj  =ae*(cosO  —  sinO), 

m  est  la  pente  de  la  tangente. 


dz 


ae" 


dx      lga(cosO  —  sinO)' 


:i;ui 
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Faisons  varier  0  de  0  à  2-,  nous  avons  les  variations  suivantes 


0 

0 

4 

2 

- 

3« 

2 

2ir 

X 

a 

/^ 

/i^  » 

Vï 

\ 

0 

\ 

—  ae' 

\ 

3i 

/^ 

0 

/     ae*" 

z 

/^ 

/^ 

/ 

m 

1 

X 

1 

tga 

1 

X 

1 

tgx 

i 

Aux    points  extri'incs  A   et  E     (0=:U     cl   î!-)  la   courbe   est  tangente  à   la  génératrice  du  cône 
- — ,     et   au    point      C(0  =  r),      elle    est  tangente  à    l'autre  génératrice     :  =  —  - — .     Au   point 


|W0  =  ^"),     la  tangente  est  parallèle  à  OC,  et  au  point     I)(0=:    '  j     à  OK. 


„  dm 

Comme     -jrz-z= 

aO        Iga  cosO  —  sin'jj 


cosOn-sinO  .  ,  t       '•^~        ,     t       '~       \  I  •       .      j 

-,    s  annule  pour    ^=  »      et    0=      .     la  cnurhe  présente  deux 


points  d'inilexion,  l'un  entre  B  et  C  1  autre  entre  U  et  E. 

2.  Pour  démontrer  que  le  développement  de  la  courbe  C  sur  un  plan  tangent  au  cône  est  une 
spirale  logarithmique,  il  suffira  d'établir  que  la  courbe  C  coupe  sous  un  angle  constant  les  génératrices 

du  cône,  car  cette  propriété  se  conserve  dans  le  développement,  et 
c'est  une  propriété  caractéristique  de  la  spirale  logarithmique. 
Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  MT  sont 


HJC 


-Tj  =:  a e^(cos h  —  sinO), 


,1 


=  fle6(cos0-+-sin0), 


dz ae^ . 

rf^~tgx' 

ceux  de  la  droite  OM  sont  x,  j/,  ;;  par  suite,  le  cosinus  do  l'angle  de 
ces  deux  droites  est 


C08V  =  ±: 


fl»e»» 


dx         dy         dz 


■^^^^wm^w^' 


Or,  nous  avons    x*  -h  i/*  -h  s'  =  R*  :=  -^  ;     nous  en  lirons 


dx         di/         dz fl*g^O 


puis 


{^y-^{1rj-^{'d^)*=^''''[i^^^'^-^'^^^^^ 


1_1  _0*g»6(l  H-  siD*«) 


si  n'a 


On  en  déduit 


cosV  =  — ±=— =, 
v'I  ■+-  sin"* 


cl  ceci  montre  que  l'angle  V  est  constant. 

On  peut  établir  cette  propriété  géomùlriquemenl.  Soil  M  un  point  quelronque  de  la  courbe  C; 
prenons  comme  plan  horizontal  de  projection  le  plan  des  .r»/,  et  comme  plan  vertical  le  plan  :0M, 
el  soient  n.,  m'  les  projections  du  point  M. 
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La  tangente  en  M  à  la  courbe  C  se  projette  verticalement  sur  Om'  puisqu'elle  est  dans  le  plan 
tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  OM  et  que  ce  plan  langent  est  le  plan 
de  bout  Om'.  D'autre  part,  elle  se  projette  horizontalement  suivant  la  tangente 

en  m  à  la  spirale  logarithmique,  et  cette  tangente  fait  l'angle  constant  ~  avec  le 
rayon  vecteur  Oin. 

Pour  construire  l'angle  OMT,  nous  rabattons  le  plan  langent  au  cône 
sur  le  plan  horizontal  autour  de  sa  trace  horizontale  0/(.  el  nous  obtenons 
l'angle  cherché     \  =  Om^h. 


X 

/ 

(t/ 

/ 

1  y\ 

0 

/ 

m  Y        !'"i 

/v 

y 

y  N\-' 

Nous  avons 
Or 


V       Om, 

COSV=:-r î  = 


Om, 


VO/r-4-Om 


'  m,) 


Oh        Oh       O/isina 


=  sina,       et      cos  V  = 


1 


Om^       Om'  Om 

3.  La  tangente  au  point  M  de  la  courbe  C  a  pour  équations 

X  —  ae^cosô     y  —  ae''sinO 


y/sin^a  H-  1 


ae'< 


t^a 


ou 


««"(cosO  —  sinO)       f/e"(cos6 -i-sinO)  ae" 

ïgâ 

X  —  fle^cosQ y  —  ae"  sinO       :  liia  —  ae" 


cosO  —  sinO       cos6-f-sin0  1 

Celte  tangente  rencontre  le  plan  des  xy  au  point  M'  qui  a  pour  coordonnées 

a;=:ae"sin6,  y  =  —  ae"cos(), 


ou 


X  =  ae"  cos  |    — 


t: 


2y,  t/  =  ae"sin(^0  — y 

Les  coordonnées  polaires  pj,  oj  de  ce  point  sont  ainsi  mise»  en  évidence;  ce  sont 


co 


"--r 


9i  =  ae\ 
éliminons  6,  nous  obtenons  l'équation  polaire  de  la  courbe, 

c'est  bien  une  spirale  logarithmique,  qu'on  peut  obtenir  en  faisant  tourner  la  spirale  donnée  dun  angle 
droit  dans  le  sens  négatif  autour  de  l'origine. 

La  trace  de  la  tangente  sur  le  plan  des  zx  a  pour  coordonnées 


X 


ae" 


cos6-f-sinô' 


z  = 


cre*  cos  0 


tga(cosO-+-sinO)' 

ces  équations  sont  les  équations  paramétriques  de  la  Iraco  sur  le  plan  :0>r  de  la  surface  engendrée 
les  tangentes  à  la  courbe  C. 

Pour  construire  cette  courbe  il  suffit  de  faire  varier  0  de  0  à  :2-,  et  d'achever  par  dos  homolliéties, 
comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

A.  Nous  avons  donné  précédemment  les  coordonnées  polaires  du  point  M      n^p^     (.)  =  0  —  ^^• 

Les  différentielles  des  arcs  s  et  s'  seront  par  suite 

ds  =  >Jdy~TYïï¥^hdP,  ds'  =  ^do^-hç,'d¥. 


.{.m  KCOLK    IjKS    MI.\K>    de    SAlM-KTlKWt: 


Le  rapport  des  vitesses  des  mobiles  M  et  M'  sera  donc 


^w~-  -  ''■ 


Ceci  montre  que  v'  est  aussi  constant  et  que  les  deux  mouvements  sont  uniformes. 

On  en  déduit     «  =  Â»',      puisque  les  arcs  s  et  *  s'annulent  en  même  temps,  et  on  peut  écrire 


",  =  ^=4/'..  .r.-  =  ^- 


siD*a 


fg*2        sina.  s2 

5.  Conform«''menl  aux  indications  de  I  énoncf,  nous  prenons,  comme  volume  élémentaire  dV,  le 
volume  ronslitué  par  un  tronc  cunéiforme  d'un  r\Iindre  dont  lu  base  est  le  cercle  de  centre  M  langent 
à  0:  <'l  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  tangente  MT  à  la  courbe  C.  Ce  tronc  est  compris  entre 
le  plan  MO:  et  le  plan  infiniment  voisin  passant  par  0:.  Ces  deux  plans  interceptent  sur  lu  courbe  C 
l'arc  inliniment  petit  Js.  Le  volume  dun  tronc  do  prisme  ou  de  cylindre  t-st  équivalent  au  volume  d'un 
prisme  ou  cylindre  de  même  section  droite,  de  même  direction  de  génératrice  et  limité  par  des  plans 
parallèles  menés  par  les  centres  de  gravité  des  deux  bases  du  tronc. 

Kn  prenant  pour  buse  le  cercle  de  rayon  p,  la  hauteur  du  cylindre  élémentaire  équivalent  à  d\  est 
l'arc  intercepté  par  les  plans  limites  .sur  la  spiral»'  donnée  L,  divisé  par  V^.  donc 

d\  =  '^ds, 
s/2     ' 
dSf  étant  1  élément  d  arc  de  la  spirale     p=iae''. 

On  a 

dsi  =  dz--{-  ç«rfO«  =  2rt-e»''//0-, •  </*,  =  a  ^îeUtf) 

et  '        '  f/V  =  xp*rfp. 

On  en  déduit  V=  "  (p-;  — pi;)  =  ""'(^'^  ~  ^). 

•3 

Ce  volume  est  indépendant  de  a. 

P.  MALIUCK,  ingénieur  civil,  professeur  de  mathématiques^  à  Lyon. 


S" 


-  / 


2284.  —  0»  considère  un  cube  d'arête  l  et  (le  inassr  spécifique  s  qui  flotte  à  la  surface  de  séparatiou 
,,  ^  de  deux  liquides  non  miscibles  de  jnasses  spécifiques  s'  et  s'.  Une  des  nri^tes 

.  est  verticale. 

\^. Ui — .  Pour  mesurer   In   masse  spécifique  s,  supposant  connues  s'  et  s",  on 

''  *''  imagine  le  dispositif  suivant  :  le  cube  porte,  par  C  intermédiaire  d'une  tige 

verticale  t,  un  miroir  plan  m  incliné  à  iS".  Iai  tige  et  le  miroir  sont  de 
poids  négligeables. 

Le  miroir  renvoie  sur  une  lentille  convergente  L  les  rayons  issus  d'un 
ftoint  lumineux  fixe  K,  placé  sur  la  verticale  de  t. 
I.in'sqnr  s  prend  In    râleur  initiale  s^,  l'axe  optique  de  la  lentille  L.  gui  est  horizontal,  passe  par  le 
rentre  O  du  miroir.  On  observe  l'image  F'  de  F  *'/  l'on  demande  : 
1"  Le  lieu  de  cette  image  lor.sque  s  varie; 

2"  La  relation  qui- existe  entre  set  la  distance  de  F'  à  sa  position  initiale; 
'A"  /^'étudier  la  sensibilité  de  l'appareil. 

Application  numérique  :     «o=l,     «'=i,l.     .s"  =  0,«H,     /=:î»,8,     système  C.  G.  S. 
La  lentille  L  est  constituée  par  raccotemenl  de  deux  lentilles  minces  : 

i"  Une  lentille  biconvexe  dont  l'indice  est  1,*»  et  dont  les  faces  ont  chacune  pour  rayon  de  courbure 
R=100'»; 
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2°    Une    entille  concavo-convexe  dont  l'indice  est  1,75  et  dont  la   face  extérieure  a   pour  rayon 

Lorsque  s  prend  la  valeur  s^,  la  somme  des  distances     Ow  +  OF-  est  égale  à  trois  fois  la  distance 
focale  de  F. 

1"  Supposons  que,  par  suite  d'une  diminution  de  s,  le  point  0  s'élève  de  x.  Le  miroir  passe  de 

la  position  m  à  la  position  w'  qui  en  est  distante  de  — .  L'image  de 

F  dans  le  miroir,  qui  était  primitivement  en  F^,  se  déplace  sur  la 

droite    F„F    d'une    quantité     F„B  =  2 -^  =  0"  ^2.    Ce    déplacement 

F.  A      0K\„/    ■        \      "1^  ^2 

peut  être  décomposé  en  deux  autres  rectangulaires,  F^A  et  AB, 
tous  deux  égaux  à  x.  L'image  F'  subit  de  même  un  déplacement 
F'B'  que  nous  décomposerons  de  même  suivant  F'A'  et  A'B',  désignés  respectivement  par  x'  et  z'. 

Rapportons  les  positions  des  plans  conjugués  dans  la  lentille  L  à  ses  foyers  H  et  H'.  Soient  q^ 
et  q'  les  valeurs  absolues  des  segments  HF^  et  H'F'.  Nous  aurons  successivement,  en  appelant  f  la 

distance  focale, 

q,q'  =  r  et  {q^-:c){q'^x')  =  f^ 

d'où,  en  éliminant  q\ 

^,^       f'x 

D'autre  part,  les  segments  A'B'  et  AB  sont  respectivement  proportionnels  à  toA'  et  wA  : 


/ 

X 

F 

«'           H 

I 

10     H>\ 

A' 

0 

^-'             1 

F' 
L 

Bf 

f- 


x 


d'où,  en  remplaçant  q'  et  x'  par  leur  valeur, 


f<1o^ 


On  en  déduit  la  relation,  simple 


"?o(7o  — ^) 
X'-  f 


Le  lieu  du  point  B'  est  donc  une  droite.  On  aurait  pu  le  prévoir  :  en  efiet,  le  pdnt  B  se  déplaçant 
sur  la  droite  F^F,  le  rayon  qui  se  réfléchirait  sur  le  miroir  plan  dans  la  direction  V^V  resterait  Hxe. 
Supposons  qu'il  rencontre  la  lentille  quelque  part  en  I;  le  rayon  réfracté  IF'  sera  le  lieu  du  point  B'. 
De  plus,  on  aura 

a?' ~  u)  F' —  (o  F' "/■+//' "./;_'       f 
2°  Le  déplacement  X'  de  l'image  est  lié  aux  déplacements  a'  et  :'  par  la  relation 


X'  =  y/a;'*H-z'^: 


fx 


s/r 


D'autre  part,  si  /'  et  /"  désignent  respectivement  les  hauteurs  des  deux  liquides  en  contact  avec  le 
cube  dans  la  position  initiale,  les  équilibres  successifs  du  cube  s'expriment  par  les  équations 

s„/  =  s'/'H-s"/', 
■      sl  =  s'{l'  —  kx)-^s"{l"^lcx), 

k  désignant  un  coefficient  dépendant  de  la  section  du  vase  qui  contient  les  liquides,  égal  à  1  si  celle 
section  peut  être  regardée  comme  infinie.  On  en  déduit 


(s, -s) /  =  /.•(/-/)  a-. 


d'où 


•^=[^(«0  — «) 


SI 


a  : 


/  

kls'  —  s")' 
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Portons  celle  valeur  dans  l'expression  de  V  : 

3"  La  sensibililé  sera  définie  par  la  dérivée  d--  >'  par  rapporl  à  *.  (tn  Irouve 


"^  IVo  — K-K  — «)]*■ 

Application  numérique.   —  Calculons  d'abord  la  dislance  focale  de  la  lenlille.   La  formule  aux 

distances  conjuguées,  dans  les  dioplres,  appliquée  successivement  aux  trois  surfaces  réfringentes,  pour 

un  point  lumineux  situé  à  l'infini,  donne 

l.:i_l  —  i.5_0..") 

P,  ~      100  ~ioo' 

1.5       1,75       1,3— l,7:i  0.23 


d'où,  en  additionnant, 


p,         p,  1(X>  lôô  ' 

1,75  _  j_  _  4.7:;  — 1  _  o,7:i 

1  _l_0,.-S-0,25  :  0,J5_    1 

f'~~f~  100  ~2oo'  f  —  -y^. 


D'autre  part,  la  derni«;re  donnée  équivaut  à     Yp  =  2/'^-iOO, 
Ces  valeurs,  portées  dans  les  expressions  de  x'  et  de  :',  donnent 


=  ix'. 


u  =  —  =61  "'5 
•^      0,10      °''"^' 


Pour  calculer  u.,  supposons     Âr=:  1  : 

D'autre  part, 

\'f*-^9*  =  100  s  mo  =  1(X)  v'ïÔ. 

Portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  >.'  : 

,_      2t)0  X  61.25(1 -j)  ^n  _  2i50v^U^-£) 

'  ~i00[U)0  — 61,25(1  —  5)]^       ^  320  — 49(1— «)■ 

Enfin,  pour  la  sensibililé,  on  Irouve 

dW  _  _         122:;  000^20 

"37  ~      [400  — 61,23(1— j)j»  ■ 

Calculons-la,  en  particulier,  pour    j=l;     lo  calcul  donne 

^  =  -3.,.. 

Par  exemple,  une  variation  de  -.-^^j  pour  v  produit  un  déplacement  d'environ  r.  de  cenlimèlre  pour 
l'image. 

2286.  —  On  fait  jxisscr  un  courant  prolonge  de  chlore  dans  une  solution  i't>;niu€  et  froide  de  potasse. 
On  obtient  aimi  une  liqueur  .\. 

D'autre  part  on  prend  10«"  d'une  solution  d'anhxjdride  arsénxeux  dans  Cacide  chlorhxjdrique  ét'U),lu 
faite  à  raison  de  l«,i>8  d'anhydride  arsénieux  par  litre;  on  i/  ajoute  une  goutte  d'indigo. 

On  fait  alors  tomber  goutte  à  goutte  la  liqueur  A  dans  la  solution  arsénieuse  jusqu'à  décoloration. 

A  ce  moment  on  a  versé  4*"^  de  liqueur. 

On  demande  le  titre  de  la  solution  de  potasse. 

Donntrs  numériques  :     As  =  75,     K  =  IV.). 
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Première  réaclion  :  2K0H  -h  œ  =  KCl  -f-  ClOK  -h  H'O. 

Le  poids  moléculaire  de  l'anhydride  arsénieux  As*0^  esl  égal  à     150-1-48=198.     La  dissolution 

1  1 

employée  contient  donc  jj^  de  molécule  par  litre  et  i^    „„  de  molécule  pour  10'='°^ 

La  réaction  de  l'hypochlorite  sur  l'anhydride  arsénieux  peut  se  formuler 

As^O'  +  2C10K  =  As^O'^  -+-  2KC1. 

1  2 

Donc,  à  j^fQQQ  de  molécule  d'anhydride  arsénieux  correspondent  r^^rrrrr  de  molécule  d'hypochlorite, 

4 
qui  proviennent  eux-mêmes  de  rQQÂn  de  molécule  de  potasse.  C'est  donc  cette  quantité  de  potasse  qui 

se  trouvait  dans  4"™^  de  la  dissolution,  en  admettant  que  le  volume  de  cette  dissolution  n'ait  pas  varié 
sensiblement  par  suite  de  l'action  du  chlore. 

1  1 

Or  ; ,.       ,  de  molécule  par  centimètre  cube  représente  encore  jr-  de  molécule  par  litre  :  c'est  une 

liqueur  décinormale. 


2232.  —  Les  côlés  d'un  triangle  isocèle,  mesurés  en  mètres,  ont  pour  longueurs  a,  a  et  b.  L'angle  au 
sommet  est  a  grades,  et  le  périmèïre     2p  =  20°. 

Une  quantité  A,  fonction  de  l'angle  a,  est  déterminée  par  la  formule 

,,  a         b 
bLj--\-r~ 

A  =  l ■ ?,  avec  r  =  606,5  — 0,695^. 

r-h  a  —  b  '  ' 

Calculer  les  valeurs  de  A  qui  correspondent  aux  valeurs  suivantes  de  a  :  10°,  15°,  20°. 

Le  symbole  L  représente  des  logarithmes  népériens. 

On  utilisera  des  tables  de  logarithmes  à  cinq  décimales. 

Nota.    —  Le   module   des   transformations  de   logarithmes  népériens  en    logarithmes   vulgaires   est 

M  =0,43429. 

,    a         h 
oLt_^^- 

Nous  calculerons  la  quantité     B  = r,     et  nous  en  déduirons     A  =  l  —  B.     Les  côlés  a 

et  b  sont  définis  par  les  équations 

œ  b 

b  =  2asia^  et  2a  h- ^  =  20,  ou  a -h  5  =  10. 

On  peut  donc  écrire 

r  =  606,5  —  0,6956  =  (a  H- 1) 60,65  —  0,6956  =  60,6oa -i- 29,636. 

Si  nous  remplaçons  r  par  cette  dernière  valeur  dans  B,  nous  obtenons  une  fonction  homogène  et 

de  degré  zéro  par  rapport  à  a  et  6,  et  en  posant     r  =  ^i    B  prend  la  forme 

xLx  -h  ?• 


B  = r-, 

xr 


X,  r,  r'  étant  définis  par  les  équations 


x  =  — — ,  r  =  60,65x-f- 29,63,  r'  =  r-^x  —  i. 

2  SIUt; 
2 


Nous  calculerons  séparément 


B'=î^  =  i?^,  6"=-,,  B  =  B'  +  B", 

?•         iVlr  xr 

logB'  =  loglogx  — logM  —  logr',  logB"  =  logr  —  logj;  — logr'. 
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a  =10 

grades. 

2=15 

grades. 

«  =  20 

grades. 

-log2 

Ï.Gîm'JT 

1  .<;9897 

1,69897 

—  logsin| 

1,10536 

A  — 6 

(1  92982 

A  =  10 

0,80567 

A  =  13 

logx 

0,80  W3 

0.62879 

0,50461 

28 

6  372 

70 

4  253 

1 

3  196 

5 

H 

"9 

9 

3 

^ 

X 

6,37^ 

A  =  3 

4.isa» 

A  =  7 

3,llHi2 

A  =  8 

8  043 

91)  542 

6  287 

79844 

5046 

70  295 

3 

i,S 

<.i 

6,3 

4 

3,2 

oglogr 

ï,90o\i 

1.7985(» 

1,7(»298 

log  60,05 

1,78-283 

1,78283 

1,78283 

logx 

0,80 i33 

A=ll 

0.62879 

0,504ti4 

A  =  23 

logôO.Goj- 

2,58716 

2  41162 

2,28747 

5 

3  865 

35 

1  938 

1 

1 

12 

fiO,G5j 

386,51 
2y.63 

258,0(» 
29,63 

193,85 
29,63 

r 

il(i,li 

287,63 

223,48 

X—  1 

5,37 

3,25 

2,20 

r 

421.51 

A  — 

2î»0.88 

A  =  15 

225,(>8 

A  =  20 

4  161 

61  920 

2  876 

45  879 

2  234 

34  908 

4 

4 

3 

4,5 

« 

16 

logr 

2,61112 'i 

A  =10 

2,45881 

A  =  45 

2,31924 

A=I9 

4  215 

62  48(» 

21»08 

46  359 

2  256 

35  334 

1 

i 

8 

12 

8 

15,2 

logr' 

2,62181 

2,46371 

2,35349 

log  logr 

r,ÎM)5U 

1.798.50 

î.  70298 

—  lo^M 

0,3622  :i 

0,36222 

0.3<i222 

—  logr' 

3,375  li) 

A  — 10 

3,53629 

A  =  8 

3,61t;51 

A  =  8 

logB' 

3,(i4285 

3.69701 

3,71171 

H\ 

i  31  »3 

697 

4  977 

64 

5148 

y 

9 

4 

i 

9 

W 

0,0()i3'J3'J 

0,0049775 

0,0«»51181 

1 

logr 

2,61îl2l 

2,4.5881 

2,31921 

—  logx 

Î,1M567 

1,37121 

ï,4953() 

—  logr' 

3,3751!» 

A  — 28 

3,53629 

A  =18 

3,61651 

A  =14 

logB' 

Î,11MU0 

1.36631 

ï.  191  II 

05 

1511» 

24 

2  324 

08 

30^8 

^ 

10 

C) 

3 

•4 

B' 

0.154!» 

0,2.321 

o,:u>.»8 

B 

0,15î»3| 

0,23741 

0,31197 

A 

0,8106'.» 

0,76256 

0,68503 

r.   MMRICE.  professeur  de  malliomaliqu -s,  a  L><»n. 
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Concours  de  1917. 


Mathématiques. 

I.  —  Une  droite  L,  de  longueur  donnée,  se  déplace  de  façon  que  ses  extrémités  décrivent  deux  droites 
fixes  D  et  ii  orthogonales  entre  elles  et  non  situées  dans  un  même  plan. 

Former  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  L. 

Déterminer  la  courbe  d'intersection  de  cette  surface  par  un  plan  contenant  la  perpendiculaire  commune 
aux  di'oites  D,  A  et  également  incliné  sur  ces  deux  droites. 

II.  —  Construire  la  courbe  plane  définie  par  les  équations 

1  i 

où  <p  désigne  un  paramètre  auxiliaire. 

Imaginant  ensuite  que  o  soit  lié  au  temps  t  par  la  relation 

calculer,  en  fonction  de  ?,  la  vitesse  et  l'accélération  totale  du  point  ayant  pour  coordonnées  x  et  y,  ainsi  que 
la  composante  tangentielle  et  la  composante  centripète  de  l'accélération  totale.  Comparer  ces  deux  composantes 
aux  projections  de  l'accélération  totale  sur  les  axes.  Utiliser  enfin  les  valeurs  de  la  vitesse  et  de  l'accélération 
centripète  pour  calculer,  en  fonction  de  l'ordonnée  y,  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire. 

Calcul  trigonométrique. 
Étant  données  les  fonctions 

fin,  x)  =  e--'"^  —  e""  cos.r  —  '■ — =; e"^  sinx, 

3 

F{n,  x]  =  —  yf(n,  x)  -+-  f{—  n,  x), 

calculer  les  valeurs  numériques  que  prennent  f{n,  x),  f{ —  n,  x)  et  F(/i,  x)  quand  on  y  fait 

.•ï;  =  r  +  ^Tr,  n  =  0,2140-272. 

Peut-on,  au  degré  d'approximation  des  tables  à  cinq  décimales,  décider  avec  certitude  du  signe  de  Fin,  x; 
pour  ces  valeurs  particulières  de  )i  et  de  xl 

(On  a    log7:  =  0,49715,     loge  =  0,43429,     log  loge  =  r,63778.  ) 

Épure. 

Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution.  —  Données  : 

Droite  00'  menée  par  le  centre  de  la  feuille,  parallèlement  aux  longs  cotés. 

00' =  15'"',     0'A'  =  8'"\     0'B'  =  1^'",     0C=   7''",5. 

La  droite  OC  fait  un  angle  de  20°  avec  la  droite  de  front  OF. 

Surface  S,.  —  Ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  ayant  son  centre  au  point  (0,  0'). 
Les  demi-axes  de  l'ellipse  méridienne  sont  O'A'  et  OB'. 

Surface  S^.  —  Surface  de  révolution  autour  de  la  verticale  du  point  C.  La  courbe 
méridienne  située  dans  le  plan  vertical  OC  est  une  ellipse  dont  le  centre  coïncide  avec 


B'         0' 


O'^-^^  celui  de  l'ellipsoïde  et  dont  l'un  des  somnu'ts  a  pour  projections  (0,  .\'}.  La  longueur  du 

demi-axe  horizontal  de  cette  ellipse  est  de  4'^"'. 
Construire  un  point  quelconque  de  linteiseolion  et  la  tangente  en  ce  point 
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neprt'senler  : 

1"  en  projection  liorizontale  le  solide  commun,  ' 

2"  en  projection  verticale  ce  qui  reste  de  l'ellipsoide  après  suppression  du  solide  commun,  ainsi  que  de  la 
partie  de  l'ellipsoïde  située  au-dessous  du  plan  horizontal  OB'. 
Titre  et  cadre  inutiles. 

Physique. 

I.  —  Loi  de  Coulomb.  Quantité  d'électricité.  Champ  électrique.  Lignes  de  force,  (lux  de  force.  Th<'orème  de 
Ciauss.  Tht'orème  de  Coulomb.  Éléments  correspondants. 

II.  —  On  considère  deux  prismes  droits  (1)  et  (2    limités  par  les  plans 


x^=dta, 


x  =  ±a. 


z  =  ±c. 


=  ±c. 


y  = 
y 


PI 


prisme  (1), 


prisme    2i. 


3' 
plans 


î  étant  supposé  infiniment  petit,  tandis  ijue  c  et  /  sont  infiniment  grands. 

Ces  deux  conducteurs  sont  portés  respectivement  aux  potentiels  V,  et  Vj.  Par  raison 
de  symétrie  les  lignes  de  forco  sont  des  courbes  situées  dans  les  plans  s^C'.  On 
admettra  sans  démonstration  que  ce  sont  des  demi-circonférences  telles  que  M.NP  ayant 
leurs  centres  sur  la  droite    x  =  a,    y  =  0    (ou  sur  la  droite    x^  —  a,    y=rO). 

1"  Démontrer  que  le  rhamp  électrique  h  conserve  une  valeur  constante  en  tout  point  M 
d'une  même  ligne  de  force  .NMl',  et  qu"il. varie  en  raison  inverse  de  la  distance  (^M. 

20  Calculer  la  densité  électrique  en  un  point  quelconque  1'  de  la  face  plane  .\D. 
Calculer  la  charge  électrique  portée  par  l'aire  rectangulaire  située  sur  cette  face  .\D  et  limitée  par  les 
y  s=  b,     y  =zh',     c  =  0,     :  =:  1 . 

Chimie. 


An.m.ysk  Ei'iHoMKTHiQi'E  t)'fN  cnisor.  —  Le  gaz  rst  recueilli  sur  place  dans  des  bouteilles  remplies  d'eau 
de  cliaux  et  est  api)orté  au  laboratoire  pour  y  être  analysé  par  la  méthode  de  l'eudioraètre  de  Regnautt. 
On  admettra  que  le  gaz  dégagé  par  le  soufllard  renferme  seulement  du  méthane,  de  l'azote,  de  l'hydrogène  et 
de  l'acide  carbonique. 

On  introduit  un  certain  volume  de  gaz  dans  l'eudiomètro  et  on  le  détend  de  façon  à  lui  faire  occuper 
exactement  la  capacité  fixe  allant  du  sommet  de  i'eudiomèlre  au  trait  de  repère.  La  pression  de  la  masse 
gazeuse  est  de  iHS"""  de  mercure. 

On  introduit  alors  l'oxygène  nécessaire  à  la  combustion  et  on  ramène  encore  la  masse  gazenae  &  occuper 
le  même  volume  que  précédemment  et  la  pression  est  de  "W""". 

On  provoque  la  combuslion  par  une  étincelle  i-Ie.tricine:  on  ramène  de  nouveau  la  masse  gazeuse  au  volume 
fixe  et  la  pression  est  de  'Kir»""",!». 

On  absorbe  enfin  l'acide  carbonique  et  on  fait  une  dernière  mesure  de  la  pression  do  la  masse  gazeuse 
ramenée  toujours  au  même  volume.  Cette  pression  est  de  .ll(i"'"',8  de  mercure. 

Les  expériences  ont  toutes  été  faites  à  la  température  de  17",  à  laquelle  la  tension  de  la  vapeur  d'eau  est 
de  15""".  La  paroi  intérieure  du  tube  de  l'eudioraètre  est  supposée  constamment  mouillée. 

On  demande  ; 

1"  De  calculer  les  proportions  des  différents  gaz  contenus  dans  le  gaz  soumis  à  l'analyse; 

2"  De  déleiniiner  l'erreur  maximum  qui  peut  être  commise  sur  ces  proportions,  si  les  ine>ures  de  pression 
comportent  une  erreur  de  lecture  de  0""",2  en  plus  ou  en  moins  et  si  la  température,  au  lieu  d'être  constante, 
varie  irrégtilièrcmenl,  d'une  mesure  &  l'autre,  entre  Ifi"  et  18«.  I^  tension  de  vapeur  d'eau  correspondant  à  ces 
deux  températures  extrêmes  diffère  de  1'""'  en  plus  ou  en  moins  de  la  pression  moyenne  indiquée  de  15""". 


Le  Rédacteur- Gérant  :  H.  Vl'UŒRT. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


Note  de  la  rédaction.  —  Une  errour  Je  classement  nous  a  empêchés  de  signaler  quelques  solutions  satisfai- 
santes de  la  question  2267.  MM.  L.  TROIN,  à  Turin;  L.  SIMON,  à  Fourmies  ;  A.  MAKHAIT,  lycée  de  Marseille; 
E.  DL'MAINE,  lycée  de  Saint-Étienne  ont  envoyé  :  les  deux  premiers,  de  très  bonnes  solutions,  et  les  deux 
autres,  des  solutions  très  suffisantes. 


PREMIERE    PARTIE 


AU  SUJET  DE  LA  LIGNE  DE  STJîICTION  DUNE  SUlîFACE  IÎÉ(iLÉE 

par  M.  H.  Girard,  professeur  au  lycée  Banville,  .i  Moulins. 


Considérons  une  surface  S,  non  développable,  engendrée  par  une  .droite  G  dépendant  d'un  para- 
mètre. On  sait  que  le  plan  langent  tourne  de  IKO"  autour  de  la  génératrice  (i  lorsque  le  point  de 
contact  parcourt  cette  dernière. 

11  existe  donc,  sur  chaque  génératrice,  un  point  en  lequel  le  plan  langent  est  pcrpendirulaire  au 
plan  langent  à  l'infini;  ce  point,  que  nous  désignerons  dans  ce  qui  va  suivre  par  A,  est  ce  que  l'on 

appelle  le  poin4.  central  de  la  génératrice  G.  Lorsque  celte  dernière  se 
déplace  sur  la  surface  S,  son  point  central  trace  une  courbe  C  appelée  ligne 
de  striction  de  la  surface  S. 

Si  le  lecteur  veut  bien  se  reporter  à  la  déraonslralion  de  la  foruiule  de 
Chasles,  il  sera  conduit  à  admettre  les  trois  propositions  suivantes  : 

1"  Le  plan  tangent  au  point  situé  à  (Infini  sur  la  génératrice  G  est 
parallèle  à  la  génératrice  G'  infiniment  voisine  de  G. 
2"  Le  plan  tangent  central  contient  la  perpendiculaire  commune  I*P'  aux  génératrices  infinimetit 

voisines  G  et  G', 

3°  Le  point  central  .V  coïncide  avec  la  position  limite  du  pied  P  de  la  per- 
pendiculaire commune  PI*', 

La  première  de  ces  propositions  sera  seule  utilisée  dans  la  suite,  mais 
les  deux  autres  ne  doivent  pas  être  perdues  de  vue  dans  les  applications, 
notamment  dans  le  cas  où  la  surface  S  est  un  conoïde'*). 

Ceci  étant  rappelé,  soient  /,  //;,  n  les  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  G 
et  r,  y,  z  les  coordonnées  du  point  central  A.  Supposons  les  six  variables  /, 
m,  n,  X,  y  ci  z  fonctions  de  l'arc  s  de  la  ligne  de  striction  C,  de  sorte  que 

nous  avons 

r.v''-^-y''-hz''=l, 

(1)         I  l^-^m^-^n^=i, 

[  II'  4-  mm'  -{-  nn'  =  0. 

Exprimons  que  la  courbe  C  est  bien  la  ligne  de  striction  de  la  surface  S  engendrée  par  la  droite  G 


(j^il.m.H) 


(x'yx) 


{*)  Voir  question  n'  2192,  p.  30. 
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Le  plan  langent  à  l'inlini,  P^,  esl  parallèle  aux  deux  directions  rectangulaires  (l,  m,  n)el(/',  m',  «'); 
le  plan  central,  P^,  esl  parallèle  aux  directions  (/,  m,  n)  et  (x',  y\  z').  Pour  (|ue  ces  deux  plans  soient 
perpendiculaires  il  faut  et  il  suHit  que  les  directions  (/',  m',  n')  et  (x',  y',  :')  soient  orthogonales,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ail  identiquement 

(2)  l'x'-^m'y'{-u'z'  =  0. 

Celle  équation  de  condition,  jointe  à  la  dernière  du  système  (l),  prouve  que  la  normale  au  point  A 
a  la  surface  S  esl  parallèle  à  la  direction  (/',  m',  /?'). 

Soient  AN,  la  normale  à  la  surface  au  point  central  A,  AN  la  normale  principale  à  la  ligne  de 
striction,  s  le  rayon  de  courbure  de  cette  dernière,  V  et  a.  les  angles  que  fait  la  gt-nèralrice  <1  avec  la 
tangente  AT  et  ia  normale  principale  AN.  Nous  pouvons  écrire 

'3)  cos  V  == /x'  I- my' -f- n:' ; 

d'où  l'on  déduit,  par  dérivation,  en  tenant  compte  de  (2)  et  du  premier  groupe  des  formules  classiques 
de  I-rcnet  et  Serrel, 

d\ 


(*) 


cos5  =  —  ssinV 


ds 


Telle  esl  la  relation  qui  permet  de  trouver  toutes  les  surfaces  réglées  admettant  pour  ligne  de 
"ilriclion  une  courbe  donnée  C.  On  remarquera  que  le  problème  dépend  d'une  fonction  arbitraire, 

\  =  f{s). 

Restreignons  la  question  en  imposant  une  seconde  condition  à  la  courbe  C.  Nous  sommes  ainsi 
conduits  à  examiner  les  trois  problèmes  suivants  : 

1°  /m  litjnr  dt'  striction  est  aussi  une  ijéodésiijue  de  S. 

Dans  ces  conditions,  les  normales  AN  et  AN,  sont  confondues,  la  relation  (4)  se 
^^         réduit  à 

AXV     T 


ps.nV^  =  0, 


ce  qui  nous  donne 


V  =  constante. 
La  génération  des  surfaces  S,  qui  constituent  une  famille,  esl  évidente.  Parmi 
ces  surfaces  il  y  a  lieu  de  retenir  celle  engendrée  par  la  hinormale  à  la  courbe  C    (  V^^  J. 

2"  La  ligne  de  striction  est  ligne  asymptotiquc 

La  génératrice  G  devant  itre  situé»'  dans  le  plan  ostulateur  à  la  courbe  ("-, 

nous  avons 

cos*=:sinV 

et  par  suite  la  relation  (\)  devient 

(l-|-;^^sinV  =  0. 

L'hypothèse     sinV  =  ()     nous  conduit  ii  la  surface  developpable  admcllanf 
la  courbe  C  pour  arête  de  rebrousscmenl. 

Cette  solution  particulière  écartée,  examinons  le  cas  général  oii  l'on  doit  avoir 


•-^p'i  =  o. 


c'est-à-dire 


rfV; 


ds 

P 


de. 


V  ^ /     rfff  =  5,  —  T, 


(j  désignant  l'arc  de  1  indicatrice  sphériquc  des  tangentes  >a  la  courbe  C. 
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On  voit  donc  que  la  connaissance  de  Tune  des  surfaces  S  entraîne  celle  de  toutes  les  autres  (ana- 
logue aux  développées  d'une  courbe). 

L'interprétation  géométrique  de  l'équation  d\  =  — (Ig  est  évidente  :  il  suffit  de  faire  rouler 
sans  glisser  un  grand  cercle  sur  l'indicatrice  sphérique  c  des  tangentes  à  la  courbe  C;  le  rayon  0<;  reste 
parallèle  à  la  génératrice  G.  En  particulier,  si  C  est  une  hélice  circulaire,  son  indicatrice  c  se  réduit  à 
un  petit  cercle  de  la  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  le  point  g  décrit  une  hélice  sphérique. 

S°  La  ligne  de  striction  est  ligne  de  courbure. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi  il  faut  et  il  suffit  que  la  normale  AN,  à  la  surface  S  engendre  une  dévelop- 
pable  ayant  nécessairement  pour  arête  de  rebroussement  une  développée  de  C. 

Désignons  par  0  l'angle  formé  par  les  normales  AN,  ANj  et  par  AB  la  binormale  à  la  courbe  C.  Si 
l'on  veut  bien  remarquer  que  le  plan  tangent  central  TAG  forme  avec  la  binormale  un  angle  égal  à  0, 

nous  aurons 

(o)  coscp  =  —  sinOsinV, 

Bt     et  la  relation  fondamentale  devient 

i'  ,a\  d\      sinO 

ds  p 

ou 

ds 


/sin 


? 


Connaissant  les  angles  6  et  V  en  fonction  de  l'arc  s,  il  sera  possible 
de  former  les  équations  de  la  génératrice  G. 

Les  surfaces  répondant  à  la  question  dépendent  donc  de  deux  constantes  introduites  par  des 
quadratures. 

Enfin  remarquons  que  si  la  courbe  donnée  C  est  plane,  l'angle  0  est  constant. 

Exemple  :  appliquer  ce  qui  précède  au  cercle  G  défini  par  les  équations 

s  s 

a;  =  RcoSô^5  î/  =  Rsin^,  s  =  0. 
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2302.  —  I.  On  considère  deux  ellipses  homothétiques  et  concentriques^  les  deux  points  d'intersection  A 
et  B  avec  Vellipse  extérieure  E  d'une  tangente  à  VeUipse  intérieure  E',  et  le  pôle  M  de  cette  droite  par 
rapport  à  l'ellipse  E.  Montrer  que  : 

1°  faire  du  triangle  ABM, 

2°  iaire  de  la  partie  de  ce  triangle  intérieure  à  rellipse  E  sont  indépendantes  du  choix  de  la  tan- 
gente AB  à  l'ellipse  E',  et  les  calculer  en  fonction  des  demi-axes  a  et  b  de  rellipse  E'  et  du  rapport  dliomo- 
Ifiélie  X  =  cos'f  de  l'ellipse  E'  à  l'ellipse  E.  Déterminer  la  limite  du  rapport  des  deux  aires  considérées 
lorsque  o  est  infiniment  petit. 

IL  Traiter  la  même  question  en  remplaçant  les  ell'ipses  E  et  E'  par  des  hgperboles  homothcliques  et 


;hs 
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concentriques  H  <?/  H'.  0»  désiynera  leur  rapport  d'homothétir  par     >  =  — r,- —     {o»  pourra  commencer 

et  où  AB  est 


par  traiter  le  cas  où  l'hyperbole  H  e.it  l'hyperbole  êquilatère     x  =.  ^ — ,      .»/  =  - — 5 — 

parallèle  à  F  axe  des  y). 

1.  —  On  peut   considérer  les  ellipses  E  el  E    comme  les  projections  de  deux  cercles  concen- 
Iriqiies  C  et  C,  situés  dans  un  même  plan  passant  par  le  grand  axe  des  ellipses  el  faisant  avec  Ift 

plan  des  ellipses  un  angle  V  dont  le  cosinus  est  égal  à  -• 

Les  aires  envisagées  dans  l'énoncé  seront  alors  les  projections  d'aires  analogues  relative.**  aux  iK-ux 

cercles,  et  seront  égales  à  celles-ci  miillipliées  par  cosV  ou     .  Il  suflil 

d'établir  le  théorème  pour  les  deux  cercles. 

On  voit  d'al)ord  que,  quelle  que  soit  la  tangente  AB.  laire  du 
triangle  ABM  l'I  celle  du  segment  .\B.N  sont  constantes.  .Nous  ailon<» 
évaluer  ces  aires. 

Le  cercle  C  a  pour  rayon     01  =a,     et  le  cercle  C, 

X      cos  i 


par    suite,    dans    le    triangle    reclangle    OAI,    l'angle    .VOI    est    égal 


a    t,.    et    de    même       L\M  =  ^. 
L'aire  S  du  triangle  ABM  «si 

et  l'aire  S  du  segment  ABN  est 


S  =  lA .  M I  =  1  AMg ^  =  '»-  tg^  V. 


1 


S'  =  secteur  OAB  —  triangle  OAB  =  U  \- . o  —  ,^« » \  mi» -i^,  = 
Les  aires  correspondantes  dans  les  ellipses  sont  ^^S  et  ^S',  ou 


2cos*^ 


nb[g 


et 


abdo  —  sin:*^) 

I - , 

i  cos*  z> 


Le  rapport  de  ces  aires  est 


1  :^\u  -j 


S'~cosï.(2?  — sin^s) 
C.lierchons  maintenant  la  limite  de  ce  rapport  quand  o  f^Mid  vers  zéro.  En  iilili-aiil  le^  développe- 
ments en  série  de  sin^  et  de  sin:22.,  on  peut  é.  rire 

si  M  j  =  5  -r   U.9", 


sin2y  =  2-5 


-hvV, 


•i.  et  V  restant  tiuis  quand  y  tend  vers  zéro. 

Bemplaçons  siu'^elsinii  par  ces  valeurs  dans  l'expression  de  ;^  .  nous  avons 


8_      "(y-^-^^r')'      —    ^(^-^-t^?'^' 


(»n  voit  alors  que,  quand  y  lend  vers  zéro.  ^,  a  pour  limite  ^  ou  ^ 
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II.  —  On  peut  considérer  également  les  hyperboles  données  comme  les  projections  de  deux  hyper- 
boles équilolères  homothétiques,  et  par  suite,  tout  revient  h  traiter  la  question  dans  le  cas  où  les 
hyperboles  sont  équilatères. 

Nous  représenterons  par 

a?"  —  y-  —  a'^  =  0,  x'^  —  y-  —  a-  ch^cp  =  0 

les  équatio-ns  des  hyperboles  H  et  H'  rapportées  à  leurs  axes. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  AB  est  tangente  à  H'  au  sommet  I 
{a  chcp,  0). 

Les  coordonnées  du  point  A  sont  acho.  et  ashcp;  la  tangente  en  ce 
point  à  l'hyperbole  H  a  pour  équation 

a?  ch  '^  —  î/  sh  ç.  —  a  =  0  ; 

elle  rencontre  Oa;  au  point  M  qui  a  pour  abscisse  -r— .  On  en  conclut  que 

l'aire  S  du  triangle  ABM  est 

a-sh'ci 


S  =  MI .  AI  =  f  a  ch C5 ^]  a  sh  Ci  =  : 

\         '       chcp/ 


chcp 


et 


D'autre  part,  un  point  quelconque  de  H  a  pour  coordonnées    x=zacht,     y  =  aii\it,     et  Taire  S 
du  segment  ANB  a  pour  valeur 

S' =  2  pydxzzz^a-  f'shHdt. 

Or 

^Js\\Hdt=  f\ch<it  —  i)dl  =  ^  —  t, 

j,,_a2(sh2cp  — 2cp) 

Supposons  maintenant  que  AB  soit  une  tangente  quelconque  à  H',  I  désignant  toujours  le  point 

de  contact  et  M  le  pôle  de  AB  par  rapport  à  H.  Les  points  M  et  I  sont 
sur  le  diamètre  conjugué  Ox'  de  AB  par  rapport  aux  deux  hyperboles; 
par  suile,  si  nous  menons  0^'  parallèle  à  AB,  Oa'  et  Oy'  constituent  un 
'*'       ensemble  de  deux  diamètres  conjugués. 

En  prenant  ces  droites  comme  axes  de  coordonnées,  les  équations 
de  H  et  H'  sont  respectivement 

x''-  —  ?/'-•  —  a'-'  =  0,  a,'-  —  y''  —  a"  ch'^cp  =  0, 

et  l'on  a 

ON  =  a',  01  =  rt'chcp. 

Si   l'on    désigne   par   0   l  angle   x'Oy',   on    trouve   facilement,  en 


répétant    le   calcul   précédent, 


S  =  aire  ABM  =  a'-sin6. 


sh*« 

L 

chco  ' 


S'  =  aire  ABN  =  "''^'°\sh2g.  —  2<f). 

Mais,  d  après  le  second  théorème  d'Apollonius,  on  a 

a'^sinO  =  rt-. 
On  en  conclut  que  S  et  S'  ont  des  valeurs  constantes  quelle  que  soit  la  tangente  AB. 
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De  plus,  on  a 

S  2sh'c 


el  ■        ' 

sh  î  =  9  4-  iLY\        sh  2'.  =  ^  +  ^'  -+-  •-  r> 

[t.  el  V  restant  finis  quand  ï-  tend  vers  zéro. 
On  en  déduit 

S  _    2(1 -h  ao»)' 

S  3 

et  l'on  voit  que,  lorsque^  tend  vers  zéro,  {t>  a  encore  pour  limite  â- 


F»AiL  BEHNAKD,  à  Paris. 

Bonnes  solutions  par  MM.  L.  Ciii(iA.>.\K,  a  ^Irasltourg;  (i.  Lvcii,  à  Douai;  M.,  a  fiuérel;  E.  Logkard.  li.-L.  Mknnkssikr 
a  Évreux;  F.  Miluou,  à  Paris;  Pierr»;  Homkrt,  «'-cole  normale  supérieure  de  Sainl-Clouil ;  Gaston  Si\<iiKU,  professeur  au 
lycée  fie  Valencienncs;  Marcel  Vassbir,  à  Calais. 


2303-  —  (Jn  ransidèrr  une  Hjuc  brisée  A^A,  .  . .  A„  . . .  ayant  lous  ses  sommels  sur  l'hyperbole  xy  =.{, 
A„  vtft»!  ftu  sommet     j-  =  l,     ?/ ^  1     de  cette  hyperbole,  ses  C(Ués   tangents  à    l'hyperbolr     t»/  =  /'     *'' 

telle  t/ue  h's  abscisses  de  ses  sommets  successifs  soient  croissantes.  On  posera  toujours     >.  =  ^[«?-t-€^T  . 

Déterminer  les  coordonnées  x,,  et  y„  du  point  A„  rt  In  longueur  l„  du  rôle  \„  ,A„.  Montrer  yue  la  série 

fm=jf~  -+-... -h 7- -h ... 

est  convergente.  Trouve)  en  fonction  de  Isa  valeur  principale  pour  À  infini.  Calrnler  /"(?  )  à  0.(M)(H  prr.'s. 

A',  /i.  —  L'usage  drs  tables  de  logarithme'^  est  interdit. 

L'attention  des  candidats  est  attirée  sur  le  fait  que  Ir.s  calculs  à  effectuer  sont  extrêmement  simples,  à 
condition  d'utiliser  quelques  remarques  géométriques.  Les  solutions  géométriques,  clairement  exposées, 
seront  préférées  aux  solutions  purement  algébriques. 

>()i('iil  a,  ,'i  les  aliscisses  de  deux  points  A,  H  de  lliypcrhole     j*//=  l  ;     les  ordonnées  de  ces  points 

1    1 

sont  -,  Zi^^  l'équation  de  la  droite  AU  est    jr-f-aJJy  —  («-+-,^)^0. 

1 

l*our  <iue  cette  droite  soit  lanKenlf"  à  rh\  porhitlo    .;•)/:=)-,     Il  r.iul  «nrmi  ail     '«  -i- ji)« — -iafJÀ^rrO, 

on,  en  remplaçant  >  par  cli:;», 

p*  — 2ifi  (112-^-1- a- =  0. 
On  fil  lire 

^  =  ch2;i.±sh2:p. 

Ou  peulloujoiirs  su|i|iMSi'r     :i  >  0;     d'aulrr  |iiirl,  (M1  supposant      ^  "^  ï-     ou  a 

"=  ch2»-t-Sh2*  =:f-'  ou  ft=xr''. 

l*.ir  suite,  Tahscissc  de  A„  «-tant  é^nl"  ■<  l    '"H"  .!•>  A,  est  '■''    -••■•'••  -i      \  ■  '  "■•  -'■     \ 

et  les  coordonnées  du  point  \     sont 

X    r—  <•'  ■  ti    z:^  r   *"  » 

Nous  pi)ser«»ns,  pour  simplilier,     :=>•'»,     el  nous  aurons     ;f„  =  J",     y^  =  — • 
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Nous  en  déduisons 


4=(."_z"-')^+(i„_-^y=(.'._z"-')-^(i+^,) 


.    _  (Z»  —  Z"-')  v^s*"-^  -^  1  _  (2  —  1)  ^l'J»--'  -t-  i  . 

le  terme  général  de  la  série  considérée  est  alors 


/„      (z_l)Vz*"-^+l 
On  en  déduit 


'i         ' 


Gomme  z  est  plus  grand  que  1,  quand  n  augmente  indéfiniment,  z"*-*  et  2*"+*  augmentent  aussi 
indéfiniment,  et  ^"^^  a  pour  limite  - ,  qui  est  plus  petit  que  1  ;  par  suite,  la  série  est  convergente. 

Pour  calculer  la  partie  principale  de  /"(X),  nous  pouvons  remplacer  chaque  terme  ^  par  un  infini- 

1 

ment  petit  équivalent.  Pour  a  infini,  -^  est  infini,  ainsi  que  -.  Posons    .3=: y,     nous  avons 

1 P . 

/«""(i-OvTTT^-' 

1  t 

ceci  est  équivalent  à  t'\  Donc  X  ,   est  équivalent  h  S  r,  ou  à     ^ ,     ou  encore  à  t. 

1 

Par  suite,  f{l)  a  même  partie  principale  que  t  ou  que  -■ 

Or,  __ 

(1)  z  =  ch29  -+-  sh2cp  =  2);^  —  1  -h2X  ^X'  —  1  =  à4  2  —  ^,  +  2  y  1  —  yîh 

,  z  1  1 

et  Ton  voit  que  -^  a  pour  limite  1  pour  À  infini;  donc  -  a  pour  partie  principale  ^• 

On  en  conclut  que  la  partie  principale  de  /"(À)  est  j^- 

Pour     X  =  ^,     la  formule  (i)  donne     z=\;     par  suile  la  série  devient 


3v/l  +  4'^      3  VI  -+-  4«      3  y/l  4-  4'«  3v/l-h4"-* 

Si  nous  remplaçons  dans  cette  série  le  terme 


îi„  = 


"      3^1  +  4"-^ 
par  la  (juanlilé 

/,"  1 


3n'4*"-*      3.4"-' 

iiiiiis  l'innmi'IlMns  une  i'itimii'  pai'  l'xcès  qui  est  égale  à 


1         .  4"  _  v/1  +  •'**""*  —  '•"' 


3.4"  '      3v/l-t-4*"-*        3.4"   'v  1    !    '.' 

Mil 

1 


3.4»-'  yji  -f-  4*"-* [v'i  -I    \"'--   <    i-"   '  ' 
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Kn  rf'lranrhanf  1  des  qiianlil»is  plac(!'es  sous  les  radicaux,  on  a 

1  1 


t\  —  w«  <  r 


3.4"  '.4*"  '.2.4«»  '~6.4=^ 


s 


l'ar  suiU'.  si  dans  la  s«}rie  (2)  nous  remplavntjs  »/,,  u.^,  . .  .  par  i\,,  v  .  .  . .  nou<  (»hlt'nons  une  nouvelle 
•~iTi<; 

(3'  «, -f-Pj-+-»3 -}-...  -f-r„Ti-  ..  . 

(loril  la  somni».'  S  fsl  supérieure  à  la  suniine  S  de  la  série  (2),  la  dilléreiice     S' ~  S     élanl  moindre  que 

111  1 

•  ou 


«74^  "^ (ÏTT' "^ JTF'  ■  «.4^(4'  — 1) 


el  ceci  est  plus  pelil  quf  .l'- 
Or il  est  facile  de  calculer  S';  on  a 


j,,^     4^         1  1  1 


.'^\  17^3.4"  3.4»      3.4'^'    • 

i  l 

ou  ?>=';=  +  Il* 

•Syfîî         '-^ 

Calculons  — — :  OU     J.  '  et  «  à  .,,,  près  par  •xcès:  rmus  rdilcnons 
3  v^  . 

i^=o,32:nMi,       ,'-r=(i,iim2, 

cl  en  faisaul  la  somnoe,  nous  avons  o.'i;{44*.KJ. 

C'est  une  valeur  par  excès  de  S,  l'erreur  élanl  moindre  que  ^f^-^  yj^^. 

On  en  conclut  que  la  somme  de  la  sf'TJe  proposée  est  0,4344  à  J^r^  près  par  délaul. 

M.,  à  Ouérel. 

IJurine'»    soluli>»n^  par  MM.   lîniilr?    Comi-ahot,  ^■lè^^    a    l'c^r..!»-    nalionaU-    Mipiriourc   des  mines:  (.i.   I.vr.n,  a  Douai; 
ll.-L.  MKiNNKssitii,  il  Evreux;  fla^lon  FiNciinn,  profcsi^iMir  uu  lycre  <l«'  Valfruionnes. 
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II.  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

10319.        f:i)n>triiirc  les  coiirltcs 
yt  —  3jiyt—a*z={j,  y  • -f- 2x»y«  —  j»  =  0.  (x  —  y) (x»  —  y»)  — o.V»  =  «.  J*  -  J/* -+- a»(*j-«  —  5y»)  =  0; 

—  320    —  Cuiislriiire  les  coiirl>cs 

-,  coM..  r^  rt  sinS  ..  'nirf  (Ir  In  l>i>iiclet,  ^  ~ '•"****•>""  cosC  •  P  =  ~       ,i.,.,., 

'•■  .  .  ' 

p»  =  «' •.in:i...  (an^lf  <l''  lu  i  nig.  rn.-  .im-.    {>,,.  (,  (ra>oii  ih-  .•..iirluirt'),  p=co.-...   -  ^j^,' 

p  =  Bln..n-lK'^'.  p  =  Mn^'H î— ,  p  = ^.  P-C0S.O  — 2p-t-*i»ineo=0,  p»lgJnn-2p»8inw  — co«2i..  =  0. 

^  *      3ro8j  coB^ 
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10321.    —  D'un  point  M  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  cnurbe    x  =  li,    y=^t^.     Déterminer  le  lieu  du  poinl  M 
tel  que  ces  trois  tangentes  et  la  parallèle  à  la  première  bissectrice  des  axes  menée  par  M  forment  un  faisceau  harmonique 

—  322.  —  D'un  point  P{X(„  i/o)  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe    .r3  =  ?/2;     soient  A„  A..  A3,  les  points  de 
contact.  Trouver  les  projections  sur  les  axes  de  la  somme  géométrique  des  vecteurs  PA,.  PA^,,  PA-,. 

—  323.  —  On  donne  deux  cercles  par  leurs  équations.  Déterminer  leur  angle.  En  déduire  la  condition  pour  (jne  les 
deux  cercles  soient  orthogonaux. 

—  324.  —  La  tangente  ou  point  A  de  la  courbe  x^  —  a''-(x  4-  y)  rencontre  la  courbe  en  un  autre  point,  B.  Lieu  du 
milieu  de  AB. 

—  325.  —  Trouver  en  coordonnées  polaires  les  courbes  dans  lesquelles  la  tangente  fait  avec  Taxe  polaire  un  angle 
égal  a  -  . 

—  326.  —  Construire  la  courbe    x{y"'-  —  x^)  —  a^ij  —  0.    Lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles  à  la  direction    y  =  j*. 

—  327.  —Construire  la  courbe  x  =  j^^^-j—-^,  // =  ^~2  '  *^"^'  ^^^  ®^"  degré?  Par  l'origine  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  la  courbe  aux  points  A  et  B.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  tangentes  en  A  et  B. 

—  328.  —  Quelle  est  la  courbe  dont  toutes  les  normales  passent  par  un  poinl  fixe? 

—  329.    —    Reconnaître    les    lignes    qui    correspondent    à      X  =  A,      Y  =  B,      quand    on    fait    la    transformation 

V I   V2 — a-^yjz  —  h       .„       „       .^  .  ,      „  •       j.   • 

A  =  L F= •    (A  =  X -4- lY,     z  =  .r -+-?'/).     Remarques  géométriques. 

va  —  6 

—  330.  —  Même  question  pour  Z  =  Lf^.  Montrer  que  r^^  =  ,^e'^  w?,  «,  b  étant  les  points  qui  corres- 
pondent à  :,  a,  A  et  6  désignant  langle  amb.  En  déduire  le  lieu  du  poinl  m  lorsque    X  =  A     ou     Y  =  B. 

—  331.  —  On  considère  la  courbe     p  =  ae'''"''';     former  l'équation  de  la  tangente,  et  mettre  cette  équation  sous  la 
orme    x  cos  ?  -t-  y  sin  9  =  .9  (5). 

—  332.  —  On  considère  la  courbe  .r  =  3/^,  y  =  2/'*.  *La  tangente  en  un  poinl  A  rencontre  la  courbe  en  un  poinl  B. 
Déterminer  le  point  A  de  façon  que  la  tangente  en  B  soit  perpendiculaire  à  AB. 

—  333.  —  Un  cercle  de  rayon  donné  se  déplace  de  façon  que  son  centre  décrive  une  droite  D.  Une  droite  fixe  A  per- 
pendiculaire à  D  rencontre  le  cercle  au  point  M.  Trouver  l'enveloppe  de  la  tangente  au  poinl  M. 

—  334.  —  Déterminer  les  points  doubles  de  la  courbe    3;  =  ^,";.   ~^.-    .     v  =  — — — 

—  335.  —  On  donne  une  droite  li.xe  cl  on  considère  un  cercle  de  rayon  constant  qui  tourne  autour  d'un  de  ses 
points.  Trouver  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  où  le  cercle  rencontre  la  droite.  Lien  du  pôle  de  la  droite  par 
rapport  au  cercle. 

-  336.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'on  ait    p  =    .  '      ,    où  p  désigne  le  rayon  de  courbure,  r  le  rayon  vecteur 
et  V  l'angle  do  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur. 

—  337.  —  Construire  les  deux  courbes    (x  cos  a  -4-  y  sin  a)-  ±  (x-  sin  *  —  y  cos  ■xy^  =  (i-, 

—  338.  —  Calculer  le  périmètre  de  l'aire  limitée  par  les  deux  courbes    x^  —  ay  =^  0,    j-'  —  ay-  =  0. 

—  339.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  deux   tangentes  perpendiculaires  à  la  courbe    a-s -i- a'^(i/ —  a)  =  0. 

—  340.  —  Asymptotes  de  la  courbe    x^  —  x'^y  —  .77/2  -+-  y3  4.  ^^yy  =  0. 

—  341,  —  Exisle-l-il  sur  la  courbe  .r* +  //'•  =  «''  un  point  tel  que  le  cercle  de  courbure  en  ce  poinl  passe  par 
l'origine? 

—  342.  —  On  donne  un  cercle  et  un  poinl  A  sur  ce  cercle;  on  mène  une  corde  variable  AU.  Ti-ouver  l'enveloppe 
du  cercle  (lui  a  pour  diamètre  AB. 

—  343.  —  Asymptotes  de  la  courbe 

•cy(-«'  -^  y  —  a  —  b)  —  k(x  -h  y  —  a)  (x  +  y  —  b)  —  kxy  =  0. 
Consiruire  cette  courbe. 

344.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Or,  Oy  et  un  point  P.  Par  le  point  P  on  mène  une  s.  caiite  qui  ren- 
contre Oa;  au  point  A,  et  on  considère  le  cercle  passant  par  le  point  0  et  langent  en  A  à  PA.  Lieu  du  centre  de  ce  cercle. 
Par  un  point  .M  du  plan  passent  deux  de  ces  cercles.  Quel  lieu  doit  décrire  le  poinl  .M  pour  que  ces  deux  cercles  soient 
orthogonaux  ? 

—  345.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  a-(-ysinx  —  a\  sîïTïïôt  =  0. 

—  346.  —  Un  cercle  de  rayon  R  roule  sur  l'axe  polaire  Ox;  du  poinl  O  on  mène  une  tangente  OT.  Le  diamètre  du 
cercle  passant  i>ar1e  point  O  rencontre  le  cercle  au  poinl  1,  et  la  tangente  en  I  w««<)ntrc  OT  en  .M.  Lieu  du  poinl  M; 
foi-mer  réquation  en  coordonnées  polaires.  Trouver  géoiuélriquemciit  le  degré  du  lieu  et  l'asymptote. 

—  347.  —  Étudier  la  développée  de  la  courbe    ,y  =  j"  +  ',     n  >  0. 

—  348.  —  Déterminer  les  courbes  donl  la  sous-tangente  polaire  est  constante. 

—  349.  —  Enveloppe  de  la  droite    x  cos  a  —  y  sin  a  =  lîa  (a  cos  a  —  ^in*). 
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10350     ^  Li  normale  en    un  point  M  .lune  courbe  rencontre  Or  a»  point  N.  Déterminer  la  courbe  de  niani.re 
que     ^^=A. 

—  351.  -  Construire  la  courbe    ;/ = — |.    Hayon  de  courbure  à  lorigine  et  au  point  d'ordonnée  maximum. 

Aire  liniil-e  pir  la  courbe  au-dessus  de  Ox.  Happorl  dans  lequel  ^ette  aire  est  partagée  par  l'ordonnée  maximum. 

362.  -  On  joint  le  foyer  F  dune  ellipse  à  nn  point  variable  M  sur  la  courbe.  Calculer  la  valeur  moyenne  de 

—  en  prenant  pour  variable  indép«'n<lante  l'angle  de  F.M  avec  l'axe  focal. 
FM- 

—  353.  -  Ktu.li.r  l'enveloppe  de  la  droite    >Sj^    -  ,-•,./--'!-+- Vf  r  -  2l-v  =  0.     Lieu   des  points  doii  Ion   r«ut 
mener  à  celle  enveloppe  deux  tangentes  rectangulaire-. 

—  354.  —  Étudier  la  concavité  d'une  courbe  déllnie  par  les  équations  paramétriques    x  =  f(t),    y  =  g{l). 

-  355.  —  On  considère  lu  courbe     yi(a  —  x)  =  j:^.     On  lui  mène  une  tangente  en  A.  qui  rencontre  à  nouveau  la 
■  ••■irWr  II)  H.  Lieu  du  milieu  de  AU. 

—  366.  —  I)  un  point   lixe  O  on  abaisse   la  perpendiculaire  OP  sur  la  tangente  en  un  point  .M  «lune  courbe;  on 
pose    OM  -  p,     tu*  -  /';    démontrer  que  le  rayon  de  coiirl.ure  au  point  M  est  égal  à  p^- 

—  357.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  Ion  ait      ^    ^  ;;-=  I,    a  étant  Tare  et  p  le  rayon  de  courbure. 
--  358.  —  Lieu  des  milieux  des  cordes  inclinées  a  30"  sur  Ox  de  la  courbe    y*  =  xî. 

—  359.  —  <;on9lruire  la  courbe    x  =  1  -♦-  /».    y  =  ~  — .    Soient  M  et  M'  deux  points  de  celte  courbe  tels  que  la 

corde  MM'  soit  vue  de  l'origine  sous  un  angle  drdt.  Trouver  l'enveloppe  île  .M.M 

360.  En  .oordniinées  polaires  on  .loiim-  un  cercle  ayant  pour  centre  le  pôle,  et  un  antre  «.ni.-  .i\,ini  >nn 
•ritre  sur  Or.  Ilalculer  l'aire  intérieure  aux  ib-ux  cercles. 

361.  —  In  point  ayant  pour  aflixe  Z  décrit  le  cercle   a*  4-  J/^  —  H-  =  «•    Trouver  le  lieu  du  point  dont  laffixe  :  a 

pour  valeur    i  =  Z-f-w' 

362.  —  Knveloppe  de  la  droite  j  co9/  -+-  y  »in  /  =  8  -»-  cos3/.  Trouver  une  courdline  cii-culaire  ayant  son  centre 
a  l'origine  dans  laquelle  toute  la  courbe  est  comprise.  Mènera  la  courbe  deux  tangentes  parallèles.  Calculer  '/*. 

—  363         Soit  Al«  une  corde  d'un.'  parabole  imssunt  par  le  foyer.  Démontrer  que  les  normales  en  A  et  B  se  coupent 
iur  la  p.iralleie  à  l'axe  ineiiée  par  le  milieu  de  AU. 

—  364.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une  parabcde  et  p.issant  par  le  sommet. 

366.  -  Trouver  l'enveloppe  des  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  direction  et  telles  que  la  somme  des  longueurs 
de  ces  axes  soit  égale  ù  une  longueur  donné». 

366.  —  On  considère  une  parabole  et  sa  dévelo|ipée.  Par  un  point  M  di  la  développée  on  peut  mener  deux  nor- 
males a  la  parabole.  Former  l'é.juation  de  la  droite  joignant  les  pieds  de  ces  normales.  Knveloppe  de  cette  droite  quand 
le  point  M  décrit  la  développée. 

—  367.  —  On  donne  deux  ellipse>  liomofo.  aies  K  .i  I,,.  i:,  étant  à  l'intérieur  de  K.  Par  un  point  P  extérieur  h  E,  et 
iiiterirur  a   !■:  on  mené  des  tangentes  a  ciltc  ellipse;  l'une  de  ce.i  tan^-enles  rencontre  K  aux  points  M  et  N.  l'autre  aux 

points  M   it  N'.  Démontrer  que  l'on  a     pM  "*"  PN  ~  P\\'  *"  Ï'T»'* 

—  368.  —  Déterminer  les  points  de  rencontre  de  la  parabole  et  de  sa  développée.  Calculer  l'aire  comprise  entre  les 
deux  courbes  et  l'arc  de  la  dévelop|>ée  entre  le  point  de  rebroussemeut  et  l'un  des  points  de  rencontre  avec  la  parabole. 

—  369.  —  Lieu  des  p«>inls  de  rencontre  des  tangent---  communes  à  une  hyperbole  et  À  un  cercle  concentrique.  .|uand 
|<-  riNoi»  <lu  cercle  varie.  ,M.^nle  question  dans  le  cas  où  le  centre  du  cercle  est  un  point  île  l'axe  focal  de  rhyp.rbole, 

—  370.  —  Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  commune  à  une  ellipse  cl  &  un  cercle  osculateur  quelconque. 

\_  371.  —  On  considère  une  conique  f{r,  y)  =  0  et  un  point  .M.  ayanl  pour  coordonnées  x,,  yo^Par^  point  on 
mène  une  sécante  (|ui  rencontre  la  courbe  aux  points  P  et  P'.  Former  l'équation  qui  a  jiour  racines  MP  et  .MP'.  Par  un 
autre  jtoint.  M,  (r,.  y,),  on  mène  une  sécante  parallèle  à  la  première  rencontrant  la  c«>urbc  en  P,  et  P,.  Montrer  que  le 

raDDort  '  '   '      '   'est  indépendant  tle  la  sécante. 
'*  MP  MP' 

—  378.  —  On  donne  une  hyperlwk!     ^  —  ?i  —  •  -  0    et  le  cercle  qui  a  pour  contre  l'origine  et  qui  passe  par  les 

foyers.  D'un  p«iint  du  ceixle  on  mène  les  langonle»  à  l'hjperbole.  Montrer  que  la  droite  qui  joint  les  points  de  rencontre 
des  tiingontei  avec  le  cercle  est  parallèle  à  l'axe  focal  de  l'hyperbolr 

_  373.  -■  Construire  une  hyperbide  éqiiilatère  conn.iissant  qualri'  points.  Déterminer  le  centre  et  les  asymptotes. 

—  374.        On  donne  une  parabole  et  deux  points  A  et  H  de  la  courbe  situés  d'un  même  cAlé  de  l'axe.  Déterminer 
doux  point*  f.  et  D  de  l'arc  Alt  tels  que  les  aires  des  segments  paraboliques  ayant  pour  cordes  AC,  CD,  DU  soient  égales. 

{A  Muivrt.) 
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Concours  de  1918. 


Groupe  I. 

Mathématiques  (première  composition). 

2478.  —  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  0;,  on  considère  la  parabole  (P) 
définie  par   les  équations 

Z  =  0,  .(/2  _  Opx  =  0. 

Une  sphère  variable  (S)  a  son  centre  sur  la  parabole  (P)  et  est  tangente  à  un  plan  fixe  (n)  d'équation    x  =  h. 

\°  Montrer  que  la  sphère  (S)  est  orthogonale  à  une  sphère  fixe  (T)  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOy,  et 
est  tangente  à  une  infinité  de  sphères  fixes  (S').  Montrer  que  ces  sphères  sont  toutes  tangentes  à  un  même  plan 
(n')  et  orthogonales  à  une  même  sphère  (T')  ayant  son  centre  dans  le  plan  xOz.  Trouver  le  lieu  des  centres  des 
sphères  (S'). 

Calculer  les  coordonnées  du  point  de  contact  M  d'une  sphère  (S)  avec  une  sphère  (S')  en  fonction  des  coor- 
données des  centres  de  ces  deux  sphères. 

2"  Trouver  le  lieu  (C)  du  point  de  contact  M  quand  la  sphère  (S)  reste  fixe,  la  sphère  (S')  variant,  ainsi  que 

le  lieu  (C)  du  point  de  contact  M  quand  la  sphère  (S')  reste  i'ixe,  la  sphère  (S)  variant.  Ces  deux  lieux  sont 
des  courbes  planes;  trouver  leurs  plans. 

Trouver  l'équation  de  la  surface  (S)  lieu  des  points  de  contact  M  des  différentes  sphères  (S)  avec  les  diffé- 
rentes sphères  (S'). 

3'^  Étudier,  suivant  les  différentes  valeurs  de  h,  la  forme  de  la  surface  (i-),  en  la  considérant  comme 
engendrée  par  les  courbes  (C)  ou  par  les  courbes  (C).  Déterminer,  s'il  y  a  lieu,  la  portion  de  la  surface  (ï) 
correspondant  aux  points  M  pour  lesquels  les  deux  sphères  (S)  et  (S')  sont  tangentes  intérieurement. 

40  Montrer  que  deux  courbes  (C).  sont  situées  sur  une  même  sphère.  Conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
une  sphère  donnée  pour  qu'elle  contienne  deux  courbes  (C).  Quelle  relation  géométrique  existe-t-il  entre  le 
centre  de  cette  sphère  et  les  centres  des  deux  sphères  (S)  correspondant  aux  deux  courbes  (G)? 

0"  On  considère  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  de  la  parabole  (P)  et  dont  le  rayon  est  une  fonc- 
tion donnée  de  l'ordonnée  de  ce  point.  Comment  faut-il  choisir  cette  fonction  pour  que  les  sphères  ainsi 
définies  soient  toutes  tangentes  à  deux  sphères  fixes? 

Physique. 

I.  —  Un  système  absorbe  un  travail  mécanique  T  (joules)    que  le  milioiî  extérieur  lui   fournit;   il   cède 

à  ce  milieu   la  quantité  de  chaleur  Q  (calories).   A  quelles  conditions  le  rapport  =<  est-il  égal  à  la  grandeur 

constante  E  appelée  équivalent  mécanique  de  la  calorie?  Connaissez-vous  une  expérience  où,  ces  conditions  étant 
remplies,  on  peut  déduire  la  valeur  de  E  des  valeurs  mesurées  de  T  et  de  Q? 

On  répète  l'expérience  du  calorimètre  à  palettes,  de  Joule  (la  description  de  l'appareil  de  Joule  est  supposée 
connue)  avec  un  calorimètre  dont  les  palettes  sont  d'inclinaison  réglable  :  la  valeur  constante  co  (jue  la  vitesse 
angulaire  du  système  en  rotation  atteint  très  vite  peut  alors,  pour  des  poids  moteurs  donnés,  être  réglée  à 
volonté,  entre  certaines  limites.  Pendant  la  période  où  les  vitesses  sont  pratiquement  constantes,  l'élévation  de 
température  de  l'eau  du  calorimètre  est  6,  degrés  par  seconde.  Pour  une  hauteur  de  chute  déterminée  des 
poids,  l'élévation  totale  de  température  est  6  degrés.     • 

Choisir  des  valeurs  numériques  et  calculer  0,  et  0,  pour  un  appareil  déterminé  et  diverses  valeurs  de  (o,  le 
refroidissement  étant  négligé.  Supposant  ensuite  multipliées  par  un  même  nombre  X  toutes  les  dimensions 
géométriques  de  cet  appareil  (y  compris  celles  des  poids»,  calculer  0,  et  0  pour  les  mêmes  valeurs  de  (o. 
Y  aura-t-il,  au  point  de  vue  de  la  précision  des  mesures,  des  raisons  d'adopter  telle  ou  telle  valeur  de  À? 

II.  —  Décrire,  sans  donner  beaucoup  de  détails,  le  dispositif  de  Foucault  pour  la  mesure  de  la 
vitesse  de  la  lumière  dans  l'air.  Un  appellera  S  la  source  lumineuse,  /'la  fente  (juclle  éclaire;  .M  le  miroir 
tournant,  ;i  le  nombre  de  tours  qu'il  exécute  par  seconde;  r  le  miroir  concave  qui  renvoie  vers  M  le  faisceau 
lumineux       la  distance  TM.  On  prendra  :     n  =  1  000  environ:     r=l')'".     On  supposera  que  la  source  S.  au 
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lieu   (l'être  continue,  émet  une  série  d'éclairs  séparés  par  des  intervalles  de  temps  égaux  à  o,  chacun  d'eux 
ayant  une  durée  très  courte  par  rapport  à  o.  On  considérera  l«.'S  deux  cas  suivants  : 

\"  \ji  durée  0  est  prosi^ue  exactement  t'gale  à  un  millième  de  seconde  ,  10  '  sec  et  sa  valeur  est  connue 
avec  une  jir.M  ision  que  l'on  juge  suffisante.  Décrira  Its  phénomènes  observés.  Comment  pourra-t-on  mesurer 

^  avec  une  précision  comparable  à  celle  que  l'on  a  i>our  o?  Comment  raesurera-t-on  la  vitesse  V  de  la  lumière? 

•2-  La  durée  rj  est  égale  à  un  dix-millionième  de  seconde  (10-^  sec.1.  Décrin^  les  phénomènes.  Où  pourrait-on 
j.lacr  un».'  plaque  photographique  sur  laqu.-lle  les  images  de  la  fente  /"  éclairée  par  plusieurs  éclairs  successirs 

\ienclraienl  se  peindre  séparées?  Comment  pourra  t-on  mesurer  o  et  V? 

',  On   supposera    ensuite   que   le   miroir  tournant   M   est  remplacé   par    un 

|ïl'(?)  \  système  de  deux  miroirs  égaux  M  et  M'  capables  d»-  tourner,  ind«'qiendammenl 

Q,  I'       1  un  de   l'autre,  autour  dune  même   droite  0:.    Le  centre  de  courbure  O  du 

:  j  miroir  r  est  à  égale  distance  des  deux   miroirs,  de  telle   sorte  que  1  image 

"'V  fournie,   par  V,  du  centre   fi  de  la  surface    rélléchissante   plane   M  coïncide 

av«'i-  le  centre  |ji'  d»'  M',  et  réciproquement.  La  distance  |ji;i'  n'excède  pas  l*'™ 
Lr  faisceau  venant  de  la  fente  f  tombe  sur  le  miroir  .M,  et  le  faisceau  renvoyé  i.ar  1"  tombe  sur  M  .  Les  deux 
iiiiioirs  M  et  .M  tournent  en  sens  contraires  avec  des  vitesses  angulaires  presque  exactement  égales  entre  elles 
en  valeur  absolue  (chacun  d'eux  fait  1  000  tours  par  seconde  environ 

Dans  les  deux  cas  envisagés  ci-dessus  (1°  6  =  10'  seconde;  2'^  o  =  10-'  seconde)  on  rendra  compte  de 
la  marche  de  la  lumière  et  de  la  formation  des  images  et  l'on  indiquera  les  grandeurs  susceptibles  d'élre 

mesurée». 

Les  contours  (circulaires)  des  miroirs  M  et  M  étant  considérés  comme  des  objets  éclairés  (l'un  par  la 
lumière  directe,  l'autre  par  la  lumière  renvoyée  par  I'  et  tous  deux  capables  de  renvoyer  la  lumière  dans  toutes 
les  directions,  on  demande  ce  que  voit  un  observateur  qui  regarde  ces  miroirs.  On  pourra  supposer,  pour 
traiter  cette  question  acce.ssoire,  que,  dans  un  même  faisceau,  le  contour  de  .M  dilluse  beaucoup  moins  d.- 
lumière  que  le  contour  de  M',  de  telle  sorte  que,  pendant  l'expérience^ ces  deux  contours  paraissent  diiïuscr, 
par  seconde,  autant  de  lumière,  l'un  que  l'autre. 

Groupe  II. 

MalhénttttujKis. 

On  considère  la  courbe  G,  lieu  du  point  M  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont,  par  rapport  aux 
axesaOy, 

Dans  ces  formules,  a,  b,  i,  >.  sont  des'  constantes  données,  ç  représenta  un  paramètre  vaiiable,  et  e 
désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 

1»  Celte  courbe  C  est  une  spirale  (*)  comprenant  une  infinité  de  spires,  que  l'on  pourra  numéroter  en 
prenant  comme  spire  initiale  celle  qui  est  décrite  jinr  le  |)oint  M  quand  le  paramètre  (p  varie  de  zéro  à  2r.  En 
supposant  la  constante  >,  égab*  sucressivement  à  •  I  et  à  —1,  on  examim-ra  si  deux  spires  différentes 
de  la  courbe  peuvent  avoir  des  points  communs. 

2"  Lorsque  la  constante  «  est  petite,  les  premièies  spires  (correspondant  aux  premières  valeurs  entières, 
positives  ou  négatives,  de  l'indice  qu'on  a  convenu  de  leur  affecter)  sont  très  rapprochées  de  l'ellipse  E, 
il'équation  ^ 

Pour  préciser  davantage,  on  cherchera  à  déterminer  un  nombre  «o  tel  que.  si  l'inégalité  |a|<»a 
a  lieu,  on  soit  assuré  (jue  toutes  les  spires  d'indice  compris  entre  — K  et  -f-  K  (ces  valeurs  limites  com- 
prises, ne  s'éloignent  pas  de  l'ellipse  de  plus  de  c,  t  étant  une  distance  »ionnée.  On  remarquera  qu'il  sufllt  pour 
cela  que  l'on  sache  associer  deux  par  deux  les  points  de  l'ellipse  et  de  chaque  spii-e  considérée,  de  telle  manière 
que  la  distance  mutuelle  de  deux  points  associas  soit  inférieure  à  t.  Calculer  effectivement  un  loi  nombre  a,, 
dans  les  hypothèses  suivantes  : 

a  =  2«"»,R;  />=i«";  e^O"",!;  >>  =  2;  K       m. 


(*)  Une  fols  reconnue  In  forme  Rénérale  (à  peu  prè»  évidente)  de  la  courbe  C,  on  ne  perdra  pa»  ilc  temps  h  en  chercher 
les  pftrllrularilé»  (Icllfis  que  points  d'indexion,  etc.),  au  sujet  desquelles  on  ne  se  posera  aucune  question. 
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3*^  Évaluer  l'aire  A  balayée  par  le  rayon  vecteur  OM  quand  M  décrit  K  spires  en  partant  du  point  x^=a, 
y^O.  Pour  a  petit,  cette  aire  diffère  peu  de  Kua6.  Former  les  premiers  termes  du  développement  en  série 
de  la. différence  A  —  K-n:ah,  suivant  les  puissances  de  a.  Que  se  passe-t-il  de  particulier  dans  le  cas  où  la 
constante  X  est  égale  à    —  1  ? 

4"  Soit  Mo  un  point  de  la  courbe  C,  correspondant  à  la  valeur  çpo  du  paramètre.  En  posant  9  =  9»  + 2pT:, 
et  donnant  à  p  successivement  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  on  obtient  une  suite  oe  points 
de  la  courbe;  soit  M^,  le  point  qui  correspond  à  la  valeur  de  <p  écrite  plus  haut.  En  supposant  A  positif^ 
examiner  comment  varie  la  dislance  de  deux  points  consécutifs  Mp  et  M,,+  i.  Peut-on  choisir  les  données  de  la 
question  de  telle  manière  que  tous  les  points  de  la  suite  définie  à  partir  du  point  Mq  soient  situés  sur  une  même 
parabole  (variable  avec  le  point  M,,)? 

Physique. 

I.  —  Fusion.  Solidification. 

II.  —  Un  miroir  plan,  circulaire,  de  l"i,45  de  diamètre,  est  disposé  verticalement,  le  point  le  plus 
bas  touchant  le  sol,  le  point  le  plus  haut  étant,  par  suite  à  1"%45  au-dessus  du  sol.  —  Un  observateur  est  debout 
devant  ce  miroir;  ses  yeux  sont  à  l"S6o  au-dessus  du  sol.  Il  voit  dans  le  miroir  l'image  d'une  partie  seulement 
de  son  corps.  Laquelle?  Discuter. 

III.  —  Un  observateur  examine  dans  un  miroir  plan  fimage  de  firis  de  l'un  de  ses  yeux.  Indiquer  la 
marche  de  la  lumière  et  la  formation  de  l'image  rétinienne.  Indiquer  les  parties  du  miroir  qui  sont  utilisées. 
Le  candidat  fera  plusieurs  applications  numériques,  en  choisissant  lui-même  les  valeurs  du  diamètre  de  la 
pupille  et  de  la  distance  de  l'œil  au  miroir. 

IV.  —  Un  observateur  examine,  dans  deux  miroirs  plans  rectangulaires,  fimage  de  sa  main  droite.  Cette 
main  est  ouverte,  les  doigts  en  haut;  la  paume  en  est  tournée  vers  les  miroirs.  L'image  (')  est-elle  superposable 
à  l'objet  imain  droite)  ou  pourrait-on  l'amener  à  être  symétrique  de  l'objet  par  rapport  à  un  plan  (main 
gauche)?  L'arête  d'intersection  des  miroirs  étant  verticale,  comment  cette  image  est-elle  disposée?  Le  pouce 
est-il  à  droite  ou  à  gauche?  L'image  est-elle  droite  ou  renversée?  .Mêmes  questions  en  supposant  l'arête  d'inter- 
section horizontale. 

V.  —  Même  problème  avec  trois  miroirs  plans  formant  un  trièdre  trirectangle  (-).  A  ce  sujet,  on  démontrera 
(en  peu  de  lignes)  qu'un  rayon  lumineux  tombant  sur  un  système  de  trois  miroirs  plans  formant  un  trièdre 
trirectangle  donne,  après  trois  réilexions,  un  rayon  parallèle  au  rayon  incident. 

Chimie. 
Caractères  généraux  des  alliages. 
Propriétés  physiques  et  mécaniques. 

Décrivez  les  principaux  alliages  qui  vous  sont  connus;  indiquez  leurs  emplois  et  les  procédés  qui  peuvent 
être  mis  en  œuvre  pour  connaître  leur  composition. 

On  laissera  de  côté  ce  qui  a  trait  à  la  préparation  des  alliages. 

Sciences  naturelles. 

LE   PARASITISME   CHEZ  LES   VERS 

I.  —  Montrer  les  modifications  graduées  introduites  par  ce  genre  de  vie  :  1"  chez  les  Hirudinées  ou 
Sangsues;  2°  chez  les  Trématodes  et  les  Cestodes,  par  comparaison  avec  les  types  parents  non  parasites,  à 
savoir  :  1'^  les  vers  annelés;  2"  les  vers  turbellariés. 

II.  —  Complications  progressives  du  cycle  vital  sous  l'influence  du  parasitisme,  dont  on  trouvera  les  exemples 
parmi  les  Némathelminthes  et  les  Plathelminthes.  ^Polymorphismes,  alternances  de  vie  libre  et  paraeitaire, 
hôtes  multiples,  etc.] 

♦ 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


2479.  —  Étant  donnés  deux  triangles  ABC,  A'H'C  inscrits  dans  une  conique  K,  si  par  un  point  P  de  cette 
•conique  on  mène  une  droite  quelconque  la  coupant  en  un  second  point,  H,  et  que  sur  cette  droite  on  prenne  un 


(1)  On  ne  s'occupera  que  de  l'image  fournie  par  deux  réflexions. 

(2)  On  ne  s'occupera  que  de  l'image  fournie  par  trois  réflexions. 
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autre  point  quelconque  D,  les  deux  coniques  HD.VitC  et  fJDA'irC,  qui  passent  par  les  points  H  et  D.  se  coupent 
en  deux  autres  points  E  et  E'  situés  sur  une  droite  (ixe. 

Cette  droite  fixe  est  la  polaire  II  du  point  P  par  rapport  à  la  conique  qui  a  pour  triangles  conjugués 
coiiiniuiis  ABC  et  ABC.  ,  VALI.OT,  professeur  au  lycée  Rollin. 

jVl  2480.  —  On  considère  deux  points  fixes  0  e)^\.  et  un  nombre  positif  donné  n.  Étudier 

la  courbe  lieu  des  points  M  tels  que 

ÂM*  =  «.OA.OM. 
I)if(érentes  courbes  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  de  n.  Cas  où    n  =  4. 
0  '^  H.  G. 

^—7 
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ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 
(Cours  préparatoires.) 


Concours  de  1914. 


y 

9 

lu,?) 

0 

n 

»    X 

22S8.  —  <hi  rinisidri-e  rn  foovdiDJtiées  cai'lésii^nnes  rectangulaires  la  parnboU'  y-  =  'ipx,  (p>0); 
soient  A  la  grandeur  de  l'aire  de  cette  parnhole  comprise  entre  l'axe  Ox  et  iordonnre 
mM  roiTcxpondanl  n  x=qe,  7.,  fJ,  les  coordonnées  de  M,  ;,  >)  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  (i  de  l'airr  A. 

1°  Parmi  toutes  les  paraboles  correspondant  nux  diverses  valetirs  de  p  et  pour 
lesquelles  faire  OmM  est  égale  A  A  donnée,  trouver  celle  pour  hupielle  la  distance 
OG  =  V?' H-  '1*     ^xl  inaximujH  ou  minimum.  On  prendra  p  comme  variable. 
^  2°  Quel  est  le  lieu  du  rentre  de  gravité  G  quand  p  varie?  Quelle  est  l'interpré- 

tation corrélative  du  maximum  ou  du  minimum  trouvé? 

3"  Étudier  en  fonction  de  p,  et  représenter  graphiquement  la  variation  de  l'aire  a  engendrée  par  la 
révolution  de  l'arc  CM  autour  de  O.r;  la  courbe  représentative  a-t-elle  des  points  d'in/lexinn? 
i"  I/aire  du  secteur  curviligne  0»«M  est  connue  cl  donnée  par  la  formule 

A  _  -.j-  . 

Pour  avoir  V.r  du  ctnlre  de  gravilù,  nous  prendrons  une  tranche  inlini- 
incnl  mince,  parallèle  à  Oi/,  gd.r,  et  nous  appli(jucrons  le  théorème  des 
moments  à  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du  talilcuu  et  passant  par  O7; 
nous  aurons  ainsi 

A; — ;   /     >/x<l.r        \'ip    l    .r'dr; 
puis, 

Nous  prendrons  de  même  une  tranche  inliniinenl  mince,  parallèle  à  0.r, 

(a  — j-)(/f/,  ou  ^at  — I^Jrfv, 

et  nojis  appliquerons  le  théorème  des  moments  à  un  plan  perpendiculaire  au  plan  du  tableau  et  pa.^'Sanl 
par  ()x;  nous  obtiendrons 


^''=.r(*î'-|p)''-'=^'-H/;  =  H7;'        !'"'« 


'''=&p- 
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Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont  donc 


P-^'  ..-    ^' 


y 


Mais,  comme     A  =  -^     et     y. ^^,     nous  avons     (\  =  ^,     «  =  ^;  par  conséquent, 

o  Zp  ip  oA 

,_9A^_9A  _3A^_3p 

Il  en  résulte  donc  que 

uu  _  ,  -t-  /]  —  ^y^^^,  ^-  Q^^  ,  uu  _  4  ^^25p^  "^  16;  ~  1  600  V  p  j  ' 

et  nous  sommes  conduits  à  trouver  le  minimum  ou  le  maximum  de 


La  dérivée  est 


u^'-^-^^W 


,  _  50^^  —  288A^ 

^  —       ^s       ; 


12  V  /12A 

elle  s'annule  pour    p^^—^^^     rj  =  y— _;     elle  est  négative  avant  cette  valeur,  et,  positive  après; 

donc  cette  valeur  correspond  ù  un  minimum.  Le  minimum  de  m  a  pour  valeur 

60A  +  60A  =  120A, 

et  celui  de  OG', 

nr 2  _  9  X  120 A  _  27A 
^^  —      1 600     ~~  40  ■ 

2°  Le  lieu  du  point  G  a  pour  équation 

>•  — ?2A 

c'est  une  hyperbole  équilalère  ayant  pour  asymptotes  Ox  et  Oy.  Le  minimum  trouvé  précédemment 
est  la  longueur  du  demi-axe  transverse. 

3°  L'aire  engendrée  par  la  rotation  de  l'arc  OM  autour  de  Ox  a  pour  valeur 


Prenons  pour  variable 


'''=£j''y'^'=i£'^p'^y'^i'^y 


/(OM)         "  p 

f--hp'  =  t'; 
nous  aurons  ydy  =  t(/t. 

et  f^tryydy  =  flHl  =  -^  ; 

par  conséquent, 

s» 

Remplaçons  dans  cette  expression  p  par  ^;  nous  obtiendrons 
Telle  est  la  fonction  de  |3  que  nous  devons  étudier  : 


^— V9A-^^/        27  A' 
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Pr<'nnns  pour  vari.ihlo     /=  -'^ ,     nous  aurons  finalement  la  fonclion  plus  simple 

\  3A 

2==(/*H-l)'-  — /«. 
La  dérivée,  z',  est 

elle  est  toujours  positive;  la  fonclion  :,  et,   par  suite,  n,  est  toujours  croissante;  elle  croît  de  2 Az 


.         à  +  X 


Prenons  maintenant  la  dérivée  seconde;  nous  aurons 


cette  dérivée  est  toujours  positive  aussi;  par  conséquent,  le  coefficient  angulaire  de  la 


^  tangente   croit   régulièrement  de  0  à    -h  x  ;     il  n'y  a  pas  de  point  d'inllexion.   La 

courbe  représentative  est  aisée  à  construire. 

flKMARouE.  —  Quand  [i  ou  t  tend  vers  0,  />  tend  aussi  vers  0,  la  parabole  s'aplalit  indéfiniment 
sur  Oa-,  l'abscisse  a  grandit  indéfiniment,  la  longueur  de  l'arc  OM  aussi  el  l'aire  a  tend  vers  -l-X. 


2289.        On  donne  Véqualion 

x»  -h  Gj'  —  (a  —  I2)x  —  (2a  —  sin  x  —  H)  =  0. 

.yfontrrr  ifu'il  iwistf  au  moins  une  valeur  rrrlte  de  «  pour  laquellr  tèiiutition  n  deux  racines  étjales; 
indiquer  avec  assez  de  précision  nn  procède  aussi  sinple  ijue  possible  pour  calculer  la  valeur  ou  les  valeurs 
de  t  ipd  correspondent  aux  racines  éijales  de  l'éipialion  proposée. 

Les  deux  dérivées  parlii'lhîs  de  ré<|uation 

.,•3  _^_  tjj..  _  (,  _  1  ^2)x  —  (2a  —  sin  «  —  8)  =  0 

sont 

3jr»-+-12x  ^^2  — a  =  0, 

rf 

€ix*  -+-2(12  —  «)./  —  :{ (2a  —  sin  «  —  S)  =  0. 
Il   faut  cxpriuitM-  (juc  res  deux   équations  itnl  une  racine  commune;  à  cet  effet,  multiplions  la 
|(iemièro  par  2  et  relran('lions-»»n  la  seconde;  nous  obtenons 

2xj    •    \z  —  .■|sin«  =  0; 
celte  équation  donne 

^ 3sin« 

l'I,  eu  portant  cetli'  valeur  dans  la  première  dérivée,  (jui  s'écrit 

3(r-t-2)»  — a  =  0, 
nous  obtenons  la  condition 

(1)  27  8in»»  — A«*  =  0. 

Telle  est  1  é(iualion  (jui  donne  a.  Klle  admet  d'abord  la  racine  «  =  0;  p(»ur  cette  racine,  l'équalion 
proposée  se  ré<luit  ti  (x-+-2)*  =  0;  elle  a  une  racine  double,  la  racine  x  =  — 2,  puisque  ce  nombre 
est  racine  triple. 

L'e(|ualion  (1)  n'a  pas  de  racine  négative.  Pour  voir  si  elle  a  des  racines  positives,  il  faut  étudier 
les  variations  do  la  fonclion     27  siD^a  — 4ci»;     or.  paur     a=3«,     celle  fonction  est  positive;  elle  est 
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sûrement  négative  pour  a^x,  et  au  delà  de  ?:;  il  y  a  donc  au  moins  une  racine  entre  0  et  -;  il  n'y 
en  a  pas  au  delà;  pour     a  =  ôi     la  fonction  prend  la  valeur     27  —  ^     ou     — ^ — ;     elle  est  sî^remenl 

positive  encore.   La  racine  est  donc  comprise  entre  ^  et  tt,  et,  comme  la  fonction  est  visiblement 

décroissante  dans  cet  intervalle,  il  n'y  a  qu'une  racine  dans  l'intervalle. 

Pour  que  la  discussion  soit  achevée,    il  iaul  être  sur  qu  il  n'y  a  pas  de  racine  dans  le  premier 

intervalle,  de  0  à  ^.  Pour  cela,  nous  écrivons 

/"(x)  =  27sin  2a— 1-27.2, 
/'"(«)=  ri4cos2a  —  i4a, 
f"{a.)  ==  —  108  sin'-a  —  24. 

La  dérivée  troisième  est  négative  dans  tout  l'intervalle;  la  dérivée  seconde  décroît  depuis  oi, 
jusqu'à     — 54  —  1?,.  ;     elle  s'annule  donc  une  fois  entre  0  et  ;^' ,  pour     x  =  a„.  , 

La  dérivée  première  part  de  0  et  croît  jusqu'à  un  maximum  qu'elle  prend  pour  x=y.^:  elle 
décroît  ensuite  jusqu'à    —  37t^,     valeur  qu'elle  prend  pour     a=:^^';     elle  s'annule  donc  pour  une 

valeur  aj,  comprise  entre  0  et  ^,  et  plus  grande  que  a^;  elle  est  positive  avant  et  négative  après.  Enfin, 
la  fonction  part  de  0,  croit  jusqu'à  un  certain  maximum,  qu'elle  atteint  pour  az=a,;  elle  décroit 
ensuite  jusqu'à    27  —  -^,     valeur  qu'elle  atteint  pour    a=:-.     La  fonction  est  donc  toujours  positive 

dans  l'intervalle  (0,  ^  J,  et  n'a  pas  d'autre  racine  que  celle  qui  a  été  signalée. 

211  /^  3  X  97      3^-^^ 

Faisons     =^  =  -0-;     nous  aurons    sina=r^,     et    f{oi)  =  — ^— _j;*_;     comme     7;5>27,     cette 

valeur  est  sûrement  négative,  et  la  racine  est  comprise  entre  i,  et  ^.  A  partir  de  ce  moment,  on 

resserrera  l'intervalle  par  tâtonnements,  puis,  on  appliquera  la  méthode  des  parties  proportionnelles 
ou  celle  de  Newton,  ou,  les  deux. 
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2313. 

d'épaisseur 

K 


École  centrale,  concours  normal  de  1919. 

—  Devx  points  A  et  B,  dans  le  vide^  sont  séparés  par  une  lame  de  verre  à  fans  parallèles 
e;  leurs  distances  aux  faces  sont  respectivement     AP  =  a     et     BQ  =  b;     la  distance  PQ,  des 

pieds  des  perpendiculaires  AP  et  BQj  est  égale  à  d. 

Ecrire  Véquation  qui  fait  connaître  la  distance  Pl^a-  à  laquelle  un 
rayon  de  lumière  monochromatiqac ^  pour  lequel  l'indice  du  verre  est  IS, 
et  qui  passe  par  les  deux  points  donnés  \  et  B,  coupe,  en  partant  du 
point  A,  la  première  face  de  la  laine. 

Ecrire  cette  équation  dans  le  cas  oit  le  point  B  vient  sur  la  seconde 
face  de  la  lame,  et,  sachant  que  la  lumière  passe  de  \  àb  dans  le  temps 
minimum,  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  les  vitesses  V  et  V  de  la 
lumière  dans  le  vide  et  dans  le  verre,  d'une  part,  et  les  angles  x  et  [ï, 
d'incidence  et  de  réfraction  au  point  I,  d'autre  part. 


.%2  PIIYSIOLE 


La  loi  de  Descaries,  appli<juée  au  point  I.  tloon»- 

8ina  =  N  sinjj. 
Évaluons  ces  lignes  Irigonomélriques  en  fonclion  de  x  : 

sina=  ,  smJJ= '-^ 


X  (J-hx^  s^'^'-t-ff/  — .r— 1,0V 

AI  et  l,B  ('•tant  parallèles,  on  a 

1,0       A  ,,   .  ,,  ad — {a-^-b)x 

'        'ï  s'a*e*-h[ad  —  {a-hb)x;- 


el  l'équation  domandre  peut  s'écrire 


^  "d  —  (g  -f-6)j 


Si  le  point  H  vient  sur  la  seconde  face,  b  s'annule  el  l'équation  devient 

d  —  x 


=N  ,. 

va'  -h  X-  yje-  -h  (a  —  x)* 


Dans  ce  cas,  la  durée  de  la  propagîition  de  lu  lumière  suivant  le  rayou  lumineux  est  repré-senlée  par 


Al  ,   lb_vflv:ri2      v'e*^'(rf  — x)* 

v-^-\-'—  -  v — ^         y 

Cette  durée  d»'  propagation  étant,  par  liypollièsn.  minimum,   la  dérivée  de  celte  expression  par 
rapport  à  x  doit  être  nulle,  ce  qui  donne 

1         X  1  d  —  .r 

V  >/«* 4- X» ~~  v ^y^TT—lf  ~ 

ou 

sin  X sin^ 

V  —-^' 

Tnl'IN,  a  (irandvilliers. 
Uoi  nés  soliiliorH  «le  .MM.   Yves  DotTini.i.iKH,  éi'ole  cenlralc,  cl  Cli.  P.\ci:,  enseigne  de  vaisseau. 


2314.  —  /"  opération  :  In  litre  d'oxydr  ozolmue  se  combine  à  un  volume  V,  d'oxj/gène  pour  former 
il--  I  ftii/ii/dride  azoteux  qur  rucidr  sulfuriqw  rn  rxcès  absorbe  ensuite  en  produisant  du  sulfate  acidr  d- 
nitrosffie. 

Furmuli'Z  Irx  réactions  et  calculez  \\. 

2'  optU'ation  :  Un  litre  d'n.ii/dr  azotique  .se  combine  à  un  vulum-  V^  d'oxi/i/'-nt'  pouc  former  du 
pi'ioxi/ilc  d'azote  que  Vaeide  sulfuriqur  en  excès  nhsorhe  cnauite  eu  prùduït,int  d-i  snlf^itc  ncidc  de  nitrusifle 
et  de  l'acide  azotique. 

h'ormulez  les  réartion.s  et  calculez  V... 

:i*  opération  :  Lp  liquide  obtenu  dans  la  première  opération  décolore  une  solution  île  pcrmim/inate 
de  potassium  dont  le  pouroir  orqdant  équivaudrait  à  un  demi-litre  d'oxijijène. 

formulez  la  réaction  cl  expliquez  le  résultat  num-riquc. 

/'  opération  :  l.e  liquide  obtenu  ilans  la  deuxii)me  opération,  traité  par  du  m"rcure  à  froid.  di*jnge 
un  litre  d'oxi/de  aiotique. 

Formulez  les  réactions  et  ecpliquez  le  résuUat  numérique. 

\"  1,1's  rt''n«"li.)nH  kc  fut  iiimI.mI 

2A/()   hO  =  A7.»<H, 
2S0'I1«  j-  \i^0'  =  IIH)  -+■  2S(  »MI A/.O. 
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La    première    équation    montre    que    le    volume    d'oxygène   est   le   quart   du  volume   d'oxyde 

1 

azotique:     V,  =  v  litre. 

2"  Les  réactions  se  formulent 

2ÂzO-4-02  =  2AzO-, 

"SO^H^  H-  2AzO-  =  SO'^HAzO  -+-  AzO^H. 

La    première    équation    montre    que    le   volume   doxygène  est  la  moitié   du  volume  d'oxyde 

1 

azotique:     V^^^j^  litre. 

3°  Le  sulfate  de  nitrosyle  décolore  le  permanganate  par  Tacide  azoteux  auquel  il  équivaut  et  qui 
se  trouve  transformé  en  acide  azotique.  Chaque  atome  d'azote  fixe  alors  un  atome  d'oxygène  et 
2  molécules  de  permanganate  transforment  ainsi  5  molécules  d'acide  azoteux  suivant  l'équation 

5SO^HAzO  -h  2MnO^K  4-  2H^0  =  2S0^Mn  +  2S0'^KH  4-  SO'IP  -+-  oAzO^H. 

L'anhydride  Az'O^,  pour  se  changer  en  A/;-0%  exige  0',  donc  un  volume  d'oxygène  moitié  moindre 
que  le  volume  de  l'oxyde  azotique  primitif,  ce  qui  fait  bien  un  demi-litre. 

4<*  L'oxyde  azotique  produit  dans  la  quatrième  opération  provient  de  la  réduction,  par  le  mercure, 

de    l'acide    azotique    libre    et    de    l'acide    azoteux    équivalent    au    sulfate    de    nitrosyle.    Or   .VzO'H 

1  3  1 

équivaut  à  ^Az^O^   qui   devra  être  réduit  par   ^Hg  et  SO'^HAzO  équivaut  à  ^Az-O*  qui  sera  réduit 

1 

par  jçHg.  Il  se  formera  donc  2HgO  qui  passera  finalement  à  l'état  de  sulfate,  le  tout  suivant  l'équation 

SO^H^  -f-  SO^H  AzO  -f-  AzO^H  +  2Hg  =  2S0^Hg  -+-  2AzO  -f-  2H^0. 

Tout  l'oxyde  azotique  primitif  se  trouve  ainsi  régénéré  et  l'on  retrouve  le  volume  initial  d'un  litre. 

Remarquons  enfin  que,  dans  la  dernière  opération,  le  mercure  ne  doit  pas  être  attaqué,  à  froid^ 

par  l'excès  d'acide  sulfurique. 

Yves  BOUTHILLIER,  école  centrale. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (I9Li) 


ÉCOLE  CENTRALE  (Suite.) 


10199.  —  Mener  h  la  quarlrique    a:-  -+-  //-  -+-  z'^  —  4a-  —  2y  =  0     un  plan  tangent  perpendiculaire  à  la  droite 


X  //  z 

■2  — î^IT^ 


—  200.  — Mener  à  la  quadrique    xy  —  2  =  0     un  plan  langent  perpendiculairi'  a  la  droite     -.  =-^=^' . 

x^         */'-        2^ 

—  201.  —  Mener  à  la  quadrique    -7  —  ^-|-— —  1  =  0    une  normale  perpendiculaire  au  plan     aa-   t- [4// -f- y- =  "• 

—  202.  —.Mener  au  cône    x'^  —  a;// -t- y;  =  0    un  plan  langent  passant  |)ar  le  point  (l.  3.  0'. 

—  203.  —  .Mener  du  point  (x,.,  .vo,  :„)  un  plan  langent  à  la  surface    x-  -+-  2,//'-  —  :2  ^  0. 
204.  —  Cône  de  sommet  {x^„  y^.,  So)  circonscrit  à  la  surface    x-  -+■  4//^  —  2-  —  a-  =  0. 

—  205.  —  Équation  d'un  cylindre  circonscrit  à  la  quadrique    xij — /j;  =  0,     parallèlement  a  une  directiou  x.  (i.  ■  . 

—  206.  —  Lieu  des  arêtes  d'un  dièdre  droit  circonscrit  au  cône     t-  —  y-  +  'i-^  =  "■ 

—  207.  —  Lieu  des  points  d'où  on  peut  mener  troi<  jdans  lanL^nls  reclanaulaires  i\  la  (jiiadri  inc     /"  -f-  ,7-  —  2/):  --  n 

—  208.  —  Génératrices  rectilignes  des  (juadriques  : 

-?/-!-t-:2-l  =0;  .,2  +  y2_:2_rt2=0;  ., -' -  yi  -  .- =  0;  x^  -  i,//ï  -  2/»=  =  0  ;  £^_Ç_2:  =  <i. 


30i  EXAMENS   (JHAL'X   (ÉCOLE  CENTHALE.    191  i) 


10209.  —  Lieu  <]»'s  pointb  «l'uii  paraboloKle    jr»—  2y*  —  ipz  —  0    où  les  géncralrices  se  coupent  a  ongle  droil. 
210.  —  Lieu  <tf3  poinU  'loiit  le  rapport  des  di>'.incc6  à  une  droite  donnée  et  à  un  plan  donné  est  constant. 

—  211.  —  Lieu  (les  points  de  l'espace  équidistant>  de  deux  droites  données. 

—  212.  —  Sarfacc  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  trois  droites  fixes  non  situées  deux  à  deux  dans  un 

tu  tnc  {)l.'iri. 

—  213.  —  Lieu  des  droites  s'appuynnt  sur  trois  rlioites  fi.\e8  parallèles  à  un  mrrac  plan. 

—  214.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  mobile  parallèle  à  un  plan  fixe  et  s'appuyant  sur  dnux  droites  données. 

—  215.  —  Lieu  des  normales  à  la  qiiadriipie    j*  —  »/-  —  2/».-  =  0,    en  tous  les  points  de  la  génératrice 

—  216.  —  Contour  apparent  sur  le  plan  xO>/  d'une  surface    f  (x,  y,  :)  ^  0. 

Mèraui'/iic. 

217.  —  r<tndilioii  nei-i'-iN.iiri-  <•!  sufli^-iiHi'  pour  i|iif  lu  inonienl  résiilLini  >liin  s\>léme  de  vi' i<  nr- s.iil  inil<>pen- 
•diint  du  renire  de  rédmiion. 

218.  Composilioi.  des  roupies. 

219.  Disruter  le  mouvement  rerlilignc    «=8/  — <*. 

—  220  -     Miiuveincnts  rerlilj^Mies  définis  par  les  fi|iialioiis  :  I      i-=<»'  — a*;    2°    i-=/-  — o-. 

—  221.  -  Ëtmlier  le  mouvement    x  =z  a  cUidI,    y  —  hahutl. 

—  222.  —  Composer  les  deux  mouvements    x  =  fleos*(u/.    y  =:  n?,'\n--jtt. 

—  223.  —  Quand  la  distance  de  deux  points  reste  invariable,  les  vitesses  des  deux  points  ont  même  projertion  sur 
-ta  droite  •pli  les  joint. 

—  224.  —  Soit  nii   ave    x  =  </ —  ;     et  un  point  A.  «pii,  a  l'instant  /  a  pour  coordonnées  2,  3.  I.  Ce  point  lourne 
autour  de  l'axe  aver  une  vitesse  an^Milaire     u>  -^  i.     CaIruUr  les  projertions  de  son  aeeélération  au  temps  /. 

—  226.  —  Soient  trois  axes  de  «oordonuLcs  reilaneiiiaires  Ox,  O'/i  O:  et  un  a.\c  de  rotation    -^ — ?=r  — TIJlS^; i?. 

"^  '     ^'  a  II  c 

In   point  M   a  pour   eonrdonnées,  h  l'instant   /,  x,  y,   z  cl  tourne  autour   di-    l'axe  avec   nni-  vilrsse  ani/ulaire  éirale.  à 
4'instaril  /,  A  <•>;  «omposanles  de  la  vitesse  de  M  à  Tinstanl  t. 

—  226.  —   Klude  du   niouvenienl  d'un   projerlile   pesant    lance  avec    une  vitesse  initiale  r,.  Quel  est  le  lieu  des 
-oinnicts  d<;s  trajciloires  quanti  In  direction  de  la  vitesse  iiiiliale  varie'.' 

227.  -  Soit  dans  un  plan  vertical  un  eerele;  a  un  instant  donné,  on  lanee  d'un  point  M„  de  ce  cercle  un  projec- 
tile avoc  une  vil'-.ssc  r,„  tangente  au  cercle.  É'udicr  U-  mouvement  ilu  projectile  et  eliereher  le  lieu  à  un  instant/  des 
mobiles  partis  <lc  tous  les  points  de  la  eircnnférenee. 

—  228.         .Mouveiii  .ni   il  iKi    projectile  pesant  lancé  avec   une   vitesse  initiale   t,,  et  soumis  a  une  résislan-f  propor- 
tionnelle n  la  vite«se. 

—  229.    -  Lois  de  Kepler.  Kn  déduire  la  loi  de  Newloii. 

230.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  libre  dans  le  elianip    \-=  —  x,    Y  =  —  y,    Z  =  0. 

231.  ."^ur  une  ellipse  rigide,  un  petit  anneau  est  mobile  t>ans  frottement:  il  esl  attiré  pro|Kirlionnellemcnl  a  la 
■distance  par  Ic^di-ut  exlrcniiles  du  Krand  axe;  posilioii:>  iléquilibre. 

—  2L2.        I'!(]uilibrc  d'un  point  de  la  courbe    ;/*  —  2/>x  =  0    sous  l'action  de  la  force     X    -  >/,     ^  sans  frotlc- 
inenl.  Lcqnilibre  esl-il  stable  ou  instable"? 

—  233.  —  Ltudier  le  moiivpinent  d'un   point  pi:s.iiii  .-.ur  une  |i.iral<ole  dont  i'a.xe  est  vcrluai  el  diriK''  vers  i'    nmii, 
•ce  point  est  lancé  d'un  point  de  la  parabole  a\cc  une  vitesse  i„. 

234.  —  Dan-  un  |>lan  vertical,  l'axe  des  x  est  horizontal,  l'axe  des  •/  est  dirigé  par  le  Iws:  étuilier  le  mouvement 
o  ini  (Miiiit  pesiiit  sur  II  courbe    x  — a(f  — sinç).    y  ==  a  (l  —  cos^). 

—  23B     -  Mouvement  «l'un  point  matériel  non  pesant,  mobile  sur  un  cen  le  poli,  et  atur.    j>.u  loi   pomt  liu  «i  nu 
proportionnellement  à  la  ilistance. 

—  236.  —  Soit  une  droite  I),  un  point  O  et  une  «Iroile  OA;  déterminer  l'inclinaison  qu'il 
faut  donner  h  O.v  p»(ur  que  Ic  temps  mis  par  un  point  matériel  pesant  pour  descendre  de  0  en  A 

soit  rninimniii. 

237.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant  sur  une  barre  qui  t<»urne  autour  d'un  axe 
vertical 

--  238.   -      .Mouvcnienl   d  un    point    pe«anl   a!<sujctli   a   rester   sur   une   hélice    x:=aco9?, 
y  =  Asin;,    iz=k^,    el  Acumis  à  une  réaction  tnr.gentielle  constante. 

239.   —  Kquilibiv  d'un  point  pcsinl  attiré  par  un  centre  fixe,  sur  un  plan  horir^mla!  rugueux,  pr.->portionnîlle- 

lueni  a  la  distance. 

# 

«40.  —  Kquilibre  «ur  un  plan  ineliio-  in_  mu  .  un  ji.miii  iiiat.riei  pç>>aiit.  ••ohiciie  p.n  him-  force  coiisi.inie 
-dirigée  suivant  »a  ligne  «le  plus  grande  pente  du  plan. 
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10241.  —  Equilibre  d'un  point  matériel  non  pesant  sur  un  cercle  rugueux.  Ce  point  est  soumis  à  une  force  cen- 
trale issue  d'un  centre  fixe  situé  dans  le  plan  du  cercle. 

—  242.  —  Équilibre  d'un  point  pesant  sur  une  hélice  circulaire  à  axe  vertical,  avec  frottement. 

—  243.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  sur  une  sphère  rugueuse. 

—  244.  —  Équilibre  d'un  point  pesant  à  l'intérieur  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  incliné  d"un  angle  a  sur 
le  plan  horizontal,  arec  frottement. 

—  246.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  lancé  sur  un  plan  horizontal  rugueux. 

—  246.  —  Mouvement,  sur  un  plan  horizontal  rugueux,  d'un  point  pesant  soumis  .i  une  force  horizontale  conslaole 
en  grandeur,  direction  et  sens. 

—  247.  —  Influence  de  l'altitude  sur  le  mouvement  en  chute  libre  d'un  point  pesant. 

—  248.  —  Influence  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  l'intensité  de  la  pesanteur. 

—  249.  —  Poulie  mobile,  étude  de  l'équilibre. 

—  250.  —  Poulie  fixe  avec  frottement  :  l"  cordons  parallèles;  2"  cordons  rectangulaires. 

—  251.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  zone  sphérique. 

Géométrie  et  Géométrie  descriptive. 
(MM.  M.xLLOizEL  et  Tressim 

Géomélric. 

—  252.  —  On  donne  deux  circonférences  et  un  segment  de  droite  \\l.  Placer  un  segment  de  droite  équipollont  ;t 
AB  et  s'appuyant  sur  les  deux  circonférences  données. 

—  253.  —  On  donne  deux  cercles;  tracer  une  sécante  ABGD,  telle  ([ue  la  corde  .VB  soit  vue  du  centre  0  du  premier 
sous  un  angle  donné  a,  et  la  corde  CD,  du  centre  0'  du  second  sous  un  autre  angle  donné  'p. 

—  254.  —  On  donne  une  circonférence  0.  Tracer  deux  circonférences  de  rayons  donnés  r  et  )'.  tangentes  entre  ellfs^ 
extérieurement  et  tangentes  à  la  circonférence  donnée,  sachant  que  l'une  de  leurs  tangentes- 
communes  est  parallèle  à  une  direction  donnée  8. 

—  255,  —  On  donne  une  circonférence  de  diamètre  .\B,  et  on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques Aa,  Bp  se  coupant  en  G.  Démortrer  que 

AC.Aa  +  BG.B«l=:C-^ 

—  256.  —  On  donne  une  circonférence  et  un  point   llxç  P.  Ce  point  est  le  sommet  i\\\i\ 
angle  droit  .^PB;  lieu  du  milieu  1  de  la  corde  AB. 

—  257.  —  On  donne  deux  droites;  sur  la  première  trois  points  a.  b,  c:  sur  la  secc'nde  quatre  points  a',  //,  c,  d\ 
Gonslruire  le  point  d  de  la  première  droite,  tel  que    {abcd)  =  (a'b'c'd'). 

258.  —  On  considère  deux  circonférences   orthogonales   0,  0';  on   mène  par  le  centre  0  de  la  première   une 

sécante  pp'gq'-  Démontrer  que    {pqfj'q  )  =  —  1. 

—  259.  —  On  donne  deux  circonférences  de  même  rayon  dans  un  plan:  lieu  des  centres  des  circonférences  tan- 
gentes aux  deux  circonférences  données.  , 

260.  —  Construire  un   triangle  connaissant  la  base  BC,  la  médiane  CD  et  la  --.urface.  Mêmes  données,  sauf  la 

médiane  CD,  que  l'on  remplace  par  la  médiane  AE. 

_  261.  —  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  l'angle  A,  la  hauteur  issue  de  A  et  le  périmètre.  Uemplaccr  la 
hauteur  issue  de  A  par  la  hauteur  issue  dé  B. 

262.  —  Construire  un   triangle  connaissant  l'angle  A,  la  bissectrice  de  cet  angle  et  le   piiimetro.  Condition  de 

possibilité. 

—  263.  — •  Construire  un  triangle  connaissant  le  côté  a,  l'angle  B  et  la  dilTorcncc    h  —  c. 

264.  —  Faire  passer  un  cercle  par  un  point  donné  M  et  par  les  points  de  rencontre  de  deux  cercles  donnés. 

—  265.  —  Construire  une  circonférence  tangente  à  une  droite  et  passant  j.ar  deux  points;  tangente  à  deux  droites- 
et  passant  par  un  point. 

266.  Faire  passer  par  un  point  A  des  cercles  tangents  a  deux  cercles  donnés  (les  cercles  donnés  ont  même 

centre  et  le  point  A  est  pris  dans  la  région  comprise  entre  les  deux  circonférences). 

_  267.  —  Tracer  une  circonférence  passant  par  un  point  A  et  t^ingenlc  à  deux  circonférences  d'égal  rayon. 

—  268.  —  Lieu  des  centres  des  circonférences  orthogonales  à  tieux  circonférences  données. 

—  269.  —  Construire  une  circonférence  0,  tangente  en  A  à  la  droite  D  et  oriliogonale  à  la  eirconfcrcnce  ^'. 

—  270.  —  Déterminer  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  et  orthogonale  à  une  circonférence  donnée;. 
Ia:i2^>nlc  à  une  droite  et  orthogonale  à  deux  circonférences  données. 

_  271.  —  Mener  par  un  point  donné  A  une  droite  rencontrant  deux  circonférences  sous  un  même  angle. 
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10  272    —  Ki'  nires  dc<  .-enir,  |..,>-anl  j..!   un  point  <  cl  roupant  une  ilroile  sous  un  angle  s.  Remplacer  la 

«Iroitc  piir  une  cir. 

—  273.  —  Inversion  :  (léflnition:  propriétés;  Bgui.s  inverses  de  deux  droites. 

274.  _  Mener  par  une  droite  A  un  plan  faisanl  arec  deux  droites  D.  A  des  angles  égaux. 

—  275.  —  .Mener  par  un  point  de  l'espace  unedr.'ile  qui  soit  a  une  distance  f/ d'une  droite  D,  ei  a  uut-  distante  ô 
•  1  {inc  iiutre  droite  A. 

—  276.  —  Mener  pnr  un  point  de  l'espace  une  dr-ii--  qui  soit  à  une  distanec  a  d'un  point  fixe  A  et  à  une  disUnce  |J 

(l'une  droite  tixe  D. 

—  277    —  Sur  deu.v  ar.les  d  un   Uiedre.  «m   porte  .les  longueurs  SA,  SB.  Par  la  droite  AB.  on  fait  passer  un  plan 
^:Mlalile  iencoiil"r.inl  la  Iroisierac  an'le  en  un  point  variable  C:  lieu  du  rentre  de  «ravilé  du  triangle  ABC. 

_  278    _  Un  con^ide^e  deux  plans  se  eoupanl  suivant  une  droite  xy;  montrer  .joe  tous  les  plans  menés  par  un 
point  Ode  sy  et  également  inelinés  sur  V  et  P'  passent  par  l'une  ou  l'autre  de  deux  droites  lixe*. 

_  279.  —  On  innsidère  un  tétraèdre  ABCD;  on  mené  le  idan  hissceteurdu  dièdre  BC.  qui  coupe  laréte  AU  .n  I; 

lA       aire  ABC 
démontrer  que    „)  =  ^i^e  \)\u)' 

—  280.  —  <:.>n'truire  un  tétraèdre  connaissant  la  base  ABC  et  les  hauteurs  issues  des  sommets  A.  B.  C. 
281.  —  Construire  un  blraédre  connaissant  les  cotés  de  la  base  ABC,  les  arêtes  BD  et  CD  et  la  hauteur  AU. 

—  282    —   I  ieu  des  centres  des  sphères   inscrites  dans  un   trièdre.   Déterminer  celles  qui  passent  par  un   point 
.ioniié.  Faire  l'épure  ni  i.ia..aiit  une  face  snh  dan»  le  plan  horizontal;  on  donne  le  sommet  opposé  par  sa  projection  colée. 

283.  —  Points  communs  à  trois  sphères.  Trouver  une  sphère  passant  |iar  deux  points  A  et  B  et  tangente  à  deux 
sphères  eoiieentriques. 

284.  —  Tracer  une  sphère  de  ra\on  donné  pas-anl  par  .Icux  points  A  et  B  et  tangente  à  une  sphère  donnée. 

285.  —  Tracer  une  ^phèrc  de  rayon  donné,  lant-'cnteà  un  plan  P,  cl  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B. 

_  286.  —  Construire  une  sphère  tangente  à  deux  droites  (dans  un  même  plan)  et  passant  par  deux  points  donnés. 

—  287         Construire  une  sphère  tangente  à  trois  droites  données  A,  B,  C  situées  dans  un  même  plan,  et  tangente  & 
(iiii-  quatrième  droite  D  de  l'espace. 

—  288         On  donne  dans  un  plan  une  (  irconférem  e  <o  et  dans  l'espace  trois  points  A,  B.  C.  Faire  {«sser  par  ces 
trois  points'ui.e  spli.ie  coupant  le  plan  de  la  circonférence  w  suivant  une  circonférence  orthogonale  à  la  première. 

289.  —  On  donne  une  sphère  solide;  déterminer  son  rayon. 

290.  —  Construire  une  ellipse  eonnais.sanl  trois  tangentes  et  les  points  de  contact  de  deux  de  ces  tangentes. 

_  29J    _  li^.,,  ,i„  second   foyer  des  coniques  passant   par  un  point  M.  tangentes  à  une  droite  A  cl  ayant  comme 
pr.mier  foyer  le  point  P.  ^^  ^^^.^^.^  ^ 

4 


KCOLK    DES    .MIM:S    DK    S.MNT-KTIEN.M': 


Concours  de  1918 


)latlifmoli'/iir< 
ttKiiMKiiiiK  \N\i.YTiyi  f..        2481.  i»n  .loiiiie  lu  p.niabole       7-  —  ipjr=0 

D/ 

^^ cl  la  droite  I)  U.V  4-  11/  ^  i  =  0. 

/^  /  A  On  conslinit  le  di.mieliv  conjiisjUf  ,\  île  la  direction  do  cordes  p.irallèles  a  l».  (iCltc 

fi   'pi  W  dl'oile  A  coupe  la  parabole  eu  un  point  I»  .  r,„  ;/„)  et  la  droit, •   W  imi  m»  i.oinl  C     r..  1/,  . 

1  /  X  A;  On  d<inantle  de  déloniiiner  : 

>y^  1"  II?»  coordonnéos  du  point  M  situé  sur  in  droite  A  pl  tel  qu*  l'on  ail      ^     =  —  ^; 

^~*^  2'  le  lieu  géométrique  »lo  M  lorsque  la  droite  |)  passe  par  \\\\  point  llxe. 

Ce  li.u  est  un»'  parabole  ilonl  on  caU'ulern  le  pariinMre  ainsi  que  les  ooordonn«Vs  du  sominei; 
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3°  Le  lieu  géométrique  de  M  lorsque  la  droite  D  enveloppe  la  parabole  ayant  pour  équation 

{y  —  by-  =  2f{x-a). 

B)  Résoudre  le  même  problème  dans  le  cas  où  M  représente  le  centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entr«  la 
parabole  et  la  droite  D. 

Algèbre.  —  Démontrer  que  la  fonction  de  t 


f[t) 


e--»'  —  e"'  cos ljt+-  3Tt"'  sinbt 

0 

9a2  +  b- 


vérifie  les  identités 


[ritr:--nt)f"{t)=f[-t), 
f'{t)r{t)-nt)i"'[t)=-r[-i). 


Calcul  trigonométrique  [tables  à  cinq  décimales). 
On  donne  a.-  =  2-  —  ^ .  n  ==  O.i066o4o9. 

o 

Calculer  les  six  quantités,  e-"^,  e-^"',  c^cosa;,  e-  '"  cosa\  — V — C'^sina?,  —^ — e-"'' sina:. 
En  conclure  les  valeurs  numériques  des  trois  fonctions 

f[ihx),  f{—n,x),  F  (11,07), 


sachant  que  l'on  a 


1  _i_  3«2 

fin,  x)  =  e'"'  —  e-"""  cosa?  H ^s (^""^  sinar, 


Fin,  x)=^f{v,  x)  —  /'( — 71,  x). 

Est-il  possible  de  déterminer  avec  certitude  le  signe  de  F(n.  x)'l 
(On  a    -  =  3,14159,     log  loge  =  1,63778.) 


0' 


'K 


S'  ""  '  Épure. 

Intersection  d'un  cône  de  révolution  et  dune  sphère.  —  Données  :  Points  A  et  0  confondus. 
Longueur  AA'  =  20'^™.  Longueur  A'0'=i<^™.  Point  S'  à  lO-^"'  au-dessus  de  A'  et  à  10''^'  à 
droite  de  A'.  Point  S  dans  un  plan  de  front  situé  à  4*^'"  en  avant  de  R. 

Le  cône  C  a  pour  sommet  le  point  (S,  S');  il  est  circonscrit  à  une  sphère  de  centre  (A,  .\') 
et  dont  le  rayon  est  égal  à  8«™. 

La  sphère  S  a  son  centre  en  (0,  0');  son  rayon  est  de  ^'"". 

Représenter  le  solide  commun  aux  deux  surfaces  C  et  il.  Construire  un  point  quelconque  de 
A(r~~--,  I         l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 


l'hi/sique. 

I.  —  Mesure  des  indices  de  réfraction  par  la  méthode  de  la  réllexion  totale. 

IL  —  Deux  récipients  R,  et  R.2  de  même  volume  v^l'''''^'  sont  remplis  d'air  sec  à  la  température 
ambiante  t  =  20°  centigrades  et  sous  une  pression  H  =  l'^'-',21  par  cm-.  Ils  sont  mis  en  communication  par 
un  tube  long  et  fin  dont  on  négligera  le  volume.  Ce  tube  peut  être  fermé  par  un  robinet  /•. 

On  effectue  les  opérations  suivantes  : 

1°  Ayant  fermé  r,  on  introduit  dans  le  premier  récipient,  R,,  une  petite  quantité  d'eau  p  —  50"'^'.  On  porte 
le  second  récipient,  R^,  à  une  température    t'  =  ')"; 

2°  R^  restant  maintenu  à  la  température  t',  on  ouvre  le  robinet  r;  on  attend  que  réquilibre  s'établisse,  puis 
on  ferme  r; 

30  On  laisse  R^  revenir  à  la  température  ambiante  t. 

On  demande  de  calculer  : 


36H  Ol'ESTlON   pnoposKi': 


n)  la  masse  e  d'oau  cr>nden5ée  qui  se  Iroure  tians  le  récipient  II.  à  la  fin  de  l'expérience; 

b]  la  pression  P  dans  le  récipi'^nt  R,  h  la  fin  «!':  I'expér:ence. 

On  n»'gliRera  le  volume  de  l'eau  qui  n'csl  pas  à  l'f'-tat  de  vapeur  ainsi  que  les  varialions  de  volura'>  d.--»  r^.i- 
|.ifijl<    on  .1  liiifltiM  que  l'air  et  la  vapcnr  d'eau  suivent  les  lois  de  Mariolte  et  de  Gay-Lu5sac. 

On  drrtignpra  par  : 

't,  I)'  les  tensions  maxirna  de  vapeur  d'eau  aux  températures  i  et  (\ 

,1  -rr:  0,r.2     II  deti-^il-'  de  la  v.ipeur  d'eau  par  rapport  à  l'air, 

ii„    -  !'*'•', -29;)     la  nii-S"  à  0'  cl  Tt.U'"'"  de  inorcun;  de   1"»*  d'air. 

Alipitcaliofi  nurnérijw.    -    6  =  17""*,^,  6' —  ô^n'.S,     en  colonne  de  mercure  à  0^;  densité  dii  mercure 

à  II    ;  i;».r.9;  arc.Mération  de  la  pesanteur  :     y  =  9,S0»j. 

Calculer  t  en  milli^iramrn'.-s  et  P  en  dynf.s  par  inm"=  a  un'-  unit'-  j)its. 

CMmic. 

i'  On  .1  un  s.«l  liydr.il'-  .;i  i>l.illis<'  qui,  traité  par  l'.icide  cliloriiydi  iquo,  donne  un  pr.  .-ipil.;  blanc  »t  dfi:  i- • 
iino  r<»rlf«  oJoiir  iraiihydriik-  sulfureux,  on  dissout  1'-'  de  ce  sel  dans  Icau,  on  aioulc  qu-lques  f^outtes  d'^'iiip  .i^ 
d'amidon,  <•(  l'on  ét<>nd  à  |i»0""».  Cela  constitue  la  solution  A. 

h'auli»'  part,  on  P'^'s»-  l*-'  diod.-  pur.  qu'on  fait  dissoudre  dans  une  solution  d'iodure  de  potassium.  On  étend 

I  \{HV">>.  Cela  coDstilu<»  la  solution  W. 

On  |ir<'nd  10"'"  de  la  solution  A.  et  iDii  y  ver.<?'^  la  solution  H  |US(}u'à  observer  une  color.ilion  persistante. 

II  faut  pour  (•••Il  ajoul'-r  r>""",l  il»-  la  solution  H. 

Tiouvcr  la  formuk  rhiniique  du  sel  hydraté. 

20  l'ne  substance  contient  une  certain*-  proportion  de  bioxyde  de  mannanèse  que  l'on  se  propose  de  »loser. 

nii  en  jm'-s*'  i*.  que  l'on  traite  par  l'aride  ihlorhyilrique  concentré  en  chaulTant  légèr»^inent.  On  fait  passer  le 

■.'.I/.  qui  se  dcija^f  dans  um-  solution  diodure  de  potassium  en  excès.  Le  dégagement  terminé,  on  étend  celte 

olution   à  lOO""'.   Puis  on  verse  celte  solution   peu  à  peu  dans  :10'"»»  de  la  solution  A.  jusqu'à  coloration 

l>crsislante.  La  roloration  s'obtient  lorsqu'on  a  versé  52""*, 4. 

Trouver  la  proportion  de  bioxyde  de  manganèse  contenue  dans  la  sub>t.ince  donnée. 

■*'  L'erreur  possible  de  lecture  étant  de  .-^^  de  cm*,  quelle  est  l'approximation  obtenue  dans  les  deux  opéra- 
tions précédentes?  On  négligera  les  autres  causes  d'erreur. 

Poids  atomiques  du  manganèse  :  "iT.  ;  de  l'iode  :  127;  du  sodium  ;  i'\. 


QrKSTioN  i»H()iM>si:i': 


2482.  —  On  considère  un  cercle  lixa'O,  et  un  diamètre  Vixr  de  ce  cerrie,  AR,  |».ii-  |,» 
I  eniir  f».  on  mène  une  droite  variable/:':,  et  «le  l'extrémité  A,  ilu  diamètre  li\e  \\\,  on 
.'(baisse  une  jierpeudiculaire,  AC,  sur  yi,  qui  rencontre  le  cercle  O  en  C 

Trouver  le  lieu  des  points  d'iiiLM'scclion  de  la  droite  i':  avec  le  cercle  variable  ayant 
pour  «entre  le  point  II  el  pour  rajr/n  llC. 

/  H.   l.. 

/ 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


SUR   LES   MOMENTS   DE   VECTEURS 

par  M.  Rech,  professeur  de  mathématiques  élémentaires  au  lycée  Pasteur. 


I.  —  Le  petit  ouvrage  de  cinématique  ttiéorique  de  M.  Lacaze,  publié  par  la  librairie  Gauthier- 
Villars,  contient  des  choses  excellentes;  il  débute,  en  particulier,  par  la  théorie  des  moments  de 
vecteurs  qu'il  présente  sous  une  forme  simple,  mais  où  la  géométrie  analytique  laisse  bien  peu  de 
place  à  la  géométrie  pure. 

Je  me  propose  d'exposer  ici  les  principes  de  la  méthode  purement  géométrique  que  je  donne  dans 
mon  enseignement  depuis  plus  de  vingt  ans. 

Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  mettre  en  évidence  les  transformations  géométriques  simples 
permettant  de  passer  d'un  vecteur  à  son  moment  par  rapport  à  un  point;  toutes  transformations  quj 
conduisent  d'un  vecteur  à  un  autre  et  pour  chacune  desquelles  une  somme  géométrique  reste  somme 
géométrique  :  ces  transformations  sont  un  déplacement  (rotation),  une  homothétie,  une  projection 
cylindrique  (orthogonale).  Toute  la  théorie  découle  de  là. 

Rappelons  aussi,  en  passant,  que,  si  on  remplace  un  axe  de  rotation  par  un  axe  parallèle,  un  plan 
de  projection  par  un  plan  parallèle  ou  un  centre  d'homothétie  par  un  autre  en  gardant  môme  rapport, 
un  vecteur  est  remplacé  par  un  vecteur  équipollent,  toutes  propriétés  importantes  que  l'on  doit  connaître. 

IL  Premier  procédé  {fig.  1).  —  Soit  AP  un  vecteur,  ()G  son  moment  par  rapport  à  0.  Menons 
par  0  l'axe  {u)  parallèle  à  AP  et  le  plan  Q  perpendiculaire.  Nous  désignerons  par  p  la  mesure  algébrique 


Q 


Fig.-  1. 


Fig.  2. 


de  AP  sur  [u).  Soit  A'  le  point  où  AP  perce  le  plan  Q;  prenons  (OA[)  =  p.(OA');  la  longueur  de  OAl 
est  égale  à  celle  de  OG  et  on  peut  amener  0A|  sur  OG  par  la  rotation  i  — ^j  autour  de  (m);  donc, 
pour  obtenir  OG,  on  peut  partir  de  OA  et  effectuer  les  trois  transformations  géométriques  ;  1°  projec. 
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lion  orthogonale  sur  le  plan  Q  perpendiculaire  a  AP  par  0;  i"  homolhélie  de  centre  0,  de   rapport  p, 
mesure  algébrique  de  AP  sur  l'axe  («)  perpendiculaire  à  Q;  li"  rotation  de     (—  ^  )     autour  de'  u). 

Second  procédé  {f!g.  2).  —  Soit  AP  un  vecteur.  OG  son  moment  par  rapport  à  O.  Prenons  sur  OA 
l'axe  (f)  f't  menons  par  0  le  plan  H  perpendiculaire  à  OA;  projetons  orthogonalemenl  P  en  P  sur  ce 
plan,  et  prenons     (OPj)  =:(/.{0P'),     d  étant  la  mesure  algébrique  de  OA  sur  l'axe  (y);  la  longueur  UPi 

est  tK''     -i  celle  de  OG  et  on  peut  amener  OP,'  sur  OG  par  une  rotation  de     (-+-9)     autour  de  (o); 

donc,  pour  obtenir  OG,  on  peut   partir  de  AP  et  elFectuer  les  trois  transTormations  géométriques  : 
4"  projection  orthogonale  sur  le  plan  R  perpendiculaire  à  OA  par  0;  2"  homolhétie  de  centre  0,  de 

rapport  d,  mesure  algébrique  de  OA  sur  l'axe  (y);  3"  rotation  de     (-Ha)     autour  de  (o). 

Remaroie.  —  Dans  chacun  des  deux  procédés,  on  peut  permuter  les  trois  transformations^ 

m.  Relation  entre  les  moments  dun  vecteur  par  rapport  à  deux  points  de  l'espace 
{fig.  'A).  —  Soient  AI'  le  vecteur,  0  et  «o  les  deux  points.  .Menons  ^OP)^(.\P), 
puis,  par  «•>.  (u)  parallèle  au  vecteur  et  0  perpendiculaire;  on  a 

(a>A)  =  (a>0)-h(OA). 

EfTectuons  les  trois  transformations  (premier  procédé);  (w.\)  conduit  au 
M„!(AP),  (<.>0)  au  Ml^OP'),  (OA)  à  un  vecteur  équipollenl  à  M«(AP);  pour  avoir 
le  M,'(AP),  il  faudrait  prendre  l'axe  et  le  plan  par  le  point  0;  on  n'a  fait  que 
déplacer  ces  éléments  parallèlement  à  eux-mêmes,  donc 

mj(ap)  =  m;(AP)  -I-  M,'.(op'). 

I\.  Théorème  de  Varignon  (//</.  \).  —  Soient  P,,  P^,   ...,  P„  des  vecteurs  concourants;  nous 

pouvons  supposer  l'origine  de  chacun  au  point  de  concours  A.  Soit  I*  la 
résultante  : 


Fig.  3. 


(P)  =  (P.)-i-(«\) 


(P.). 


Menons   l'axe   (v)  suivant    OA,   et  le  plan  R  perpendiculaire  par  0 
EfTectuons  les  trois  transformations  (deuxième  procédé)  ;  on  a 


Mi(P)  =  Mi(P,)-+-Mi(P,) 


M;^PJ  =  Mi/S), 


Fig.  4. 


(S)  étant  le  système. 

Helation  entre,  lex  moments  d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  deux 
points  de  Cctpare.  —  Soient  P,,  P,,  . . . ,  P,  les  vecteurs;  Pj,  Pj,  . . ,,  Pi,  les  vecteurs  équipollenls  par  0, 
P'  la  résultante;  on  a 

MUP,)  =  M:(P,)-+-M1(P;). 


M:(P„)  =  MJ,(P„)h-M:(P,); 

additionnant  et  appliquant  le  théorème  précédent,  on  a 

Ml(S)  =  Mi(S)4-Ml(P'). 

Conit-t/ucnre.  —  La  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  les  moments  par  rapport  aux 
dilTérenls  points  de  l'espace  soient  des  vecteurs  équipollenls  est  que  la  somme  géométrique  soit  nulle. 
En  particulier,  le  cas  du  roupie. 

V.  Système  de  vecteurs  parallèles  de  somme  géométrique  non  nulle    fiij.  Ty).  —  Soit  le 
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système  de  vecteurs  parallèles  A^Pj;  Â,P^;   . . .,  A„P„,  et  un  point  quelconque  0.  Menons  par  0  un  axe 
parallèle  aux  vecteurs  et  le  plan  Q  perpendiculaire. 

Soient  p^,  pj,  . . .,  f>„  les  mesures  algébriques  des  vecteurs  sur  (m),  p  la 
mesure  de  la  somme  géométrique;  on  a 

p  =  Pi-hP2-h  ...-+- PnT^O. 

Soit  G  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  points  Aj,  A,,  ..., 
A„  affectés  des  coefficients  respectifs  p^,  p.^,  . . . ,  p„.  G  est  défini  par  l'égalité 

géométrique 

p^(GA,)-+-?J,(GA,>+...-+-p„(GÂ,0  =  O, 

d'où        Pj(GO  -h  OAi)  -hp,(GOH-  OA,)  +  . . .  -(-p„(GO  H-OA„)  =  0, 
c'est-à-dire        Pi{OAi)-^p.{Ok.^ -h  .. .  +  p„(OA„)  =  p(OG). 

Projetons  orthogonalement  sur  le  plan  Q  et  faisons  la  rotation     (  —  ^j     autour  de  (u)  (premier 

procédé,  l'homothétie  pour  chaque  vecteur  étant  déjà  effectuée)  ;  on  aura 

M;(A,P0  +  . . .  +  MUA„P„)  =  M '(GP), 

GP  étant  la  somme  géométrique  d'origine  G,  c'est-à-dire 

M„'(S)  =  M^(GP); 

G  est  appelé  le  centre  des  vecteurs  parallèles. 

VI.  —  On  peut  maintenant  faire  facilement  et  simplement  la  théorie  de  l'équivalence  des  systèmes 
de  vecteurs. 

VII.  —  L'application  aux  systèmes  de  forces  extérieures  agissant  sur  un  corps  solide  en  ce  qui 
concerne  l'état  extérieur  est  immédiat. 

VIII.  Moment  d'un  vecteur,  d'un  système  de  vecteurs  par  rapport  à  un  axe  {fig.  6).  — 
Soient  0  et  (»  deux  points  quelconques  d'une  droite  (D),  et  (S)  un  système  quelconque  de  vecteurs,  OP' 

étant  la  somme  géométrique  d'origine  0.  On  a 

M„(S)  =  Mi(S)  +  M,.:(OP'); 
MJ,(OP')  est  perpendiculaire  au  plan  P'Ow,  par  suite  à  Ow;  sa  projection  sur  (D)  est  donc 
nulle;  par  suite, 

PJDM„!(S)=rpjX(S). 

On  traduit  cette  propriété  importante  par  l'expression  de  moment  du  système  de 
vecteurs  par  rapport  à  la  droite.  En  choisissant  un  axe  sur  (D),  le  nombre  mesurant 
cette  projection  est  le  moment  par  rapport  à  l'axe  du  système  de  vecteurs. 

IX.  —  Ajoutons  l'application  suivante  en  vue  de  l'analytique  :  Soit  (/ig.  7)  le  vecteur  AP(a?,  y,  z\ 

X,Y,  Z).  Considérons  la  composante  parallèle  a  0:;  elle  perce  ccOy  en  A' (a?,  y); 
prenons  (0A;)  =  Z(0A');  les  projections  de  OA,'  sur  Ox  et  Oy  sont  xZ,  yZ  ; 
effectuons  la  rotation  (  —  a)  autour  de  0:  (premier  procédé)  :  on  obtient  yZ 
et  —  xZ  comme  projections  du  nouveau  vecteur  sur  les  axes  Ox,  Oj/  [c'est  la 
propriété 

COS  (  a  —  2)  =  4-  Sin  a,  sin  Ux  —  ^  j  =  —  COS  a, 

ou,  pour  les  élèves  ayant  étudié  les  nombres  complexes,  le  vecteur  (a,  0),  tour- 
nant de  cp-donne  le  vecteur  (a',  b')  délini  par 

a'-hb''i=  {a  -+-  bi)  (—  0  =  ^  —  a»]- 


w 


0 


(D) 


>^. 


Fig.  6. 


P>"^. 


y'^_i_^ 


7i 


'y 


A. 


Fig.  7. 


a 
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:n2  NOTE    SUH    LA    oi  hSTlO.N    i>-i50 


Le  vecteur  obtenu  est  le  moment  de  Z  par  rapport  au  point  U.  On  a  de  la  même  façon,  les  résul- 
tais analogues  pour  X  et  Y.  I)'apn-s  le  théorème  de  Varignon, 

Mi(AP)  =  Mi  X)  -+-  M1'(Y)  -h  MUZ). 
Par  suite,  en  désignant  la  projection  de  ce  moment  par  la  notation  habituelle,  on  a 

L  =  yZ  —  -A,  M  =  :X— xZ,  N=xY  — yX. 

n,'inar>iue  dr  /-/  llcduction  d,-  la  Heiti»'.  —  Le  -.m-  pusilif  de  rolalion  dans  l'espace  adopté  par  l'auteur  est 
le  sons  de  gauche  à  droite.  En  .Malh''matiques  spéciales,  on  prend  aujourd'hui  l'autre  sens,  le  sens  de  rotation 
de  la  Terre  autour  de  son  axe  orienté  du  Sud  vers  le  -Nord.  Mais  ceci  ne  modifie  en  rien  les  propriétés  signalées 

par  routeur. 

4 


NOTE   SUH    LA   QUESTIOiN   2250 
[École  pohjtcclimque,  1914)* 
p.ir  M.  Lucien  Sueur,  iirofe-^sf'iir  au  Ivi  r-c  de  Snint-Êlienne. 


\ 

On  peut  abréger  beaucoup  lo  calcul  approché  de  la  série  —,  par  la  simple  remarque  suivante  :  on  a 

ohicnn   une  borne  supérieure  de     (S  — S,)     par  une  considération  d'aires,  qui  en  fournit  tout  aussi 
bien  une  borne  inférieure,  par  un  simple  décalage,  dans  le  sens  positif  Ox,  des  rectangles  envisagés. 
On  a  ainsi  la  double  inégalité 

OU  encore 

1  1 

On  pn-ndra  donc     Is.. -4-;j^ i-rJ     p«»ur  valeur  de  S,  approchée  par  défaut  avec  une  erreur 

inférieure  à      [  A_  -  ^^.^^^-;j  • 

Pour  calculer  S  à  .  ^  près,  il  suflil  donc  que 


•ou  n  fortiori 


1  i         ^    1  in-hi  1 

M't-hi)     ^    1  1  1 


1  1 

cl,  encore  « /■')i7iori,     -i<riyt,     «>u     »»  >  1()\     c'est-à-dire     »j^2i. 

Il  suflil   donc  (le   pn-ndrc    J  J   l»'rmo8  dans  la  série  (au  lieu  »lo  71).  mais  à  h-iir  s.unnif^  il   faut 

ajouter     j^i^. 

♦ 


'">  Voir  Heine,  seplomhre  1'j20. 
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2297.  —  Relativement  à  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  une  surface  S  a  pour  équatio7i 
a?* -h  ?/"^ -h  X z^  =  R^  dans  laquelle  X  ef  R  sont  des  constantes.  Une  droite  D  tourne  autour  dun  point  P 
(a,  b,  c)  dans  le  plan  z  =  c.  On  considère  la  droite  D'  conjuguée  de  D  par  rapport  à  S  et  la  perpendi- 
culaire commune  \  rencontrant  les  droites  D  et  D'  respectivement  en  M  et  M'. 

1°  Trouver  les  lieux  géométriques  de  A,  de  M  et  de  M', 

2°  Examiner  le  cas  particulier  où  S  est  une  sphère. 

Il  sera  tenu  compte  des  remarques  et  démonstrations  géométriques. 

{École  polytechnique,  concours  de  1919.) 

1°  La  droite  D'  conjuguée  de  la  droite  D  est  l'intersection  de  tous  les  plans  polaires  des  points  de 
la  droite  D.  Nous  prendrons  le  point  fixe  P  (a,  6,  c)  et  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  D.  Les  équations 

de  la  droite  D  sont 

y  —  bz=m[x  —  a)  et  z  =  c; 

le  point  à  l'infini  est  le  point  de  coordonnées  i,  m,  0,  0.  Les  deux  plans  que  nous  avons  mentionnés 

sont  donc 

aa? -h  6j/ +  cXs  —  R- =  0, 

le  premier  est  fixe;  la'droite  D'  se  meut  dans  un  plan  fixe;  le  second  passe  par  0:  et  est  perpendiculaire 
à  la  droite  D.  Cette  remarque  nous  servira  bientôt. 

Pour  obtenir  les  équations  de  la  droite  A,  nous  nous  appuierons  sur  ce  fait  que  les  deux  droites  D 
et  D'  sont  orthogonales,  et  que  les  équations  de  la  droite  A  sont  données  par  deux  plans  menés  respec- 
tivement par  D  et  D'  perpendiculairement  aux  droites  D'  et  D. 

Le  second  de  ces  plans  est  le  plan  a?H-?nj/  =  0;  le  premier  est  un  plan  mené  par  D  perpendi- 
culairement à  D';  son  équation  est 

y  —  b  —  m{x  —  a)  -I-  tjL (:  —  c)  =  0, 

et  [JL  sera  déterminé  en  écrivant  que  sa  normale  est  parallèle  à  la  droite  D'.  Or  les  paramètres  de  celle- 
ci  sont  fournis  par  une  solution  non  nulle  des  équations 

aa;  -h  6y  -h  c  X  z  =  0,  x-\-  mxj  =  0  ; 

une  de  ces  solutions  est    — m,     1,     = — ;     nous  devons  donc  avoir 

CA 


—  m      1 


a 


—  m      1       am  —  ^  ' 
cX 

la  valeur  de  [A  est    |x  = ^ 

Les  deux  plans  qui  déterminent  A  sont 

xj  —  b  —  m{x  —  a)-\ -^— (j_c)  =  0, 

X  -t-  my  =  0  ; 

nous  voyons  de  suite  que  cette  droite  coupe  l'axe  des  s  au  point  fixe  de  cote     3.=:c  —  cX. 

Pour  avoir  le  lieu  engendré  par  cette  droite,  il  faut  éliminer  m  entre  les  deux  équations  précé- 
dentes; ceci  donne 

(1)  c\[x{x  —  a)  -hy{y  —  b)]  —  {ax~\-  by){z  —  c)  =  0. 
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Ce  lieu  esl  une  quadrique  réglée;  c'est  un  cAne,  puisque  la  droite  A  passe  par  un  point  fixe. 
Pour  le  vérifier  directement,  il  suffit  de  calculer  les  coordonnées  du  centre  et  de  vérifier  que  ce 
point  esl  sur  la  surface;  nous  avons  ainsi  les  équations 

cX(2x— '/)  — a(:  — c)  =  U, 

cX(2v  — /a)  — *(=  — c)  =  0, 

ax-h  by^i); 

ccb  équations  donnent  de  suite  z  —  c-hc\  =  (i,  :  =  c(l  — a),  puis  x  =  0,  v  =  0;  et  il  est  facile 
de  voir  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  l'équation  de  la  surface.  Ce  point  est  le  sommet  du 
cône. 

Les  plans     :  =  C""     coupent  le  cône  suivant  des  cercles;  le  plan     i  =  0    est  un  plan  cyclique. 

Le  lieu  du  point  M  est  évidemment  la  section  du  cône  par  le  plan     :  =  c;     c'est  le  cercle 

x{x  —  a)-i-y{y  —  b)  =  0. 

Le  lieu  du  point  M'  est  la  section  de  ce  même  cône  par  le  plan     ax -i-  by  -hclz  —  R*  =  0.      Kn 
portant     ax-\-  by  =  U-  —  cXs     dans  l'équation  du  cône,  nous  avons 

cl[x{x  —  a)-hy{y  —  b)]-h{c\i—R'){z  —  c)  =  0: 

celte  équation  représente  une  sphère,  et  le  lieu  du  point  W  est  encore  un  cercle.  Le  plan 

ax-i  by  ^  cÀz  =  0 

est  le  second  plan  cyclique  du  cône. 

2»  Si  la  surface  S  est  une  sphère,     >.=  1,     ft  l'équation  du  tôni'  devient 

c{3^-^  y'-)  —  z(ajr-f-^t/)  =  0. 

Le  sommet  est  k  l'origine.  Les  autres  résultats  ne  sont  pas  vraiment  changés. 

Solution   géométrique.    —    La   quaclri(iu<-    est   une    quadriijUi'    de    lévoluliou  autour  lio  U;  ;   nous   la 

supposerons  quel<-on(|ue  ot  nous  prendrons  comme  mt'ridienne  une  ellipso 
ayant  pour  axe  0:  et  pour  centre  le  point  0.  Plaçons  le  point  P  dans  le  plan 
nirridien  Oyi,  ce  qui  n'a  aucune  importance;  menons  par  ce  point  une  droite 
D,  P.M,  quelconquf  dans  le  plan  :  =  c,  et  liguions  le  plan  méridien  :0r» 
perpendiculaire  à  l'M  <'l  l'ellipse  (E  de  ce  plan  méridien;  soit  M  le  pied  de  r.M 
sur  le  jiian  :0u.  l.a  droite  D'  esl  la  polaire  du  point  M  par  rapport  à  l'ellipse 
(E);  elle  rencontre  Os  en  un  point  fixe  A'  ptMe  du  plan  7  =  0  par  rapport  à 
l'ellipsoïde.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  la  droite  D'  esl  la 
droite  A;  elle  renctiulre  U;  en  un  point  fixe  M.  Kn  effet,  les  deux  droites  D' 
cl  A  sont  deux  droites  conjuguées  reclaiifjulaires  de  l'ellipse  (E);  les  «ieui  points 
A'  cl  n  sont  donc  conjuguas  harmoniques  par  rapport  aux  deux  foyers  de 
l'ellipse  situés  sur  Oz;  le  point  A'  esl  fixe,  doue  le  point  H  esl  fixe  aussi.  Il  est 
visible  «-nfln  que  le  lieu  du  poinl  M  esl  le  cercle  décrit  sur  AP  comme  diamètre 
dans  le  plan  z  =  c.  I.e  lieu  de  A  esl  donc  le  cône  obliijue  à  base  circulaire 
dt'-llni  jtar  ce  cercle  et  le  sommet  B. 

Uuanl  au  lieu  de  M',  il  esl  dans  le  plan  polaire  du  point  P  par  rapport  à 
l'ellipsoïde;  c'est  un  |dan  perpendiculaire  au  plan  :0y  dont  la  trace  esl  la  polaire  de  P  par  rapport  à  l'ellipse 
principale.  Cesl  bien,  par  rapport  au  cône,  le  plan  antiparallèle  du  plan  z^c.  La  section  du  c^^ne  j)ar  ce 
plan  esl  un  cercle.  —  Le  cas  de  la  sphère  esl  évid.  ni 
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2317.  —  Par  un  point  0,  situé  à  3""  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection  et  à  9<^™  en  avant  du  plan 
vertical,  passe  une  droite  de  front  A,  qui  fuit  un  angle  de  45°  avec  la  verticale  et  va  en  descendant  de  gauche  à 
droite.  Une  droite  de  front  r  fait  un  angle  de  30°  avec  A.  La  perpendiculaire  commune  aux  droites  V  et  A  passe  par 
le  point  0  et  a  pour  longueur  3"'".  La  droite  V,  en  tournant  autour  de  A,  engendre  un  hyperholoïde  H. 

Par  le  point  0,  on  élève  à  A,  dans  le  plan  de  front,  une  perpendiculaire  OS  de  longueur  égale  à  2''^,  au- 
dessous  de  0. 

Une  droite  passant  par  S  et  faisant  un  angle  de  30°  avec  SO  engendre  un  cône  G  en  tournant  autour  de  SO. 

0)1  limite  t hyperholoïde  H  par  le  plan  horizontal  de  projection  et  par  un  plan  de  profil  situé  à  S-^™  à  gauche 
du  point  0.  Représenter  ce  qui  reste  de  ce  solide  lorsqu'on  enlève  la  partie  intérieure  au  cône  G. 

{École  polytechnique,  1919.  Concours  spécial.) 

L'hyperboloïde  et  le  cône  occupent  des  positions  particulières  qui  donnent  lieu  à  quelques  remarques 
essentielles. 

Le  cône  S  et  le  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  sont  égaux,  d'après  les  données,  et  leurs  génératrices  de 
contour  apparent  vertical  sont  rectangulaires,  ainsi  que  leurs  axes,  inclinés  à  4bo.  Il  en  résulte  que  ces  deux 
cônes  sont  coupés  par  les  plans  horizontaux  et  de  profil  suivant  des  coniques  horaothétiques,  ce  qui  permet 
déjà  de  constater  que  la  projection  verticale  de  la  courbe  à  représenter  est  une  hyperbole  équilatère,  dont  une 
asymptote  est  horizontale  et  l'autre  verticale. 

Nous  construirons  les  contours  apparents  horizontaux  des  deux  cônes  au  moyen  de  deux  sphères  inscrites, 
ayant  leurs  centres  projetés  en  x'  et  0'  sur  le  grand  axe  de  la  feuille.  L'égalité  des  angles  générateurs  et  îa 
symétrie  d'inclinaison  des  axes  sur  un  plan  horizontalmettent  en  évidence  l'identité  des  projections  des  deux 
cônes.  D'ailleurs  les  génératrices  dont  il  s'agit  sont  inclinées  à  4:3°  sur  la  direction  de  xxj,  comme  l'indiquent  les 
rayons  des  sphères,  évalués  d'après  la  projection  verticale.  Le  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde 
est  donc  une  hyperbole  équilatère,  l'axe  transverse  étant  égal  au  diamètre  du  cercle  de  gorge. 

Le  plan  horizontal  de  projection  ne  coupe  qu'une  nappe  du  cône  asymptote;  il  détermine  donc  dans 
l'hyperboloïde  une  ellipse  dont  le  centre  (lo,  w')  est  donné  par  le  diamètre  conjugué  des  plans  horizontaux. 
Nous  le  construisons  à  l'aide  du  cône  asymptote,  et  nous  constatons  qu'il  fait  avec  la  verticale  un  angle  dont 
la  tangente  est  égale  à  2.  On  a,  en  effet, 


K'«o+'8S) 
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La  ligne  de  rappel  (to,  o/)  coïncide  ainsi  avec  le  grand  axe  de  la  feuille. 

La  droite  de  bout  du  point  (w,  o/)  rencontre  l'hyperboloïde  en  deux  points  qui  limitent  le  petit  axe  yo  de 
l'ellipse  située  dans  le  plan  horizontal.  Inscrivons  une  sphère  suivant  le  parallèle  correspondant;  elle  sera 
coupée  par  le  plan  horizontal  suivant  le  cercle  bitangent  à  l'ellipse  aux  sommets  cherchés.  Le  centre  de  cette 
sphère  sera  à  la  rencontre  de  l'axe  et  du  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  principale  au  point  oîi  elle 
rencontre  le  parallèle..  On  constate  la  coïncidence  du  cercle  trouvé  et  du  contour  apparent  de  la  sphère 
inscrite  dans  le  cône  asymptote.  Gar  si  on  le  construit  par  l'intermédiaire  du  cercle  frontal  de  la  sphère  qui 
rencontre  la  génératrice  principale,  la  projection  verticale  de  celui-ci  ne  diffère  pas  de  celle  du  contour 
apparent  de  la  sphère  inscrite  dans  le  cône  asymptote. 

Les  sommets  a  et  3  situés  sur  le  grand  axe  se  déduiront  de  l'intersection  de  xy  et  du  contour  apparent 
vertical.  On  ne  manque  pas  de  méthodes  rigoureuses;  mais  le  point  (a,  a')  le  plus  rapproché  de  (s,  s')  s'obtien- 
dra avec  toute  la  précision  désirable,  si  l'on  substitue  à  Thyperbole  du  plan  vertical  son  cercle  osculateur  en  s'. 
Le  point  ^  s'en  déduit  par  symétrie. 

Dans  la  représentation  du  solide  en  projection  horizontale,  on  aura  à  raccorder  l'ellipse  précédente  avec 
l'hyperbole  de  contour  apparent,  qu'on  limitera  aux  points  de  contact  X  et  \x,  et  à  la  trace  Yi  S,  du  plan  de 
profil  donné.  La  droite  X.u  sera  la  trace  du  plan  du  contour  apparent  horizontal.  Sa  trace  verticale  o'X',  qui 
passe  par  le  milieu  de  la  corde  verticale  a,'3,,  symétrique  de  a^  par  rapport  à  os,  sera  symétrique  de  o'w'.  Au 
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point  (/.,  ).'),  par  exemple,  le  plan  tangent  étant  vertical,  la  sphère  inscrite  correspondante  aura  son  centre 
dans  le  plan  horizontal  de  projection;  ce  sera  la  trace  de  l'axe  A,  Le  grand  cercle  horizontal  sera  bitangent  en 
X  et  jj.  à  l'ellipse  (to);  nous  le  construisons,  comme  celui  qui  a  pour  centre  co,  au  moyen  de  la  génératrice 
principale  r. 

Construction  d'un  point  de  l'intersection.  —  On  pourrait  appliquer  diverses  méthodes,  puisque  le  cône  (s,  s') 
a  son  sommet  sur  l'autre  surface.  Un  plan  passant  par  une  des  génératrices  de  celle-ci  qui  se  croisent  au 
point  (s,  s')  couperait  les  deux  surfaces  suivant  des  droites,  ^lais  l'obliquité  des  axes  complique  les  tracés,  et 
nous  ne  procéderons  ainsi  que  dans  un  cas  particulier.  Nous  nous  contenterons  de  couper  par  des  sphères 
concentriques  à  l'hyperboloïde,  comme  l'indique  suffisamment  l'épure.  Chaque  parallèle  de  l'hyperboloïde  est 
déterminé  rigoureusement  à  l'aide  de  l'intersection  de  la  sphère  correspondante  et  de  la  génératrice  principale; 
elle  est  fournie  elle-même  par  le  petit  cercle  de  la  sphère  situé  dans  le  plan  frontal  de  cette  génératrice. 

Le  rappel  horizontal  des  points  trouvés  se  fait  facilement  par  l'intermédiaire  du  petit  cercle  horizontal  de 
la  sphère. 

Tangente  en  un  point  de  lu  courbe.  —  La  tangente  en  un  point  {m,  m')  ainsi  construit  se  détermine  aisément 
par  la  méthode  du  plan  normal,  le  centre  de  la  sphère  inscrite  dans  l'hyperboloïde  étant  toujours  déterminé 
par  le  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  principale  au  point  situé  sur  le  même  parallèle. 

Points  remarquables.  —  1°  Points  fournis  par  la  sphère  limite.  —  La  sphère  inscrite  le  long  de  l'équaleur 
de  l'hyperboloïde  donne  deux  points  doïïir  la  projection  verticale  commune  ç'  est  un  sommet  de  l'hyperbole 
équilatère  annoncée,  l'autre  étant  confondu  avec  .s'.  La  tangente  en  ç'  est  perpendiculaire  à  o's',  tandis  que  les 
tangentes  aux  projections  horizontales  s  et  ■i'  sont  parallèles  à  xy. 

On  remarque  que,  d'après  l'ouverture  du  cône  S,  le  point  s'  est  le  milieu  du  rayon  o'a'  du  cercle  de  gorge. 

2°  Points  situés  sur  les  contours  apparents  verticaux.  —  Ces  deux  contours,  étant  situés  dans  le  même  plan 
frontal,  donnent  directement  deux  points  (/",  /"),  {g,  g')  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical, 
et  les  tangentes  en  /'  et  g'  se  construisent  par  la  méthode  classique. 

Les  points/'  et  g'  pourraient  déjà  être  obtenus  avec  plus  de  précision  par  la  méthode  relative  à  l'inter- 
section d'un  hyperboloïde  et  d'une  droite  située  dans  un^plan  méridien.  Mais  nous  pouvons  utiliser  ici  une 
propriété  de  l'hyperbole  équilatère.  Le  cercle  de  centre  ?'  qui  passe  pars',  ayant  ainsi  pour  rayon  un  diamètre 
de  cette  hyperbole,  la  coupe  en  trois  autres  points  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle  équilatéral,  puisque 
l'orthocenlre  est  confondu  avec  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Or,  lun  de  ces  points  coïncidant  avec  s',  les 
autres  sont  forcément /"  et  g',  puisque  les  génératrices  de  contour  apparent  du  cône  S  font  entre  elles  un 
angle  de  60".  On  prendra  donc  les  points  de  rencontre  du  cercle  (ç')  avec  ces  deux  génératrices. 

3"  Points  situés  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cône.  —  La  courbe  est  tout  entière  d'un  même  côté  du 
plan  du  contour  apparent  horizontal  de  l'hyperboloïde,  mais  elle  rencontre  celui  du  cône.  Celui-ci  se  compose 
de  deux  génératrices  symétriques  que  l'on  construit  au  moyen  de  la  sphère  inscrite.  Soit  {si,  s'I')  l'une  de  ces 
droites;  elle  rencontre  l'hyperboloïde  en  (s,  s')  et  en  un  second  pointque  nous  construirons  par  l'intermédiaire 
du  milieu  de  la  corde,  déterminé  par  le  plan  diamétral  conjugué,  que  nous  rattacherons  au  cône  asymptote. 
La  frontale  de  ce  plan  menée  par  (o,  o")  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  de  bout  s'I'.  Nous  lui  adjoindrons  le 
diamètre  conjugué  du  plan  vertical  si.  Comme  le  cône  asymptote  a  un  plan  tangent  parallèle  à  ce  dernier,  le 
diamètre  est  la  génératrice  de  contact,  et  sa  projection  verticale  est  la  droite  o'X'.  Coupons  alors  par  le  plan 
vertical  si.  Il  rencontre  la  frontale  au  point  (s,  k"),  et  il  est  parallèle  à  la  seconde  droite.  La  parallèle  menée  de 
A'  à  o'X'  rencontre  si  au  point  i',  projection  du  milieu  de  la  corde  cherchée.  On  en  déduit  l'autre  extrémité  {r,  r'). 

Ponctuation.  —  Les  seules  lignes  cachées,  sur  les  deux  plans  de  projection,  sont  les  génératrices  de  contour 
apparent  du  cône  creux,  et  la  portion  de  l'ellipse  (w)  située  à  gauche  de  la  droite  ).(ji. 

Remarquk.  —  Dans  le  voisinage  d'un  sommet,  tel  que  le  point  g  de  la  projection  horizontale,  l'imprécision 
des  tracés  ne  permet  pas  toujours  de  se  rendre  compte  assez  exactement  de  la  forme  essentielle  de  la  courbe, 
si  l'on  ne  connaît  pas  son  rayon  de  courbure.  Ici,  le  cercle  osculateur  se  construit  assez  facilement  à  l'aide  du 
théorème  de  Meusnier,  sachant  que  la  trace  verticale  du  plan  osculateur  est  confondue  avec  la  tangente  en  g'  à 
l'hyperbole  équilatère.  Connaissant  le  rayon  de  courbure  dans  l'espace,  on  applique  ensuite  le  même  théorème 
au  cylindre  projetant. 

J.  L. 

Bonne  épure  de  M.  IL-L.  Mknnkssikr,  à  livreux. 
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10  375.  —  Trouver  dans  une  ellipse  la  normale  de  longueur  minimum. 

—  376.  —  On  donne  la  parabole  v*  —  ^"^  =  0;  former  l'équation  de  la  normale  qui  a  pour  pente  m.  Calculer  l'aire 
du  triangle  formé  par  les  normales  qui  ont  pour  pentes  »ii,  >«,,  m,. 

_.  377.  _  On  considire  la  parabole  définie  par  l'cqualion     p  = ;    cahuler  le  paramètre.  A  tout  point  M  de  la 

cos«^ 

courbe  ayant   pour  affixe   le   nombre  imaginaire  z  on   fait   correspondre   le   point   M'  dont   l'affixe  :'  a    nour   valeur 

:'  =  tK*(  ^  \:)  •     I-ieu  du  point  M'.  Ce  lieu  est  un  cercle.  Points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  parabole 

378.  —   On   donnt'   unt^   roniijue   C  et   un  point  P.  On  considère   toutes   les  coniques   passant   par   le   point  P 

homothétiques  de  C  et  tangentes  k  C.  Lieu  des  sommets. 

—  379.  —  On  donne  deux  points  P  et  P'  cl  on  considère  les  ellipses  qui  ont  P  pour  foyer  et  P'  pour  sommet  d'axe 
non  ff)CHl.  Lii'U  des  sommets  de  ces  fllipscs. 

—  380.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  une  droite  en  un  point  donné  et  passant  i»ar  un  autre  point 
donne. 

381.  —  Trouver  un  triangle  inscrit  dans  une  ellipse  donnée  et  ayant  son  centre  de  gravité  au  centre  de  l'ellipse. 

r.as  où  l'fllipsc  devient  un  cercle. 

.     382.  Lieu  des  points  de  contact  des  tangeates  issues  d'un  point  donné  aux  coniques  tangentes  aux  quatre  ratés 

d'un  carré. 

383.  —  La  tangente  en  un  point  dune  ellipse  rencontre  les  axes  en  PetQ;  trouver  le  minimum  de  la  longueur  PQ. 

—  384.  —  On  donne  l'hyperbole  é<|uilatere  xy  — A-  et  un  cercle  ayant  son  centre  sur  Ox.  Une  droite  A  parallèle 
à  O.v  rencontre  l'Iiypcrbole  en  A  et  le  cercle  en  B.  Lieu  du  milieu  de  AU.  Ktude  géométrique.  Déterminer  les  points  de 
rencontre  du  lieu  avec  une  parallèle  à  Ox.  Asymptote.  1 

—  385.  —  Trouver  le  foyer  de  la  courbe    y  =  x*  —  3i  -h  2. 

386.  Kcjuation  générale  des  coniques  dont  on  donne  le  centre,  tangentes  à  une  droite  donnée  et  semblil>le^  h 

une  conique  donnée. 

387.  —  La  normale  en  un  point  .M  d'une  ellipse  rencontre  les  axes  de  la  courbe  en  P  et  Q;  soit  011  la  dislance 
du  centre  a  la  tan^rento  au  point  M.  Démontrer  que  le  produit  PQ  -.011  a  une  valeur  indépemlante  de  la  position  du 
point  M.  .McMic  (|ueslion  pour  l'hyperbole. 

-  388.  —  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  directrice  donnée  et  qui  passent  par  un  point  donné. 

—  389.      -  On  consi<KTC  l'hyperbole     -f  —  ji  — '=0,     le  sommet  A  (a,  0)  et   un  point  M  (To,  y©)  tle  l-"»  branche 

passant  au  point  .\.  Calculer  l'aire  u  du  secteur  limité  par  les  droites  OA,  OM  et  l'arc  AM.  Kxprimer  x»,  y,  en  fonction 
de  u. 

—  390.  —  Knvelopp*'  des  cercles  ayant  pour  diami  1res  des  cordes  focales  d'une  parabole. 

—  391.  —  Par  un  point  M  d'une  parabole  on  mène  des  cordes  perpendiculaires  MA,  MB.  Lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  MAH. 

—  392.  -  Par  un  point  M  «l'une  parabole,  on  mène  des  cordes  MA,  MB,  symétriques  par  ra|)pori  .i  la  normale  en  M. 
Trouver  l'enveloppe  de  \l\. 

—  393.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  tangentes  h  une  droite  donnée  en  un  point  donné  A  et  passant  par  un 
autre  point  donné  B.  Trouver  lo  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  courbe  et  du  diamètre  conjugué  de  AB.  Solution 
>;éométrique. 

394.  —  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  avant  son  centre  sur  l'axe  de  la  paraltole.  I.,a  tangente  au  cercle  au 

point  ,M  rencontre  la  parabole  en  deux  point»  A  et  B.  Lieu  du  conjugué  harmonique  de  M  par  rapport  à  A  et  B. 

396.  —  On  considère  la  conique     "  =  l -♦- e  coso).     Former  l'équation  de  la  droite  joignant  les  points  de  cette 

courbe  qui  ont  pour  angles  itolaires  x  et  p.  Conditions  pour  que  les  tangentes  en  a  el  p  soient  parallèles. 

—  396.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  a  une  parabole  deux  tangentes  faisant  un  angle  donné.  Solution 
analyticpic  cl  géométrique. 

—  397.  —  Lieu  des  foyers  «les  paraboles  passant  par  deux  points  donnés  A  et  B  el  normales  en  A  a  la  droite  AU. 

-  398.  —  Par  un  point  de  l'axe  d'une  parabole  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  la  co\irbe  en  deux  points. 
Trouver  le  lieu  «lu  point  de  rencontre  «les  normales  en  ces  deux  points. 
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10399.  —  Par  un  point  M  d'une  parabole  on  peut  mener  deux  normales  à  la  courbe  dont  les  pieds  sont  A  elB.  Lieu 
de  la  projection  du  point  M  sur  la  droite  AB. 

—  400.  —  Équation  générale  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  donnée  et  un  sommet  donné.  Lieu  des  foyers; 
enveloppe  de  la  deuxième  asymptote. 

—  401.  —  On  donne  une  ellipse,  un  point  P  et  on  considère  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  P.  Par  les 
points  de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  passent  deux  paraboles.  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes 
de  ces  paraboles,  quand  le  point  P  décrit  une  droite. 

—  402.  —  On  donne  trois  points  A,  B,  G  sur  une  parabole;  démontrer  que  les  tangentes  en  A.  B,  G  rencontrent 
respectivement  les  droites  BG,  GA,  AB  en  trois  points  en  ligne  droite. 

—  403.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  xy=:k'  et  deux  points  A  et  B  de  cette  courbe.  On  joint  A  et  B  à 
un  point  M  variable  de  la  courbe.,  MA  et  MB  rencontrent  l'hyperbole  en  A'  et  B'.  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  MA'B'. 

—  404.  —  Lieu   des   points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  une  parabole   fixe  et  à   un   cercle   variable 
/^      tangent  à  la  parabole  en  un  point  donné. 

—  405.  —  Ufle  ellipse  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  son  centre.  Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe. 

—  406.  —  Trouver  le  minimum  de  l'aire  limitée  par  une  parabole  et  une  normale. 

—  407.  —  On  donne  deux  paraboles  ayant  même  foyer  et  leurs  axes  rectangulaires.  Une  de  leurs  tangentes  communes 
passe  par  un  point  fixe;  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de  cette  tangente  avec  l'une  des  paraboles. 

—  408.  —  On  donne  une  ellipse  et  une  corde  AB  passant  par  l'un  des  foyers  F;  par  ce  foyer  on  mène  une  corde  GD 
parallèle  au  diamètre  conjugué  de  AB.  Calculer  la  somme    AB  -hGD. 

—  409.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  friangle  inscrit  MiM^Mj;  la  tangente  en  Mj  rencontre  le  côté  MjMj  au  point 
Pj  et  on  prend  le  milieu  N^  de  MiPi-  Démontrer  que  les  trois  points  analogues  à  Ni  sont  en  ligne  droite. 

—  410.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cordes  d'une  ellipse  dont  les  milieux  sont  sur  une  droite  donnée.  Trouver 
l'équation  tangentielle  et  l'équation  ponctuelle  de  l'enveloppe. 

—  411.  —  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  tangent  à  cette  courbe  au  point  A.  Outre  la  tangente  en  A,  les  deux 
courbes  admettent  deux  autres  tangentes  communes  qui  se  coupent  au  point  B.  Trouver  la  polaire  du  point  B  par 
l'apport  à  la  parabole. 

—  412.  —  On  considère  toutes  les  paraboles  admettant  une  tangente  donnée  et  une  directrice  donnée.  Lieu  du 
X    foyer  et  du  sommet. 

—  413.  —  Lieu  du  centre  d'une  ellipse  de  grandeur  constante  tangente  en  un  point  donné  à  une  droite  donnée.  Aire 
limitée  par  le  lieu. 

—  414.  —  Gourbe  définie  par  les  équations  x  =  al^-}-2bt-i-c,  2/  =  a72-4-267-+-c'  =  0.  G'est  une  parabole.  Relation 
qui  lie  les  /  de  quatre  points  situés  sur  un  cercle.  En  déduire  le  sommet  de  la  courbe. 

—  415.  —  On  considère  l'ellipse  9j;2  h- 25(/2  =  225  et  l'hyperbole  x^  —  li/i  =  li.  Montrer  que  ces  deux 
courbes  sont  homofocales.  Elles  se  rencontrent  en  quatre  points  qui  sont  les  sommets  d'un  rectangle.  De  même,  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  rencontrent  le  cercle  homographique  de  l'ellipse  en  quatre  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
autre  rectangle.  Démontrer  que  ces  deux  rectangles  ont  deux  côtés  communs  parallèles  à  Oy. 

—  416.  —  On  donne  trois  points  sur  une  ellipse;  trouver  les  conditions  pour  que  les  normales  en  ces  points 
concourent  en  un  point  de  l'ellipse. 

—  417.  —  On  donne  une  parabole  et  trois  points  A,  B,  G  sur  la  courbe.  Le  côté  AB  rencontre  l'axe  en  un  point  G'. 
On  prend  sur  l'axe  un  point  G"  tel  que  OC'.OG"  — —  OF*,  0  désignant  le  sommet  et  F  le  foyer.  Démontrer  que  la 
droite  CC"  et  les  droites  analogues  AA",  BB"  se  coupent  sur  la  parabole. 

—  418.  —  Déterminer  les  normales  communes  à  deux  paraboles  qui  ont  même  sommet  et  leurs  axes  perpendicu- 
laires. 

—  419.  —  On  donne  une  parabole  y'^  —  2px^Q.  Par  le  sommet  0  on  mène  deux  droites  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  conique  x^  —  t3xy -+- 2y*  —  4ax  =  0.  Ges  droites  rencontrent  la  parabole  en  M  et  M'.  Trouver 
l'enveloppe  de  la  droite  MM'.       / 

—  420.  —  On  considère  une  hyperbole  de  centre  0  et  l'une  des  branches  de  cette  courbe  de  sommet  A.  Une  droite 
A  rencontre  cette  branche  aux  points  G  et  D  et  les  asymptotes  en  E  et  F.  Calculer  le  rapport  de  l'aire  du  triangle  OEF  à 
celle  du  segment  GAD.  Quelle  est  la  limite  de  ce  rapport  lorsque  la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  elle-même  en 
s'éloignant  indéfiniment? 

—  421.  —  On  donne  deux  paraboles  ayant  même  sommet  et  leurs  axes  perpendiculaires.  On  mène  une  tangente  à 
chacune  de  ces  paraboles.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes  lorsqu'elles  sont  rectangulaires. 

—  422.  —  On  donne  deux  points  A  et  A';  on  considère  les  hyperboles  ayant  pour  diamètre  commun  AA'  et  telles 
que  le  diamètre  conjugué  de  AA'  dans  l'hyperbole  conjuguée  ait  une  longueur  donnée  21.  Trouver  l'enveloppe  de  ces 
hyperboles. 

—  423.  —  On  donne  une  ellipse  de  foyers  F  et  F',  et  un  point  S  extérieur  à  la  courbe.  La  droite  SF  rencontre  la 


courbe  en  M  et  N,  la  droite  SF'  en  M'  et  N';  démontrer  que  les  expressions 


J i_ 

bM       SN 


et 


_*^__^|    sont  égales,    r 


—  424.  —  D'un  point  P  on  mène  les  trois  normales  à  une  parabole,  et  on  considère  le  triangle  formé  par  les 
tangentes  aux  pieds  de  ces  normales.  Démontrer  que  le  point  P,  le  foyer  de  la  parabole  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  sont  en  ligne  droite. 
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10425.  —  La  langenle  en  un  point  d'une  ellipse  renconire  le  cercle  décril  sur  le  grand  axe  comme  diamèlre  aux 
points  P  et  P  .  Les  diamètres  conjugués  de  OP,  OP'  rencontrent  la  tangente  PP  aux  points  Q  et  Q'.  Lieux  des  points  Q 
et  Q'. 

—  426.  —  Trouver  le«  foyers  de  la  conique    y*  —  2/>x  ■+■  çx*. 

—  427.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  une  ellipse  des  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
la  «(inique     Ax*  -+-  2Bxi/  +  Cy*  -+-  2Dx  -(-  2E'/  -»-  P  =  0. 

—  428.  —  Dun  point  M  on  mène  les  tangentes  .MT  et  MT' à  l'ellipse  4x' -4- <.iy*  =  I.  !.i.Mi  <lii  point  M  tel  que  l'on 
ail    MT-hMT=4. 

—  429.  —  Quelles  relations  doit-il  exister  entre  les  abscisses  de  quatre  points  de  l'hyperbole  xy  =  «*  pour  que 
ces  quatre  points  soient  sur  un  cercle  passant  par  l'oriirine".'  Déterminer  les  cercle^  passant  par  l'origine  el  tangents  à 
l'hyperbole. 

430.  —  On  donne  deux  ellipses  égales  tangentes  à  l'axe  des  v  ^  l'origine,  d'un  même  cAlé  de  Ox.  l'une  au  sommet 
du  grand  axe,  l'autre  au  sommet  du  petit  axe.  Ces  ellipses  varient  de  ra<;on  que  a'>  soit  con-tanl.  Trouver  le  lieu  de 
leurs  points  de  rencontre. 

431.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  bitangentcs  à  la  courbe  xy  =  2ay -^-2ffx —  2ab,  et  tangentes  en  outre 
aux  axes  de  coordonnées. 

—  432.  —  D'un  point  .M  on  mène  une  normale  .MA  .i  utii-  hyperbole,  A  étant  le  pied:  puis,  du  centre  0  on  aliaisse  la 
/-perpendiculaire  ()\i  sur  la  tangente  en  A.  On  fait  de  môme  pour  les  quatre  normales  issues  du  point  .V.  Démontrer  que 

la  somme    i:(MA  x  OH)    est  constante. 

♦ i 
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Session  normale  de  1920. 
Mathémati(jui'8  élémentaires  (*). 

1°  hélant  <ionn<^s  deux  segments  rectiligncs  Alt  cl  A'B',  portés  'par  deux  droites  qui  se  coupent  en  0.  on 

M\\'       MA 

proiid  sur  la  première  droite  un  point  variable  .M  ti  sur  la  seconde  un  point  M'  tel  que    1 -.=  '—^.    Trouver 

'  '  Ml!       MB 

If  litMi  (lu  rentre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  U.MM'. 

2°  Ktaiil  donnés  deux  segments  reclil ignés  AH  et  A'H',  portés  par  deux  droites  A  el  A',  on  prend  sur  A  deux 

.     .         ,  STÂ'       MA     .M^       mTÂ 

points  M,  M,,  cl  sur  A  deux  [)oints  M  ,  M,,  tels  qu-'     r^-^  =  z=f  — —  :=  ^^=  • 

Mit'       MH    M|R'      M,K 

Trouver  le  lieu  du  centre  de  la  sphère  pa.ssant  i<ar  les  <]ualre  points  M,  .M,,  M'.  M,,  quand  M,  et  .Mj  varient 
M  et  M'  restant  fixes. 

Trouver  l'enveloppe  de  re  lieu  ijuand  M  el  M'  varient. 

Trouver  le  lieu  ilu  centre  de  la  sphère  tangente  à  A  en  .M,  et  à  A'  en  M',  quand  M  cl  M'  varient. 

3"  FUant  données  trois  droites  A,  A',  A",  on  llx-'  trois  points,  A  sur  A,  S!  sur  A'  et  \"  sur  A".  On  fait  passer 
par  ces  trois  points  une  sphère  variable,  qui  rencontre  les  trois  droites  en  de  nouveaux  points  M,  M',  M". 
Ktudier  le  déplacement  du  plan  .MM'M",  en  supposant  que  deux  au  moins  des  droites  données  sont  dans  un 
même  plan. 

Trouver  le  lien  du  centre  du  cercle  circonscrit  .lu  irianylo  MM  M"  dans  tous  les  cas  où  le  plan  de  ce  trianule 
reste  parallèle  \x  un  plan  fixe. 

4"  Fêtant  données  trois  droites  A,  A',  A",  oa  fixe  trois  points,  A  sur  A,  A'  sur  A'  et  A"  sur  A".  On  mène  par 
ces  trois  points  une  sphère  variable  il.  Trouver  le  lieu  géométriciue  des  points  communs  à  trois  des  plans 
perpendiculaires  à  A.  A'  ou  A",  aux  points  où  ces  droites  sont  rencontrées  respectivement  par  -. 

>  l*Uant  données  deux  sphères  S  et  S,,  et  trois  tangentes  communes  à  ces  sphères,  on  suppose  que  les  six 
points  do  conUict  sont  sur  une  sphère.  Que  peut-on  dire  des  positions  relatives  des  trois  droites,  ou  des  sphères 
qui  leur  sont  tangentes? 


(*)  Des  solutions  étudiées  de  la  <|uestion  sont  publi'-es  dans  le  Journal  de  UalhtniJtiiucf  tltmrntniret. 
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^^Mathématiques  spéciales. 

2483.  —  l'J  Dans  un  plan  orienté  on  considère  deux  segments  de  droite  AH,  A'B'.  Le  lieu  des  points  iM  du 

plan  tels  que  Ton  ait 

angle  AMB  + angle  A'MB'  =  0 

est  en  général  une  cubique  passant  par  A,  B,  A',  B'.  Pour  que  ce  lieu  devienne  une  conique  (celle-ci  est  alors  une 
hyperbole  équilatère),  il  faut  et  il  suffit  que  les  serments  AA'.  BB'  aient  le  même  milieu. 

Réciproquement,  si  (A,  A'),  (B,  B')  sont  deux  couples  de  points  diamétralement  opposés  sur  une  hyperbole 

équilatère,  on  a     AMB-f- A'MB' ^  0     lorsque  M  décrit  la  couibe. 

2°  Étant  donnés  quatre  points  ABA'B'  dans  un  plan,  le  lieu  des  points  M  de  ce  plan  tels  que 

MA.MB  =  MA'.MB'  (1) 

est  en  général  une  cubique.  Pour  que  ce  lieu  devienne  une  conique  (celle-ci  est  alors  une  hyperbole  équilatère), 
il  faut  et  il  suffit  que  les  segments  AB,  A'B'  aient  le  même  milieu. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  hyperbole  équilatère  (H)  ayant  pour  équation  x-  —  y-  —  a-  =  0,  H 
existe  une  infinité  de  couples  (A,  B),  (A',  B')  tels  que,  M  décrivant  (H),  on  ait  la  relation  (1).  Le  point  A  étant 
choisi  arbitrairement,  il  lui  correspond  des  points  réels  B,  A',  B'  déterminés  sans  ambiguïté  par  Tintersection  de 
l'hyperbole  (H')  passant  par  A  ayant  pour  asymptotes  Oa;,  Oy  et  de  l'ovale  de  Cassini  (F)  passant  par  A  ayant  pour 
foyers  x  =  ±a,  y  =  0.  Oià  doit  se  trouver  A  pour  que  A',  B'  viennent  se  confondre  avec  A  et  B?  Déduire  de 
ce  cas  et  de  la  relation  (1)  appliquée  à  la  limite  que,  A  et  R  étant  deux  points  de  (H)  diamétralement  opposés,  oq 
peut  leur  associer  une  direction   A  telle  que,   en  désignant  par  ot,  |i  les  angles  de  MA,  MB  avec  X,  on  ait 

=  ^^ — r     lorsque  M  décrit  (H).  Vérifier  ensuite  directement  cette  propriété. 

cos  a       cos  !i  ^  '    '  ^     ' 

3°  L'hyperbole  (H')  et  la  cassinienne  (P)  se  coupent  en  quatre  points  réels  A,  B,  A',  B',  et  quatre  points 
imaginaires  Ai,  B,,  A.,,  B.>  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  centre  0  de  (H).  Montrer  que  les  quatre 
droites  AB,  A'B',  etc.,  passant  par  0  sont  deux  à  deux  rectangulaires.  Exprimer  explicitement  en  fonction  des 
coordonnées  (a,  (3)  du  point  A  celles  de  B,  A',  B'. 

Quel  est  le  lieu  des  points  A',  B'  lorsque  A  décrit  une  droite  A  issue  de  0?  Quels  sont  les  arcs  utiles  de  ce 
lieu?  Quel  est  le  lieu  de  A',  B'  lorsque  A  décrit  un  cercle  de  centre  0? 

4°  Soient  AB,  A'B'  deux  segments  ayant  0  pour  milieu.  On  désigne  par  r.v,  Tg  deux  cercles  centrés  en  A 

et  B  orthogonaux  au  cercle 

x^-hy'--K  =  0, 

par  Vy,  Tb'  deux  cercles  cenlrés  en  A'  et  B'  orthogonaux  au  cercle  x-H- j/- —  K'  =  0(K':5!^K).  Déterminer  les 
points  A,  B,  A',  B'  de  sorte  que,  M  décrivant  (H),  on  ait  la  relation  wa^b  =  ^.v^h',  en  désignant  par  rix,  ^b,  etc. 
les  puissances  du  point  M  par  rapport  aux  cercles  r^,  Tb,  etc. 

Les  lieux  de  A,  B,  A',  B'  sont  deux  hyperboles  conjuguées  et  AB,  A'B'  en  sont  des  diamètres  conjugués. 

5°  Étant  donnée  une  quadrique  (Q),  peut-on  trouver  deux  couples  de  points  (A,  B),  (A',  B')  tels  que,  M  décri- 
vant (Q),  on  ait  MA.MB=  MA'.MB'?  .Montrer  que  (Q)  doit  être  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  dont  une 
hyperbole  principale  .est  équilatère.  Cette  condition  étant  remplie  et,  en  outre,  une  certaine  inégalité  étant 
vérifiée,  il  existe  une  infinité  de  couples  (A,  B),  (A',  B')  de  points  réels.  Leur  lieu  est  une  ellipse  (E)  et  AB,  A'B' 
forment  un  faisceau  harmonique  avec  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les  axes  de  (E). 

On  considère  une  biquadratique  sphérique,  supposée  réelle,  ayant  pour  équations  :  ax- -\-by^ -h cz^  —  i=0 
X- -\- y^ -j- z"^  —  R2  =  0.     Existe-t-il  des  points  A,  A',  B,  B'  tels  que,  .M  décrivant  celte  courbe,  on  ait 

MA.MB  =  MA'.MB'? 

Trouver  tous  les  couples  tels  que  les  segments  AB,  A'B'  aient  pour  milieu  le  centre  0  de  la  sphère. 

Nota.  —  Il  sera  commode  d'employer  les  coordonnées  polaires  pour  la  recherche  des  lieux  des  4*  et 
o"  parties. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

PREMIÈRE   PARTIE 

Étant  donné  un  système  de  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Oj;,  Oy,  Oz  : 
1°  On  considère  la  famille  de  courbes  V\  du  plan  des  xy  dont  l'équation  générale  est 

cos.TH-  cos  y  =  X, 

où  X  est  un  paramètre  réel  arbitraire.  On  demande  d'étudier  la  forme  de  ces  courbes  et  leur  position  relative 
quand  X  varie. 
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2°  On  considère  la  surface  S  dont  l'équation  est 

cosx-f-  cosy +  coss  =  1, 

avec  —  ~^^^~.  — ~^!/^~»  — "^-^■'îet  on  demande  d'en  indiquer  la  forme. 

3"  Déterminer  les  lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface  S  quand  on  considère  xOy  comme  le  plan 
liorizontal. 

4'  U<lfMmiii6r  complètement  chacune  des  lignes  asymptotiques  réelles  de  la  surface  S. 

5"  Déterminer  les  ombilics  de  la  surface  S. 

r»"  Former  l'équation  différentielle  des  projections  sur  xOy  des  lignes  de  courbure  de  S. 

1"  Donnor  quelques  indications  sur  la  configuration  du  système  de  lignes  de  courbure  de  S  et  signaler  les 
plus  simplos  d'entre  files. 

DEUXIKMF.   PARTIE 

Soient  f{x,  y)  une  fonction  développable  en  strie  de  Taylor  au  point  (Jo,  yc)i  A/" l'accroissement  qu'elle 
prend  quand  .t,  »/  augmentent  respectivement  de  A.r,  Ai/  à  partir  des  valeurs  x,,  j/o  et  df  sa  difTôrentielle 

r^.^x-i-f'y^ly 
au  point  [Xq.  j/o)- 

t'  En  supposant  que  fj  et /^  ne  sont  pas  nuls,  le  rapport  ^>  est  eu  général  détotminc.  Montrer  que  sous 
des  conditions  très  gént'ralcs  il  tend  vers  I  unité  quand  Aj-  et  Ay  tendent  simultanément  vers  zéro. 

2"  l'eut-il  arriver  crpendant  que  ji-ail  une  limite  finie  différente  de  l'unité  quand  A.r  et  Ay  tendent  simul- 
tanément vers  zéro  d'une  façon  spéciale? 

30  Celte  circonstance  n'a-t-elle  lieu  que  pour  dts  fondions /"(x,  y*  très  parlirulières? 

fOn  suppose,  bien  entendu,  dans  1\  2"'.  3",  que  A.r,  Ay  convergent  vers  zéro  de  sorte  que  lo  dénominateur 

du  rapport    A  tende  vers  zéro  par  valeurs  non  nulles.) 

Mécanique  rationnelle. 

On  considère  le  système  matériel  formé  d'un  corps  solide  pesant  ^S)  assujetti  par  des  liaisons  sans  frotte- 
ment à  la  condition  qu'une  droite  A  invariablement  liée  à  (S)  reste  dans  un  |>lan  horizontal  lixe  (P),  cette 
droite  pouvant  du  reste  se  déplacer  librement  dans  ce  plan  et  le  corps  (S)  pouvant  tourner  librement  autour 
de  A. 

1"  Former  les  équations  différentielles  du  mouvement  tlu  système  et  montrer  quelles  peuvent  s'intégrer 
par  des  (|uadralures.  Indiquer,  sans  faire  les  calculs,  ijuelle  méthode  (»n  pourrait  empUiyer  pour  trouver  les 
réactions  du  plan  lixe  iP). 

On  pourra  prendre  un  trièdre  trirectangle  invariablement  lié  au  corps  (S),  ce  trièdre  ayant  pour  origine  le 
centre  de  gravité  G  du  corps,  l'axe  Gy  étant  parallèle  à  A  et  l'axe  Gx  perpendiculaire  au  plan  formé  par  le 
point  (i  et  la  droite  A.  On  désignera  «îar  c  la  distaiu  e  de  G  h  la  droite  A,  par  0  l'angler  de  Gravée  la  verticale 
ascendante,  par  ^  l'angle  de  A  avec  une  direction  horizontale  lixe.  tnlin  on  désignera  par  '  t.  i;  les  c<'or<lonnées 
<ie  G  par  rapport  à  des  axes  fixes  convenablement  choisis. 

2"  Déterminer,  parmi  tous  les  mouvements  possibles  du  système,  ceux  qui  se  réduisent  à  une  rotation 
autour  tl'un  axe  vertical  fixe.  Os  mouvements  .sont-ils  compatibles  avec  une  position  initiale  arbitraire  du 
système?  Examiner  en  particulier  le  cas  où  cette  posilion  initiale  serait  une  position  détjuilibre. 

'A'  On  su|>po.sera  dans  tout  ce  qui  va  suivre  que  le  |>iaii  perpendiculaire  à  A  mené  par  le  centre  de  gravité  G 
est  un  plan  de  section  circulaire  pour  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  (•.  {étudier  et  discuter  les  mouvements 
ilu  système. 

'»"  Est-il  possible  (|ue  le  sy^tiiiie  adiiielle  un  p'iidiile  simple  xjnt  lirnir,  c'esl-à-diri'  que  les  fonctions  du 
temps  qui  donnent  l'angle  0  dans  les  ililTérents  mouvements  du  système  soient  les  mém«'s  «jue  celles  «jui  donnent 
l'angle  d'écart  avec  la  verticale  d'un  certain  pondub'  simple?  Énoncer,  autant  que  possible  sous  une  forme 
géométrique,  les  conditions  d'existence  d'un  pendule  simple  synchrone  et  trouver  la  longueur  de  ce  pendule. 

Ee  corps  (S)  étant  donné,  montrer  qu'il  est  toujours  possible,  et  de  plusieurs  manières,  de  choisir  la  position 
de  la  droite  A  par  rapport  à  ce  corps  de  sorte  qu>'  le  système  ainsi  déterminé  admette  un  pendule  simple 
synchrone.  Eiïecluer  les  calculs  pour  une  plaque  rectimiiulaire  homogène  de  dimensions  "la  et  26     (a  >  6). 

5'  On  suppose  (jue  le  système  admette  un  penilule  simple  synchrone  et  on  applique  au  corps  (S),  supposé 
au  repos  dans  une  position  d'équilibre,  une  percussion  dont  la  ligne  d'action  rencontre  la  verticale  du  point  G. 
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Montrer  que  l'angle  aigu  que  font  entre  elles  les  deux  positions  de  la  droite  A  à  deux  instants  quelconques 
du  mouvement  produit  ne  peut  dépasser  1  radian.  Cette  limite  peut-elle  être  atteinte  et  pour  quelle  forme  du 
corps  (S)? 

La  propriété  énoncée  s'étend-elle  au  cas  où  le  système  n'admet  pas  de  pendule  simple  synchrone? 

6°  Le  système,  admettant  un  pendule  simple  synchrone,  est  supposé  en  mouvement.  A  un  moment  donné 
on  lui  applique  une  certaine  percussion  horizontale.  A  quelle  condition  doit  satisfaire  la  ligne  d'action  de  cette 
percussion  pour  que  les  deux  mouvements  du  système,  l'un  antérieur,  l'autre  postérieur  à  la  percussion, 
correspondent  au  même  mouvement  du  pendule  simple  synchrone? 

N.  B.  —  On  prendra  l'équation  de  lellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point  G  sous  la  forme 


kx-  +  B(/2  +  C22  —  2Dj/z  —  2Eza;  —  2Vxy  =  1 , 


DEUXIEME   PARTIE 


ECOLE  CENTRALE 


Concours  de  1915. 


Géométrie  analytique. 

2324.  —  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ;  on  considère  les  coniques  (C)  qui 
touchent  Ox  au  point  0  et  ont  une  directrice  fixe  (D)  dont  V équation  est  x-\-y  —  a  ^  0,  a  désignant  une 
longueur  positive  donnée.  Cette  droite  (D)  coupe  Ox  au  point  A. 

1"  Démontrer  que  le  lieu  du  foyer  F  de  (C)  qui  correspond  à  la  directrice  (D)  est  la  circonférence  (A) 
du  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 

2°  Discuter  le  genre  de  (C)  lorsque  F  décrit  (A). 

3°  Trouver  et  construire  le  lieu  du  second  foyer  F'  de  (C). 

L'équation  générale  des  coniques  admettant  pour  directrice  la  droite    x-^y  —  a=0    est 


{x-o^f^{y-^f-'^{x  +  y-ar  =  0, 

en  désignant  par  a  et  p  les  coordonnées  du  foyer  F  et  par  c  l'excentricité. 

En  écrivant  que  ces  coniques  touchent  Ox  au  point  0,  on  obtient  les  deux  conditions  suivantes  : 

—  2a4-ae«=:0 

Ç) 

on  tire  de  la  première     6^  =  ^     et  portant  dans  la  seconde,  on  obtient  l'équation  du  lieu  du  foyer  F, 

savoir  : 

*-  +  p-  — oa  =  0. 

Ce  lieu  est  bien  la  circonférence  (A)  du  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre;  cela  résulte  d'ailleurs 
de  ce  que  la  portion  de  tangente  OA  comprise  entre  le  point  de  contact  0  et  le  point  de  rencontre  A 
avec  la  directrice  D  est  vue  sous  un  angle  droit  du  foyer  F  qui  correspond  à  celte  directrice. 
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Suivant  (]ue    c*  =  —     est  inférieur,  égal,  ou  supérieur  à  l'unité,  laconique  C)  est  une  ellipse,  une 

parabole  ou  une  hyperbole.  La  droite    ^  =  ^     est  le  diamètre  BB'  du  cercle, 

perpendiculaire  à  Ox;  lorsque  le  point  F  est  situé  en  B  ou  B',  la  conique  (C)  est 
du  fîenre  parabole  ;  s'il  est  sur  l'arc  BOB',  la  conique  est  du  genre  ellipse  et 
sil  est  sur  l'arc  B'AB  la  conique  est  du  genre  hyperbole. 
A Si  le  point  F  vient  se  placer  sur  la  directrice  D,  la  conique  (C)  se  décom- 


^v^  X  pose.  Or.  la  directrice  I)  passe  par  les  points  .\  et  B;  quand  le  point  F  est  en  A, 
.|>N  la  conique  (C),  qui  est  du  genre  hyperbole,  se  réduit  à  deux  droites  réelles  et 
distinctes,  savoir  l'axe  des  x  et  la  parallèle  à  Oj/  menée  par  le  point  A;  quand 
le  point  F  est  en  B,  la  conique  (C),  qui  est  du  genre  parabole"^  se  réduit  à  deux 
droites  confondues  avec  OB.  Enfin,  quand  le  point  F  vient  se  placer  en  0,  a=:0,  c*=:0,  la 
conique  (C)  se  réduit  h  un  cercle  point  a:*-|-  »/-  =  0,  ou.  si  on  préfère,  aux  droites  isotropes  menées 
par  le  point  0. 

On  pfui  d'ailleurs  retrouver  tous  ces  résultats  au  moyen  dt'  Téqualion  de  la  conique  (C).  Le  point  F 
clanl  un  point  sur  A,  ses  coordonnées  sont  de  la  forme 


a  =  a  -<-  s  C0S5  =  a  cos'/^ 

2         2*  ïJ 


&=  -,  sin3«  =  a  sin'tcos  \ 


el  on  a 


e*  =  — =  2cos*^ 


d'où 


cl 


L'é(|uati<)n  de  la  conique  (Cj  peut  alors  s'écrire 
X*  sin^^  —  2x1/  cos'l  -+-  y*  sin* ^^  - 


2a  cos| (  co5|  —  sin^  jt/  =0, 


ô  =  sin*:^  —  cos*X  =sin-^  —  cos*^  = 


-} 


cos; 


'|(co8,^  — sin|j  =  — ^sin»^(l  —  sincp). 


A  =  —  a- sin*i  .  cos 

Pour  étudier  le  lieu  du  second  foyer,  K',  nous  remarquerons  qu'il  peut  se  déduire  du  foyer  F  par 
la  constructioD  suivant»'  :  mener  par  le  point  1    lu  perpendiculaire  à  la  directrice  D,  on  obtient  ainsi 

l'axe  focal  FF';  joindre  le  poinl  0  au  symétrique  G  de  F  par  rapport  h  la  tangente  Oj-; 
on  obtient  le  rayon  vecteur  (jui  joint  le  point  0  au  second  foyer  F';  nous  en  dédui- 
rons à  la  fois  l'équation  du  lieu  de  F'  cl  .sa  conslruclion  par  points. 

Soit    j/  =  /x,     l'équalioii  de  la  droite     OF  (  r:=tg^  j;     le  point  F  a  pour  coor- 
données 

a  ^         at 


La  droite  FF'  (coeflicient  angulaire  1)  a  pour  équation 

a      al 


P  = 


i-ht 


i- 


ou 


(l-h/«)(x-    ,/)_„(! -/)  =  (), 

cl  la  droite  OG,  symétrique  de  OF  par  rapport  h  (Kr.     i/  =  —  i.r. 
On  en  déduit  l'équation  du  lieu  du  poinl  F   : 

(r' -+- j/«)  (x  —  >^  —  '"  r  r -f- y)  =  0. 
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Ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  unicursale,  ayant  le  point  0  comme  point  double  avec  l'axe 


des    y    et    la    seconde     bissectrice    comme 
X  —  y  —  a  =  0,     axe  de  la  parabole  que  l'on 

En  appliquant  la  construction 
ci-contre  avec  toutes  ses  particula- 
au  moyen  des  expressions  de  x  el  ij 


tangentes;    son    asymptote    est    la    droite 
obtient  en  amenant  le  point  F  en  B'. 
indiquée  plus  haut,   on  obtient   la    courbe 
rifés.  On  peut  d'ailleurs  la  discuter  aisément 
en  fonction  du  paramètre     :  * 


i  —  t 


_         t{t~l) 


-"(i-+-0(i-hf^)' 

on  pourra  ainsi  déterminer  le  point  d'inflexion  qui 
correspond  à  la  racine  réelle  de  l'équation 

ti  _  3r-  +  3f  -h  3  =  (<  —  1)3  -t-  4  z=  0, 

d'où     t  =  l--'\jA. 
En  transformant  en  coordonnées  polaires,  on  obtient  l'équation 


coso)  (cosco  -t-sinoj)         1  —  sin-co  -h  cosoj  sinoj 


ou  encore. 


cosw  —  sin  co 
a 


cosoj  —  sinco 


COS  0) 


sinco 


a  smoj. 


^2' 


Pi  — 


COS  w  —  sino) 


est  l'équation  de  la  droite  AB',  qui  est  l'asymptote 

de  la  cubique;     p,^^— asinoj     est  l'équation  d'un  cercle  de  diamètre    OA'  =  OA,     qui  se  déduit  du 

cercle  A  par  rotation  de    — ^  autour  du  point  0.  On  a  donc 

W  =  ÔK  —  m  =  tiK, 

propriété  connue  des  cubiques  circulaires  unicursales. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  retrouver  cette  relation  par  des  considérations  géométriques;  remarquons, 
en  effet,  que  le  trapèze  OKAE  est  un  trapèze  isocèle,  car  l'angle     EOK=  EOA-t- AOG;     or,  l'angle 

3/ 


EOA  =  î, 


AOG  =  AOF=FAz, 


de  sorte  que 


EOK=: 


FA:  ; 


X     il  en  est  de  même  de  l'angle  OEA;  il  en  résulte  que 

OF'  =  EF  =  AE  — AF. 

D'autre  part,  le  triangle  rectangle  OHA'  est  égal  au  triangle  rec- 
tangle AGO  (même  hypoténuse  et  côtés  perpendiculaires)  et,  par  suite,, 
égal  au  triangle  rectangh;  AFO;  il  en  résulte 


OH  =  AF 


et 


110A'  =  FA0. 


Enfin,  le  triangle  OKA'  est  égal  au  triangle  AEO      ("oA'^OA,    K0A'=È0A,    6a'K  =  A0E  =  ^)  ; 

on  a  donc     OK  =  AE.     Finalement     OF'=:OK  —  OH  =  lIK,     c'est  ce  qu'on  voulait  démonlr  er. 

P.  L. 

Solutions  de  MM.  J.  Albault,  K.  N.  K.  T.;  Ch.  Bernard,  à  Tanger  (Maroc);  P.  Bkk:«a»o,  à  Paris;  Yves  Boutiiikmeh.. 
élève  de  l'école  centrale;  L.  Chk.annk,  135*  H.  A.  P.  E.  M.,  Strasi)ourj{;  A.  IlrriNKi.,  à  Ginnes;  E.  Lookari»;  A.  Lk  Mar- 
chand, à  Paris;  II.-L.  Mennessieh,  à  Évreux;  Gh.  Pai:k,  à  bord  de  la   Ville  d'Ys;  Toimn,  à  (îrandvilliers. 
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2326.  —  On  donni-  un  angle  yOzégal  à  Stu  pt  un  //oint  A  .««r  la  hissrctrice.  de  rel  angle.  Un  désigne 
par  (i  lu  dislance  OA. 

On  mène  par  A  une  sécante  variable  DAD',  gui  rencontre  les  cutis  de  ianglt 
ou  leurs  prolongements  en  H  et  en  C;  on  désigne  par  x  l'angle  OAD  que  fait  la 
sécante  avec  AO. 

1"  /étudier  la  variation  de     ÂB* -h  AC*     quand  oh  fait  varier  x  de  0  à  .t. 

2"  Déterminer  l'angle  r  de  façon  que 

l  1    _  J^ 

AB*^   AC*~)t* 

en  désignant  par  k  une  longueur  donnée. 

Discuter,  puis  calculer  l'aire  du  triangle  OHC  et  le  côté  HC  en  fonction  des 
données  i»,  a  et  k. 

L.i  ligun;  correspond  au  cas  où  x  est  compris  onlre  «•>  el  -  —  (•>;  pour  0  <  x  <  o>,  le  point  C 
serait  sur  Ip  prolongement  de  O:  et  pour  -  —  oj  <  x  <  r  le  point  B  serait  sur  le  prolongement  do  Uj/ ; 
nous  considérerons  AH  et  ('A  comme  des  vecteurs  dont  la  direction  positive  est  D'D  el  nous  aurons, 
dans  tous  les  cas, 

AB  n 


sinw      sin(o)-+-x)* 

CÂ   _  a 

sinc)      sin(j'  —  o)' 


don  AB  =:-:—; 

sm(w-+-x) 


8in(x  —  m)' 
1.   iNous  avons  donc  à  étudier  la  fonction 

y  =  ÀB*  -h  ÂC*  =  a«  8in»o.  \ -^ :  -h  -.-rr^ ^1  • 

I  sin^(oj  -hx)      sin*(.r  —  w)J 

Si  on  remplace  x  par    r  — ./,     AB  et  CÂ  sécliangenl,  ce  qui  résulte  de  la  symétrie  de  la  ligure; 

il  suffira  de  l'aire  varier  .r  de  0  à  ^j;  la  fonction  est  continue  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet  intervalle, 

sauf  pour    ./•  =  (..;     la  dérivée  est 


ou 


,,  <9ni^;„i    cos(x-f-a))sin'(x  —  o>)H-co8(a-  —  w)  sin*(x-+- w) 

7      —  *U      Sm     (I)    .       ;j-; r ; 1  . 1 


8in^(a:  +  w) .  8in'(a:  —  <o) 
ou,  enliti. 

^'  __  _  ^^^i  g|^^^  2sinjcosx[8in*xco8''<.>(cos-'to  -t-3sin't.)^  -+-  cos' j.  sig^toiS  cos'm  -h  sin'fa))] 

8in'(j^-h  (•>)  sin'(x  —  w) 

X  variant  de  0  U  ^,  ,  7'  ne  peut  changer  de  signe  (jue  pour  x  =  tD  en  devenant  inllnie;  elle  passe  de 
-f-  X  a  —  oc  ;  la  fonction  g  est  croissante  pour  0  <  x  <  o»  et  décroissante  pour  «•►  <  x  <  -;  elle 
part  de  la  valeur  2rt*  pour     x  =  0,     croit  jusqu'il     -+- ac     (pour    x  =  w)     et  décroit  ensuite  de    -h  x 

2.  Cherchons  maintenant  k  déternuner  x  de  faron  que      ==1-^  ^i^:^  =  -  .     i/équalion  du  problème 
est  la  suivante  : 

sin'(x  -t  «•>)  -f-  8in-'(.r  —  u.)  =  rj  sin* w, 


ou 


a 
•J.  sin*x cos*co -h 2 sin*«.) cos'x  =  , ^ sin*«' 
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On  peut  tirer  de  là  soit  Ig^x,  soit  cos2a7.  En  décrivant  l'équation  sous  la  forme 

2  cos'*o)Sin^ar-h2sin2co  cos^x=  p  sin2w(cos^a?  +  sin-a:), 


on  obtient 

(a2  — 2A-2)sin2o^  a2_2/c* 

tff  X  —      ' . — . . , 

°  2 A-^  cos''  w  —  a*  sin^  co      "Ik^  cotg'^  oj  —  a* 


à^    ,  a^ 


On    voit  ainsi  que  le  problème  n'est  possible  que  si  /c^  est  compris  entre  ^  et  ^tg^co.  En  rempla- 
çant 2sin^a;  et  2  cos^ar  par  leurs  expressions  en  fonction  de  cos2.r,  on  obtient 

cos^co(l  —  cos2ar)  -Hsin^oj(l  -h  cos2x)  =  r^sin-co, 

d'où 

n         k'  —  a^sin^to 

cos2a:  =  — . ,  ^^^  ç, 

A;^cos2co 


Supposant     0<a7<^,     on  prendra     lgx=U,^ — p^ — ir~i*     Pour  reconnaître  à  quel  cas  de 

figure  correspond  celle  valeur,  il  suffît  d'étudier  le  signe  de  la  différence     [gx  —  Igoj,     ou,  ce  qui 

revient  au  même, 

.  o         .   ,  a-  —  4:A;^cos^o) 

^  '^  cos^oj  (2A:^  colg-oj  —  a-) 

\         •  •  1      j-  L-  tt- ,  ,      ^       a-        ^  à^  ^".2^7'^^'^ 

a)  tgco  <  1    :     on    a   la   disposition      -sr  tg  oj  <  ^ r- <  tt'i      pour      »  tgno  <  A:- <  ^ ^— , 

'.         °  *^  2    °  4  COSTCO       2        ^  2   *'  4cos^w 

Xqx  >  tgoj,     les  points  B  et  G  sont  respectivement  sur  Oj/  et  Os;  pour     t —  <  /.-  <—  ,     tgr  <  Igco, 

Tî      (^  tJ  O        t' J  ^ 

le  point  B  est  sur  Oy  et  le  point  C  sur  le  prolongement  de  Oz. 

b)  tgco  >  1  :    on  a,  au  contraire,     |-  <  ^^^^  <  \  tg^w;    pour     |-  <  U'  <  j^^^.    tga-  <  tgco, 


«^         .  »o    .  a" 


B  est  sur  0?/,  C  sur  le  prolongement  de  Oz,  et  pour    -, j—  <  A--  <  -5-  tg^oj,     tga?  >  tgco,    B  est  sur  0?/ 

et  C  sur  Oz. 

Reste  à  calculer  l'aire  du  triangle  OBC  et  le  côté  BC,  pour  la  valeur  trouvée  de  x\  désignant  par  S  la 

valeur  algébrique  de  l'aire,  par  OB  et  UC  les  valeurs  algébriques  des  vecteurs  OB  et  OC  évalués  suivant 

Oj/  et  Oz,  nous  aurons 

fVD  sina?  .-7^  sinx 


sin(a?  +  ci))'  sin(a?  —  co) 

o       1?TH    rrrr   •    o         1   9          sin''^a7.sin2co  1   ,  sin^.sin2co 

S  =  ?cOB  .  OC  sin2(o  =  ^a2  -^—, — ■ — r-^—. -=.jra^ 


^v^"  .  v^v^  ^«"-"'      2""  sin(a;-hco)  sin(a?  — co)      2"'  sin*a;.cos^co  —  sin'^cocos'a;' 

il  suffira  d'y  remplacer  sin'a?  et  cos-x  par  les  quantités  proportionnelles    a- — 2/i-    et    2A"Colg^co  —  r<* 
pour  obtenir  l'expression  cherchée  : 

1   2 (g^  — 2it^)sin2o) ia^(a'  — 2^-^)  sin2co 

2^  (a*  —  1k-)  cos^o  —  sin^o(2/c-  cotg-co  —  d^)  ~  2     a^  —  4A-*  cos^ co    * 


a2        a2 


On  constate  que  S  est  négatif  ou  positif  suivant  que  A'^  est  compris  dans  l'intervalle-^,  j- 

ou  extérieur  à  cet  intervalle,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  précédents. 
Enfin,  nous  aurons,  sur  l'axe  D'D, 

2sina7.coso> 


ri  In  2  s 

CB^CA-^- AB  =  nsinco    -^—, x  +  ^-7 — ; — ^    =nsinoj-r-5 — ^ 

Lsin(ar  —  co)      sin(j;-|-co)J  sin-a-.cos" 

d'autre  part, 


-(u  —  sin-co  cos^o.-' 


sin-a?    cos^ar 1 sin-oj 

a*  —  2/c''  ~  2À:*^  c^  tg^o  '^^"^  ~  2/fc«  (co  t  g*  to  —  1  )  ~  2  A«cos  2u)  ' 
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d'où 


sinoj      la-  —  % 
\x-=.  — =-1  / 


a-  —  2A-»  .  ,         (a-  — 2A-»  sin*o  ,         (2A-*cotg'u)  — a*)  sin»a, 

8inx= — -K     .  sin'x  =  ^ ,  cos*x  =  ^ ^ <- , 

■     ^'  lo)  2A-^cos2o>  2A-»cos2u> 


-TT      a  ,    -à  .  /  a-  —  2A*  cos  2«D 

CB  =  2a«  V  2  cosù)  V/ ^^ -. rn r 

^  V    cos  2(ii     a'  —  4A-  cos^« 


et,  par  suite, 


or       o   /    'j               V   «  —  2A-*   X  COS2o 
BC  =  2aA  V  2  cosw  .  ^  '  ,    . t-tï ^ 


Comme  vérification,  on  peut  retrouver  celle  valeur  en  parlant  de  la  relation  évidente 

^    IS|= '^.BC.asinx. 

P.  L. 

Solution^    lie   MM    l'iul    BEKNARh.    à    Paris;  G.  L.v<;ii,  insliluleur  à  Douai;  H-L.  Mk.nxessikr,   à  Évreus;   H.  J.,  â 
CIcrmonl-FiTiarid;  M.  Hoix,  irislitiUeur  au  Creusot. 
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10292.  —  Litîu  (lu  secon»!   foyer  des  coniques  tangentes  à  une  droite  D,  dont  le  premier  foyer  est  F  el  dont  on 

connail  l'exicnlririlé. 

—  293.  —  Construire  une  conique  connaissant  sa  directrice,  deux  points  el  la  tangente  en  l'un  de  ces  points. 

—  294.  —  Construire  une  ellipse,  connaissant  le  centre,  la  longueur  du  grand  axe,  un  point  et  une  tangente. 

—  295.  —  Construire  les  asymptotes  «l'une  hyperbole  dont  on  connaît  les  deux  foyers  et  la  longueur  de  l'axe  Irans- 

verse  in. 

—  298.  —  On  cofisidcre  une  hypcrl>*)le  dont  on  <l«inne  l'axe  Iransverse  2'/  et  les  deux  foyers  F  el  F  .  l'nc  circonfé- 
rence a  son  centre  sur  l'axe  0:;  déterminer  les  points  d'intcrseciion  en  ramenant  à  linlersection  diin  liypcrlx>loide  et 
d'une  sphère 

—  297.  t..iiiNtrniie  une  |iar.il)olc,  connaissant  iliuv  points  et  la  tangente  en  chacun  deux;  déterminer  ie  ccn  le 
oaciilaletir  en  un  point. 

—  298.  —  Déterminer  une  parahole  connaissant  son  axe  et  deux  points. 

—  299.  —  Une  parabole  est  définie  par  sa  directrice  et  son  foyer  F;  on  définit  une  conique  par  son  cercle  «lirecteur 
ri  le  second  foyer  ipii  coïncide  avec  F;  leur  mener  des  tangentes  communes. 

—  800.  —  Perspective,  définition  de  la  ligne  d'hori/.on.  On  do  me  une  ellipse  qui  est  la  pers}>ective  d'une  circonfé- 
rence située  dans  un  plan  horizontal;  on  donne  en  outre  la  ligne  d'hori/on  HH.  Trouver  I»  perspective  du  centre. 

(jfu'iifine  cotée. 

—  301.  —  On  donne  une  droite  ab,  de  pente  I  cl  une  autre  droite  cd,  de  pente  a.  Trouver  leur  angle. 

—  302.         \iule  de  deux  plans  P  et  Q  donné»  par  leur  échelle  de  pente. 

—  303.     -  On  donne  une  droite  dont  la  pente  est  -;  mener  par  cette  droite  un  plan  de  pente  2. 

—  304.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite;  le  point  est  c  de  cote  2  cl  la  droite  est  donnée  par  deux  points  :  a  (3), 

—  806.  —  .Mener  «l'un  point  C  de  cole  2  la  perpendiriilaire  a  la  droit.-  n  ,.:.(  '>  i.>.i. 

306.  —  Mener  de  A  (5)  une  droite  coupant  une  lutrc  droite  n  (2)  </  (7)  sous  un  angle  de  60*. 

—  307.  —  Perpendiculaire  commune  h  une  horizontale  h  (0)  et  à  une  droite  a  (5)  6  (10). 

—  308      -  Perpendiculaire  commune  à  «loin  droites  a  (i)  A  (5)  et  c  (I)  d  (6). 

—  309.  —  On  considère  deux  droites  D  el  A  d'égale  pente.  Mener  leur  perpendiculaire  commune. 
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10310.  —  On  donne  un  segment  de  droite  a  (1)  h  (4)  qui  est  la  diagonale  d'un  carré  et  la  ligne  de  pente  du  plan  de 
ce  carré.  Construire  le  carré,  puis  la  pyramide  régulière  qui  a  ce  carré  pour  base  et  dont  le  sommet  a  une  cote  donnée. 

—  311.  —  On  donne  un  segment  de  droite  a  (2)  b  (8);  construire  les  projections  d'un  tétraèdre  régulier  dont  ab  est 
un  côté  et  dont  un  autre  côté  est  situé  dans  le  plan  horizontal  du  point  a. 

—  312.  —  Construire  un  tétraèdre  dont  la  base  est  un  triangle  abc  du  plan  horizontal,  connaissant  en  outre  la 
longueur  des  arêtes  sa,  sb  et  sachant  que  se  fait  un  angle  de  60°  avec  le  plan  horizontal. 

—  313.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  sachant  que  a  (2)  b  (6)  est  une  arête  et  tel  que  l'on  connaît  la  direction 
des  horizontales  d'une  face  qui  passe  par  ab. 

Construire  un  cube,  connaissant  un  sommet  a  (0),  la  diagonale  d'une  face  passant  par  a  étant  portée  par 
Il  droite  6(1)  c(3). 

—  315.  —  Dans  un  cube  ABCDEFGH,  on  donne  A  en  position,  ainsi  que  la  droite  qui  porte 
l'arête  EF.  Déterminer  le  cube,  faire  l'épure;  le  point  A  a  pour  cote  i  et  la  droite  EF  est  dans  le 
plan  horizontal  de  projection. 

—  316.  —  Établir  les  projections  d'un  cube  dont  une  arête  est  a  (3)  b  ("),  sachant  que  les 
deux  faces  adjacentes  sont  également  inclinées  sur  le  plan  horizonial. 

—  317.  —  On  donne  un  octaèdre  régulier  ABCDEF;  on  connaît  la  diagonale  a  (2)  f{l); 
construire  sa  projection  sachant  que  larêle  ED  est  horizontale. 

—  318.  —  Construire  une  parabole  située  dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  connaissant  le  foyer  et  le 
sommet. 

—  319.  —  Mener  par  une  droite  donnée  des  plans  faisant  avec  deux  droites  données  A,  A'  des  angles  donnés.  Épure 
en  géométrie  cotée,  en  prenant  la  droite  A  horizontale. 

—  320.  —  Un  cône  a  pour  sommet  le  point  s  (10)  et  pour  base  un  limaçon  de  Pascal,  dans  le  plan  horizontal.  Mener 
à  ce  cône  des  plans  tangents  par  la  droite  a  (3)  b  (11). 

—  321.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  une  droite  donnée  et  tangent  à  un  plan  donné.  Déter- 
miner son  angle. 

—  322.  —  Mener  la  normale  commune  à  une  droite  «(3)  6(8)  et  à  un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  de 
centre  0  dans  le  plan  horizontal  et  qui  a  Og  pour  direction  de  génératrices. 

—  323.  —  On  considère  un  cône  de  sommet  s  (8)  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  de  cote  0. 
Déterminer  la  section  par  un  plan  P  défini  par  son  échelle  de  pente.  Tangente  en  un  point.  Points  sur  le  contour 
j^pparent.  Les  sections  planes  ont-elles  des  éléments  communs  lorsqu'on  fait  varier  arbitrairement  le  plan  sécant? 

—  324.  —  Un  cône  de  sommet  s  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  parabole;  un  cylindre  a  pour  base  dans 
le  même  plan  une  hyperbole;  les  deux  surfaces  ont  une  génératrice  commune  sa.  Trouver  leur  intersection.  Points 
remarquables. 

—  325.  —  Deux  cylindres  ont  pour  bases,  dans  le  plan  horizontal,  l'un  une  hyperbole  de  centre  o,  l'autre  une 
hyperbole  de  centre  m.  Les  génératrices  du  premier  sont  parallèles  à  oc  (c  a  pour  cote  2)  et  celles  du  second  parallèles 
à  wc.  Déterminer  l'intersection.  Branches  infinies. 

—  326.  —  Un  cylindre  a  sa  base  dans  le  plan  vertical  V  suivant  un  cercle  o  (4);  ses  génératrices  sont  horizontales. 
Un  cône  de  sommet  s  (8)  a  pour  base  un  cercle  w  (2)  dans  le  plan  vertical  T.  Intersection. 

—  327.  —  Dans  un  plan  vertical  V,  on  considère  une  circonférence  de  centre  o  (o),  dont  les  génératrices  sont  des 
horizontales  de  direction  6;  de  même  w  i'6)  est  le  centre  d'nn  cercle  dans  le  plan  vertical  T,  base  d'un  cylindre  dont  les 
génératrices  sont  des  horizontales  de  direction  y;  les  rayons  R  et  R'  des  deux  circonférences  o  et  to  sont  donnés. 
Déterminer  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

—  328.  —  On  donne  un  tétraèdre  sabc  défini  par  le  triangle  abc  dans  le  plan  horizontal  et  la  cote  du  sommet.  Un 
cylindre  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  sab  et  ses  génératrices  sont  parallèles  à  *c;  un  autre  cylindre  a  pour 
base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  sbc  et  ses  génératrices  sont  parallèles  à  sa;  déterminer  l'intersection. 

—  329.  —  Branches  infinies  dans  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

—  330.  —  Un  tétraèdre  a  pour  arêtes  un  segment  de  droite  ab  (de  cote  0)  et  un  autre  segment  cd,  horizontal 
(de  cote  4).  Établir  la  ponctuation  et  déterminer  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

—  331.  —  Déterminer  la  sphère  circonscrite  à  un  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  a  (8),  b  (3),  c  (4),  d  (7). 

—  332.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  points  a  (4).  6  (4),  c  (2)  et  tangente  à  une  droite  donnée  (l'hori- 
zontale h  de  cote  0). 

—  333.  —  Déterminer  une  sphère  tangente  à  un  plan  P  donné  en  un  point  a  (3)  et  tangente  à  une  horizontale  de 
cote  6. 

—  334.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  tangente  à  deux  sphères  de  rayons  donnés.  Épure  en  géométrie 
cotée  :  le  point  a  (o),  les  centres  des  deux  sphères  o  (2),  w  (7). 

—  335.  —  On  considère  une  sphère  o),  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  dont  le  demi-angle  au  sommet  est 
de  45°.  On  donne  un  point  A  dans  le  plan  horizontal  du  centre  de  la  sphère.  Mener  par  ce  point  une  droite  tangente  à  la 
sphère  et  au  cône;  faire  l'épure  en  géométrie  cotée  :  a  (o),  <>>  (o),  s  (8). 

—  336.  —  On  donne  une  sphère  de  centre  o  (2)  et  de  rayon  donné,  et  une  droite  a  (2)  b  (5).  Intersection  de  la 
droite  et  de  la  sphère. 
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10337.  —  Intersection  de  deux  sphères  données  :  o  (2),  ai  (5).  Axes  de  Ja  projection. 

—  338  —  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  une  ellipse  qui  en  tournant  autour  de  son  axe  :  engendre  un  ellip- 
soïde. Un  point  lumineux  5,  dont  la  cote  estiinatre  foi^  le  rayon  du  cercle  d'équateur,  donne  une  ombre  propre.  Déter- 
miner la  rourbe  d'ombre. 

—  339.  —  .Mener  par  rUorizonlale  h  (t',i  un  plan  tangent  à  un  hyperboloide  de  révolution  a  axe  vertical  o,  engendré 
j.ar  la  rotation  d'une  droite  a  (3;  6  (6). 

340.  —  Un  tétraèdre  dont  le  sommet  est  a  (10)  a  sa  base  abc  dans  le  plan  horizontal  :  1°  déterminer  les  hauteurs 
de  ce  tétraèdre;  2°  on  considère  trois  hauteurs,  trouver  la  trace  de  la  surf.ice  ciigen<lree  par  une  droite  s'ap|.u>anl  sur 
CCS  trois  hauteurs. 

_  341  _  On  donne  une  droite  a  (8)  6  (0);  on  mène  ensuite  cJ,  telle  <iue  sa  pente  soit  le  double  de  celle  de  ab. 
Construire  la  projection  horizontale  du  paraboloïdc  hyperbolique  délini  par  les  horizontales  s'appuyant  sur  les  deux 
droites  données. 

Géométrie  descriptive. 

—  342.  —  On  donne  une  droite  de  profil  (ab,  ab}  et  un  point  (c,  c).  Une  droite  a  cd  pour  projection  horizontale; 
déterminer  sa  projection  verticale  c  d\  sachant  qu  elle  est  perpendiculaire  à  (ab,  ab'). 

_  343  _  On  donne  une  droite  dans  le  plan  horizontal  et  une  droite  dans  le  plan  vertical:  trouver  leur  normale 
commnri"'. 

344.  _  Construire  un  angle  dièdre  d'un  tétraèdre  régulier,  d'un  octaèdre  régulier. 

—  345.  —  Paire  l'épure  il'un  cube  ABCDKFGU,  dont  on  connaît  le  sommet  E,  situé  dans  le  plan  horizontal,  la  cote 
de  F.  la  longueur  du  cAté,  et  dont  on  assujettit  1  arête  FH  à  être  de  front. 

346.  —  Ktant  donnés  deux  plans  PQ  ,  RS',  faire  un  changement  de  plan  vertical,  de  manière  à  rendre  leurs  traces 
verticales  parallèles. 

_  347.  _  Dans  un  plan  l'aQ,  on  considère  une  droite  (</,  ti)  (directrice)  et  un  point  (/".  f),  foyer  d'une  parabole. 
.Mener  a  celle  parabole  des  tangentes  par  un  point  quelconque  (s,  s')  du  plan. 

—  348.  —  On  donne  dans  un  plan  l'aO  un  point  («,  a'),  centre  d'un  cercle  de  rayon  donné,  qui  est  la  base  d'un 
cylindre  île  génératrices  parallèles  h  (4,  ô).  Trouver  les  contours  apparents  horizontal  et  vertical  du  cylindre. 

—  349.  —  Un  cibne  a  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal  et  pour  sommet  («,  s);  déterminer  l'intersection  aTec 

une  liroile  de  profil  (ah,  ab). 

{A  suivre.) 
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Concours  de  1920. 


Al{irl>ri\   analif-r   <t  trigonométrie. 

2484.        On  ronsitlèrc  I.»  rfialidn 

y  =  8in(4arcsinx), 

où  l'on  d»^signe  par  arcainx  lun  quelconque  »les  ans  dont  le  sinus  est  x. 

1"  Si  l'on  se  donne  une  valeur  de  x,  combien  lui  correspond-il  de  valeurs  de  y  et  quelles  rclalions  y  a-l-il 
entre  elles?  H^Miproi|u»'iu<'nl.  si  Ion  se  donne  un--  viileur  <lo  y.  combien  lui  correspond-il  de  valeurs  de  x? 

2»  Tracer  la  courbe  A'.^,  ropréseutanl  la  variation  des  diverses  fonctions  j/  de  x,  délinies  par  la  relation  pré- 
cédente iou,  si  l'on  préfère,  la  variation  des  <<  diverses  branches  de  la  fonction  mullilorme  ».  défloie  par  la 
nlalionl  Indiquer  notamment  les  sym^^tries  de  la  courbe  (C),  ses  points  de  rencontre  avec  l'axe  des  x  et  les 
tangentes  en  ces  points. 

;t'  Former  la  relation  algébrique 

F(x,  y)  =  0, 

(F  polynôme  en  x,  y)  qui  existe  entre  x  et  y. 

4°  Chercher  les  aires  des  boucles  de  la  courbe  v^;< 

2486.  —  On  considère  la  fonction  >L 

^,(x)  =  c'(x»-+-xU       '.  (S  t 


)u    '^^-hj.^ 
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et  on  forme  ses  dérivées  successives  qu'on  désigne  par 

A(^).       fîix),  •••»       fiix)>  •••• 
l"  Montrer  que  fi{x)  est  le  produit  de  e^  par  un  polynôme  du  second  degré  en  x  : 

ri{x)  =  e-[x^-hV{i).x-^Q{i)y,  K^U^i        (^--i 

P(i)  et  Q  [i)  sont  des  fonctions  simples  de  l'entier  i  (positif  ou  nul)  dont  on  indiquera  les  expressions. 
2°  En  désignant  par  i  un  entier  quelconque  (positif  ou  nul),  on  forme  la  série 

Q(fl  +  21i+i)..  +  2(!+l).^,+  .^.  +  Q(Lt:£l.^,+  ....  (^^^oV^ 

Montrer  qu'elle  est  convergente  quel  que  soit  x  et  calculer  sa  somme.  On  pourra  examiner  d'abord  le  cas 
de    1  =  0. 

3°  Calculer  les  intégrales  successives  : 

/■_,  {x)  =   r  U  {x) .  dx,        /■-2  (X)  =   r  /■_,  {x)  .dx,  . . . ,        /•_/  [x)  =  r  r-i-i ,  ix)  dx,   .... 

«/— X  J  —  x  J  —  x 

et  montrer  que  f-i{x]  peut  être  mis  sous  la  forme 

Ui{x)  =  e'[x^  H-  P(—  i)  .x  +  Q{—  i)]. 

Résoudre  les  questions  du  précédent  paragraphe  (n"  2)  pour  un  entier  i  négatif. 

Note.  —  On  désigne  par  pi,  suivant  une  notation  usuelle,  le  produit  des  p  premiers  nombres  entiers. 

Géométrie  analytique . 

X-      v- 

2486.  —  On  donne,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  ellipse  (E)  ayant  pour  équation     — +  ti  =  1-     On 

choisit  dans  son  plan  un  point  A  non  situé  sur  les  axes  de  coordonnées,  ayant  pour  coordonnées  (p,  q)  et  l'on 
considère  la  droite  variable  (D)  ayant  pour  équation  2qx  [t -i- 1)  —  2py  {t  —  l)^jjç(t2  —  i)^  où  t  désigne  un 
paramètre  variable,  le  point  A  restant  fixe. 

1'^  Sur  la  droite  (D)  il  y  a  un  point  M  (en  général  unique)  tel  que  sa  polaire  par  rapporta  (E)  est  perpen- 
diculaire à  (D).  Lieu  de  ce  point  M  lorsque  (D)  varie. 

2°  Montrer  qu'il  y  a,  en  général,  deux  positions  de  la  droite  (D),  différentes  des  axes  de  coordonnées,  qui 
sont  des  normales  à  l'ellipse  (E).  Former  l'équation  qui  donne  les  deux  valeurs  de  t  correspondant  à  ces  deux 
droites  que  l'on  désignera  par  (D,)  et  (D.2).  Discuter  la  réalité  de  ces  droites  suivant  le  choix  du  point  .\.  Quelle 
est  l'équation  de  la  droite  qui  joint  les  pieds  de  ces  deux  normales  à  l'ellipse? 

3°  Soit  B  le  point  de  rencontre  des  droites  (DJ  et  (D.j)  supposées  distinctes.  Calculer  les  coordonnées  de  |{ 
en  fonction  de  p  et  q.  Quel  lieu  doit  décrire  le  point  A  pour  que  le  point  B  se  déplace  sur  une  normale  donnée 
à  l'ellipse  (E)?  (Ce  lieu  se  décompose.) 

Mécanique. 

2487.  —  Un  corps  solide  est  formé  par  une  calotte  sphérique  invariablement  liée  aune  tige  rectiligne.  La 
calotte  sphérique,  homogène,  d'épaisseur  négligeable,  a  une  hauteur  de  30«'n;  elle  est  limitée  par  une  circonfé- 
rence (C)  de  90*^'"  de  diamètre  et  pèse  2008.  La  tige  rectiligne  OS  est  fixée  au  sommet  S  de  la  calotte  et  passe 
par  le  centre  de  la  circonférence  (G);  elle  est  homogène,  a  une  longueur  de  90*"'  et  un  poids  de  300«.  Le  corps 
est  en  équilibre  sur  un  plan  horizontal  poli  qu'il  touche  par  l'extrémité  0  de  la  tige  et  par  un  point  A  de  la 
circonférence  (C). 

Calculer  les  réactions  du  plan. 

2488. —  Un  point  matériel  M  dont  la  masse  est  égale  à  l'unitéestattiré  par  un  centre  fixe  0;  l'intensité  de  la 
force  attractive  est  mesurée  par  le  même  nombre  que  la  distance  OM.  Le  milieu  dans  lequel  se  déplace  le  poin 
M  oppose  une  résistance  tangente  à  la  trajectoire,  de  sens  opposé  à  celui  du  vecteur  vitesse  et  dont  l'intensité 
est  mesurée  par  le  même  nombre  que  la  vitesse.  A  l'instant  initial,  le  point  M  est  lancé  de  la  position  Mo  et 
l'extrémité  Vg  du  vecteur  vitesse  initiale  forme  avec  les  points  0  et  Mo  un  triangle  équilatérai. 

1°  Étudier  le  mouvement  du  point  M. 

2«  Calculer  le  travail  de  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  point  M  lorsque  ce  point  va  de  M^  au  point  0 
sur  sa  trajectoire. 

.30  Désignons  par  J\a  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  O.M  à  partir  de  la  position  initiale  OM,,.  Montrer  que 
l'on  peut  trouver  une  constante  C  telle  que  le  logarithme  de  la  dilTérence  C  —  d,  varie  proportionnellement 
au  temps.  Démontrer  que  ce  résultat  subsiste  dans  le  mouvement  curviligne  d'un  point  soumis  à  uno  force 
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centrale  queironque  et  à  une  résistance  représentée  i>ar  un  vecteur  proportionnel  au  vecteur  vitesse  et  de  sens 
opposé,  les  conditions  initiales  étant  arbitraires. 

Calcul. 

Résolution  de  l'équation 

f{x)  =  «•  4-  a-  —  lOx  —  8  =  0. 

On   pose    j  =  "^  ~  \         =2v3Î,      et  on  obtient  l'équation  en  y 


^44  2v'31» 


En  posant,  enfin,    d  =  cosa,    les  racines  de  l'équation  en  y  sont 

«                              a  -l-  2ï:                              2  4-4- 
y,  =:cos^,  yj  =  005  —  3 — ,  ya  =  cos — ^ 

1»  Calculer  y,,  y,,  y,  et  les  racines  correspondantes  de  l'équation  proposée  :  ar,,  xj.  x,, 
2°  Vérifications  :  calculer  [[x^),  /"(x^),  /(x,); 

X,  4-a:,-|-x„  x^x,  4- x,x,  H- x.Xj,  XjXiXj. 

Prendre  comme  ligne  de  terre  le  petit  axe  de  la  feuille. 

On  désigne  par  (H)  et(V)  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical  de  projection. 

On  donne  dans  (H)  une  circonférence  (C).  Son  rentre  0  est  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  7""  en  avant 
de  (V);  son  rayon  a  pour  Ioni.'ueur  6"".  On  désigne  par  A  l'extrémité  du  rayon  OA  de  cette  circonférence 
incliné  à  45»  sur  la  ligne  de  terre,  A  «'tant  à  droite  de  0  et  plus  près  que  0  do  la  ligne  de  terre.  On  considère 
le  cùne  ayant  pour  base  (C)  et  pour  sommet  le  point  (S)  qui  est  situé  à  lO*"  au-dessus  de  (H),  à  10""  en  avant 
de  (V)  et  qui  se  projette  à  3""  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille.  Soit  (P)  le  plan  mené  par  0  parallMemenl 
au  plan  tangent  au  cône  suivant  la  génèralrire  SA  et  soit  (Q)  le  plan  de  front  mené  par  le  point  le  jtlus  en  avant 
de  la  section  du  rône  par  le  plan  (P).  Hf'présenter  la  portion  solide  du  cone  située  au-dessus  de  ^H  ,  au-dessous 
de  iPi  et  en  arrière  de   Qi. 

Plu/sique. 

i'our  projeter  sur  un  écran  l'image  ayrandie  d'un  objet  qui  en  est  situé  à  une  distance  donnée  D,  on 
dispose  de  deux  lentilles  minres  convergentes  dont  les  distiinces  focales  sont  respectivement  égales  k  f  ei  f,  et 
iju'on  place  l'une  derrière  l'autre  de  manière  que  leurs  axes  optiques  coïncident. 

1  .Montrer  qu'à  chaque  valeur  de  la  distance  c  entre  les  deux  lentilles  correspond  au  plus  une  valeur 
ili'tenninée  du  grandissement  i\  de  l'image  agrandie  et  que  cette  valeur  est  indépendante  de  l'ordre  «lans  lequel 
les  lentilles  sont  placées. 

2"  Montrer  que,  si  l'image  est  droite  par  rapport  à  l'objet,  son  grandissement  est  maximum  lorsque  la 
distance  c  rntr»'  les  deux  lentilles  est  égale  à  la  moitié  de  la  distance  I)  entre  l'objet  et  l'écran.  Trouver  la 
condition  ù  laquelle  doivent  satisfaire  I),  ^  et  ^  pour  que  la  formation  d'une  image  droite  soit  possible. 

3"  Montrer  que,  si  l'image  est  renversée,  son  grandi.ssenient  est  maximum  en  valeur  absolue  lorsque  la 
distante  entre  les  lentilles  est  nulle.  Trouver  la  condition  pour  que  la  formation  d'une  image  renversée  soit 
possible. 

40  Pour  quelle  valeur  de  la  distance  D  (les  dislances  focales  étant  données)  le  grandissement  maximum 
est  il  le  même  pour  l'image  droite  et  pour  l'image  renversée? 

r>°  hélcrminer  rommenl  varient  ces  deux  grandissements  maxima  en  fonction  de  la  distance  D  supposée 
grande  par  rapport  h  f  d  f. 

0"  hans  le  co»  où  f  et  /*  sont  égaux,  déterminer  les  positions  des  lentilles  qui  fournissent  ces  grandis- 
sement» maxima,  les  positions  correspondantes  des  éléments  principaux  (foyers  et  plans  principaux^  du 
système  centré  constitué  par  l'ensemble  des  deux  lentilles  ainsi  que  les  valeurs  des  grandissements  maxima. 

Examiner  le  cas  particulier  où     |)  —  9^ 


Le  nédacteurCférant  :  II.  MIHEUT. 
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SUR    LES   HELICES   CYLINDRIQUES 

par  M.  Anzemberger,  professeur  au  lycée  tle  Besançon. 


Définition.  —  Étant  donnée  une  courbe  plane  (T),  considérons  le  cylindre  qui  admet  (F)  pour 
section  droite;  à  chaque  point  m  de  (F)  faisons  correspondre  le  point  M  de  la  génératrice  de  m  tel  que 
mU  soit  porportionnel  à  l'abscisse  curviligne  de  m.  Le  lieu  du  point  M  est  une  hélice  cylindrique  (C)  de 
base  (F). 

Prenons  pour  plan  xOy  le  plan  de  la  courbe  (F),  pour  direction  Oz  la  direction  des  génératrices 
du  cylindre.  Nous  définirons  la  courbe  (F)  par  les  expressions  des  coordonnées  d'un  de  ses  points  en 
fonction  de  lare  t 

/',  g  sont  liés  par  des  relations  que  nous  allons  établir. 

1"  d^'  =  dl'-hdr;'  =  {P-\-g'')da\ 

d'où 

r-^g"  =  l.  .  (1) 

2°  Soient  a^  8j  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-tangente  correspondant  au  sens  des  arcs  crois- 
sants, «1,  p[  ceux  de  la  demi-normale  faisant  avec  la  demi-tangente  précédente  l'angle    -l-s- 

d^        ft  o         dr\  , 

''^  =  T.^f^  P'=^=^' 


d'où 

.„  _  rfo,  _  açî  „  _  rf,3, fJ,' 

I    —  dr:—  z'  ^—  rfi  — 7' 

s  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  base.  Mais 

a[  =  — P,  =  — ^',  p;  =  a,=/'', 

et  les  relations  précédentes  deviennent 


d'où 


r=-^,      9"=^,  (2) 


/•V'-,77"  =  i.  (3) 
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Les  coordonnées  diin  point  do  l'hélice  (C)  sont  alors 

x  =  f{n),,  U  =  9{'')^  z  =  k':,  (4) 

/.  «'tant  une  constante,  et  /",  7  liés  par  les  relations  (1),  (2),  (3). 

Longueur  d  arc.  —  liaprès  (1), 

,h^  =  dx'  4-  (!'/  -h  d'J  =  (/•'*  -\-9'*-h  A*)(/a^  =  (!-+-  k')d'7\ 
ds  =  slY^I:'d':\ 

en  faisant  correspondre  sur  (C  )  et  (i)  les  origines  et  les  sens  positifs  des  arcs,  on  voit  que 

5  =  /L4rp(7:  (5) 

l'arc  d'hrliri'  est  proportionnel  a  l'arc  correxpumlitut  d<'  la  hase. 

iiir'tproijuemenl.  cherchons  les  courbes  qui  satisfont  à  la  propriété  précédente.  Définissons  une 
It-llo  (••)urhe  par  les  équatifms 

x  =  /'(a),  i/  =  j7(7),  5  =  X((ï); 

toujours  d'après  (!), 

rf*»  =  (/"* -+- j/'* -+- X'«) rfc' =  (  1 -H  a'») do* ; 

pour  que  .t  soit  proportionnel  à  a,  il  faut  et  il  suffit  que  À'  soit  constant,  d'où,  par  un  choix  convenahle 
de  l'origine  des  arcs,     ),  =  /i'7.     et  la  courbe  est  une  hélice. 

Hkmauqie.       :  est  proportionnel  ii  -j,  donc,  d'après  ce  qui  précède,  à«  : 

-         *    :>: 


In  rôle  d'un  point  de  r hélice  est  proportionnelle  à  l'arc  correspondant.  Ilcciproquement,   définissons  la 
courbe  comme  précédemment  : 

ds^  =  {l-ï  >.'-)(/<:«,  dz  =  l'dts\ 

pour  que  ;  soit  propnrlinniirl  .'1  v,  il  fnni  v\  il  siidil  iiu.' 


donc  (jue  À'  soil  constant,  et,  comme  précédenimenl,  la  courbe  est  une  hélice. 


{A  suivre.) 


(.KOMITIUK   WALYTIOUE 


2304.  —  l/ne  lifjne  droite  cl  une  rirconft^rence  tournent  chacune  d'un  mouvement  uniforme  avec  des 
vitesses  respectives  w  et  ir'  autour  cfun  point  fixe  0  commun  aux  deux  lignes. 
1"  f'hiirhé'v  II'  Uni  #/.',  Il"/  j„ir  If  point  de  rmcontrc  M  des  deux  lignes. 

Le  construire  dans  l  hijpothcse  où     m  :=--,=  —  \.     On  délerminern  le  rayon  de  courbure  aux  points 
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remarquables,  l'aire  d'une  boucle  fermée  de  cette  courbe,  et  le  volume  décrit  par  cette  boucle  tournant 
autour  de  son  axe  de  symétrie. 

Montrer  quil  existe  deux  droites  qui  interceptent  sur  la  perpendiculaire  au  rayon  OM  en  M  une 
longueur  constante. 

2",  Toujours  dans  Vhypothèse  m  =  —  j ,  déterminer  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  l'accélération 
du  point  M  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  à  ce  rayon  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 

Porter  sur  le  vecteur  OM  une  longueur  OP  égale  à  la  vitesse  du  point  M;  construire  le  lieu  du  point  P. 

(École  nationale  supérieure  des  mines,  concours  de  1919.) 

1.  Nous  prenons  pour  origine  des  temps  Tinslant  où  la  droite  passe  par  le  centre  du  cercle,  et  pour 
axe  polaire  la  position  de  la  droite  à  cet  instant,  le  point  0  étant  le  pôle. 

A  riuslant  t,  la  droite  OM  et  le  diamètre  OCD  du  cercle  font  respectivement  avec  Ox  les  angles 
irt  et  u/t;  par  suite,  si  p  et  oj  sont  les  coordonnées  polaires  du  point  M,  on  a 

p  =  OD  cos MOD  =:  2R  cos(«;  —  lo')  t,        o)  =  irl, 

R  désignant  le  rayon  du  cercle. 

En  éliminant  t  entre  ces  deux  relations,  nous  obtenons  l'équation  polaire 
du  lieu  du  point  M, 


:=  2R  cos    1 


//• 


M. 


Si     —  =  — 1,     celte  équation  devient 

c  =  2Rcps2co. 

Elle  représente  une  courbe  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  et  aux  bissectrices  de  ces  axes. 
l*our  la  construire,  on  fait  varier  co  de  0  à  'j;  p  décroît  de  2R  à  0,  et  on  obtient  Tare  de  courbe  AMO, 

qui  est  normal  à  Ox  au  point  A     (0A=:2R)    et  qui  est  tangent  en  0  à  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  aux  axes  et  aux  bissectrices  nous  obtenons  la  courbe  ci- 
contre,  bien  connue  sous  le  nom  de  rosace  à  quatre  branches. 

Le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule 


|p-  +  2p*  — pp  I 

On  a     p  =  2Rcos2o^,    r/  =  — 4Rsin2co,    p"  =  — 8R  cos2oj;     on 
en  déduit  aisément 

•    p2-f-p'^  =  4R^(l-h3sin2  2o3), 
p2  4_  2p'2  —  p  p"  ='4R2(o  -h  3  sin-^2co), 


et 


5-j-3sin-2w 


Au  point    A  ((0  =  0)     on  a    ?': 


2R 
5  ' 


ou 


et  au  point  0    (i-)  =  j\,     /•  =  2R. 
L'aire  S  d'une  boucle  est  égale  au  double  de  l'aire  limitée  par  l'arc  AMO  cl  l'axe  polaire.  On  a  donc 

S=  r 'JdM  =  AK-  /"cos-2corfoi  =  2R-  /'\cos4(o-f- l)rf(.), 

,  'il    '  t,'ii  •  Il 

1C 

TtR^ 


:2R« 


sin4o> 
~~4~ 
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Calculons  mainlenanl  le  volume  V  engendré  par  l'ain-  OAM  tournant  autour  de  Ox.  Nous  décompo- 
sons cellf  aire  en  secteurs  infiniment  petits  tels  que  nMM';  d'après  le  théorème  de  (iuldin,  le  volume 

engendré  par  celle  aire  est  égal  à  la  valeur  d.;  laire,  soit  ^'/d(o,  multipliée  par  la  circonférence  que 

Q  2 

décrit  le  centre  de  gravité  de  l'aire.  Ce  centre  de  gravité  est  sur  OM,  à  la  dislance     00  =  yOM  =  Jp; 

t)  2     . 

sa  distance  à  i)x  est  'c  sino»,  et  la  circonférence  décrite  est  2::.  i.p  sino>. 

Le  volume  engendré  par  laire  OMM'  est  donc 

-.s-rfw.2Ti  "s  sinw  ou  --.'  — cos^2t.jsin(.»rf(i), 

2 '  •>  '  " 

et,  par  suite,  le  volume  demandé  est 


V=:—  /      COS^2oj  sm (•»(/<•). 

En  utilisant  la  relation     ^  cos'0  =  cos30-t- 3cosO,     on  a 


'V=    ';,       /    (cosGo.  sin«.)-h3cos2(.)sin(o)(Z<.), 
.1     .  'il 


3     <'u 
el,  en  Iranslurniant  les  produits  en  sommes  au  moyen  de  la  formule 

2  sinfl  cos^  =  sin('<  -t-  0)  -t   sin(a  —  0), 


f)n  obtient 


V  =  "  .,      /    'sin7o>  —  sinSto -+- 3  sin3o)  —  3  si n  (•))(!«). 


On  en  déduit 


ou 


,,      2iiH*i      cosTo.  ,  cosSo)  „     ,  „  I' 

V  =  — ; — s       H » C0S3K>-f-  3  COSw  ,    , 

3  /  o  lo 


v=";;!''(H.i-9). 


et,  on  ajoutant, 


ou 


La  perpendiculaire  en  M  ii  la  droite  OM  rencontre  les  bissectrices  des  axes  aux  points  W  et  C  et 
"on  a,  dans  les  triangles  rectangles  ()MB,  0M<., 

MB  =:tg(^ -...).               MC=ûtg(^-ho3), 
BC:=zllCOS2o>.— Tj r-Tj =  IK, 

2  —  tg^.. 

ce  qui  démonlre  I;i  proposition  énoncée.  Les  droites  cherchées  sont  les  bissectrices  des  axes. 

On  déduit  de  \ii  que  la  rosace  Et  quatre  branches  est  la  podaire  de  l'hyporycloïde  à  quatre  rebrous- 
semenls  par  rnpporl  ti  son  centre. 

2.  Nous  avons  trouvé  au  début 

p  =  2Rco8{/r  — //•')r,  M  =  irt\ 

pour    w'  =  —  IV,     les  formules  deviennent 

p  =  2R  (-082  «7,  w  =  irt. 
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Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  à  ce  rayon  dans  le 
sens  des  arcs  croissants  sont 


d: 


On  en  déduit 


""-^dr 


Vv 


Cl) 


c]_ 
'  dt 


WK  =  —  \Kw  sin2/'7, 
Les  composantes  de  l'accélération  sont 


(di^Y 
\dt)  ^ 


ou 


Yk  =  — 10H?r-cos2«7, 
La  grandeur  de  la  vitesse  est 


Vp  =  2Rz6'cos2'.'.7. 


j.     d  /  ^di') 

^''~}diV  ~dt 


Yp—  -HH?<;=sin2?t'/. 


par  suite,  le  lieu  du  point  P  a  pour  équation  polaire 


p  =  2RwVl+3sin-2w.  "^ 

Cette  équation  représente  une  courbe  symétrique  par  rapport  aux  axes  et  par  rapport  aux  bissec- 
trices de  ces  axes.  Pour  la  construire  nous  faisons  varier  w  de  0  à  7'; 

4 

s  croit  de  2IUo  à  iRo:),  et  nous  avons  l'arc  de  courbe  AB.  Il  n'y  a  plus 

qu'à  achever  par  symétrie. 

Comme  on  a 

6  sln2cf)  cos2oi 


z'  =  %\\w 


on  en  tire 


Vl  -h  3  sin^2w 


, ,  _  p 1  -f-3sin^2(o 

^  c'       6sin2co  cos2c)' 


et  ceci  montre  que  les  tangentes  en  A  et  B  sont  perpendiculaires  aux  rayons  vecteurs  correspondants. 

Gaston  SI.\GIER,  professeur  au  lycée  de  Valenciennes. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  M.,  à  Gu&rel;  M.  Roux,  au  Creusot;  ïopix,  à  Granclvilliers;  Marcel 
Vasskik,  à  Calais. 

Noie  de  la  Uédaction.  —  Nous  avons  à  signaler  de  nombreuses  solutions  de  la  question  -2297  :  MM.  G.  Lach,  à  Douai; 
A.-O.  GuiHERT,  à  Nantes;  R.  Fkoyer;  J.  Bouciiaky,  étudiant;  G.  Singier;  L.  Hermittk;  L.  Chigannk;  M,  àGuércl; 
F.  Millon;  L.  Lono;  H.  Dumas. 


PHYSIQUE   ET   CHIMIE 
École  polytechnique,  concours  de  1919. 


2300.  — 


1°  Un  tube  de  verre  T,  dont  la  section  est  formée  de  deux  cercles  de  centre  0,  a  pour  diamètre 
extérieur  20S'^4°"°.  //  porte  un  repère  P  sur  sa  paroi  intérieure.  Parmi  les 
rayons  lumineux  issus  de  P,  on  considère  ceux  qui,  de  part  et  d'autre  du  diamètre 
POSS',  forment  une  lame  plane  perpendiculaire  à  l'axe  du  tube  et  d'angle  au  sommet 
très  petit.  Ils  donnent  lieu,  pour  un  observateur  placé  quelque  part  sur  le  prolonge- 
ment de  POSS',  à  une  image  P'.  Calculer  le  rayon  intérieur  x  du  tube  sachant  que  lu 

distance  PP'  a  pour  valeur     PP'  =  s^      et  que  Vindice  n  du  verre  est  égal  à  ^- 
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()n  précisera  les  convenlinns  aduptées  pour  les  signes  des  segments  dans  la  formule  des  foyers 
conjurjxiés. 

-r  On  introduit  dans  ce  tuhr  une  goutte  ii  d'un  liquide  pesant  2.J"»^'  et  mouillant  parfaitement  le  vi n-. 
Elle  y  occupe,  à  la  température  ambiante^  une  longueur  /  =  :i8'"'°.9o  comptée  entre  les  plans  tangents 
aux  sommets  des  deux  ménisf/ues  supposés  sphèriijuex.  Calculer  la  densité  ç  du  liquide. 

3°  Sachant  que,  dans  l'expérienci'  de  Jurin  effectuée  à  la  même  température,  aoec  le  même  liquide  et 
II'  même  tube,  le  volume  du  liquide  soulevé  est  égala  celui  de  la  goutte  G,  calculer  en  unités  C.  G.  S.,  la 
tension  superficielle  A  du  liquide  à  la  température  de  l'expérience. 

A°  Exprimer  ;  et  A  dans  le  système  d'ufiilcs  admettant  pour  grandeurs  fondamentales  le  millimètre, 
le  milligramme- force  et  la  minute. 

\"  On  peut  appliquer  la  formule  des  dioptres.  car  les  rayons  considérés  se  propagenl  comme  dans 
le  i»l;iti  méridien  d'une  lenlille  épaisse.  Le  point  P  donne  par  rapporl  au  premier  dioptre  une  image 
P,  qui  donne  à  son  tour  dans  le  second  dioplre  l'image  P'. 

Posons  SO  =  U,  S'0  =  U',  OP=Jrt,  ()I»,  =  m,,  OP'  =  m.  Prenons  pour  origine  le  point  (» 
et  comme  sens  positif  l(i  sens  inverse  de  la  lumière  incidente.  f>Q  a,  en  appliquant  successivement  aux 
deux  dioptres  l'équation  aux  distances  conju^^uées, 


et  -  —    =    — ,p-,  don  — ^(m  —  1)  (  n  —  ïp)- 


1        H 1  —  Il  „.  n        1  _  /(  —  1  ,._,  n        n 

m,       m        —  K  .., 

(ir     n=    ,     m^x,     m'  =  ^x,     K^j-,     II' =  :2,     et  le  calcul  donne 

.r  =  0°"",5. 

iJ"  Le  volume  de  la  goutte  est  égal  au  volume  d'un  cylindre  de  rayon  ./  et  de  lt»ngueur     l-h'ix, 
diminué  du  volume  d'une  sphère  de  rayon  ./ .  soit 

/  i:x*{l  +  ix)  —  }^T.x^  =  ~(3l-h^x). 

l'.n  remplaçant  les  lettres  par  les  nomltres  qu'elles  représentent,  on  trouve  presque  exactement 
2;J"""",  donc 

r  =  ' 

A    Dans  l'expérience  de  Jurin,  le  poids  du  liquide  soulevé  est  éciuilihré  par  la  tension  superficielle 
(jni  règne  le  long  du  pourtour  du  ménisque,  'l-.r.  Le  poids  est  de23'"<.  On  aura  donc,  en  unités  C.  G.  S., 

2::  X  0,0.i  X  A  =  0,023  X  OS  1 . 

A  ==71.8. 

V    Les  dimensions  de  la  densité  en  fonction  de  la  longueur,  du  temps  et  de  la  force  sonl 

A  =  FL-»T-. 

Dési^iM'ii^  par  les  lettres  non  accentuées  li's  unités  C.  G.  ^.  el  p  ir  les  lettres  accentuées  i<  ■>  nmli> 
«lu  nouveau  système;  on  a 

â?  =  f(ï7)    \T)  • 
Or,  ..  représent»!  la  nouvellr  unii.'  .li'  foi,.,  l'valuée  eu  dynes,  soit    0,OJl  X  î'Hl. 

L'  l 

De  même      ^=0,1     et        r  =  (iO.     On  en  déduit 

|,=2,83xlO-«. 
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Or,  les  nombres  qui  mesurent  une  même  grandeur  sont  dans   un  rapport  inverse  de  celui  des 

o'        A 
unités.  Donc,  si  p' est  la  nouvelle  évaluation  de  la  densité,      ^  =  — , , 

3  A 

p'  =  2,83x10-». 

De  même,  les  dimensions  de  la  tension  superficielle  sont 

B  =  FL-'. 
On  a  donc 

B'~F'VL7     ~0,001x981^"'^  — 981' 
A'=71,8x|^=:7,32. 

On  peut  encore  raisonner  de  la  manière  suivante.  Cherchons  la  valeur  en  grammes  de  la  nouvelle 
unité  de  masse  M'  :  c'est  la  masse  à  laquelle  le  poids  du  milligramme,  qui  vaut  en  dynes    0,001  x  9.S1 , 

donne  une  accélération  d'un  millimètre  par  minute,  soit  „  '      C.  G.  S.  Donc 

M' =  0,001  X  981  X  36  000. 
La  masse  d'un  millimètre  cube  de  liquide  est  0°,00i  et  elle  contient  M'  un  nombre  de  fois 

0,001 


0,01)1x981x36  000 


=  2,83xlO-«. 


De  même,  la  nouvelle  unité  de  force  valant  en  dynes    0,001  x  981,     une  dyne  vaut  dans  le  nouveau 
1  71  8 

^-^^^^'"^    0  001  X 981  '     '^^'''^  valent     ô-ôûr><98Î'     ^^  ^^'  ^*'^'  P^^  millimètre, 

. ,  —    ^18^  —  7  09 
"~  0,981  ~    '      • 

Jean  BOUGHARY. 
Bonne  solution  de  M.  A.-O.  Guiberx,  à  Nantes. 


2301.  —  Etant  donnée  une  solution  très  étendue  de  potasse  qui  a  été  additionnée  d'une  certaine 
quantité  de  chlorure  de  potassium,  on  y  dirige  à  froid  un  courant  de  chlore  jusqu'à  ce  qu'il  cesse  d'être 
absorbé  et  l'on  admet  qu'à  ce  moment  il  n'ij  a  pas  un  excès  de  chlore  libre  dissous  et  que  le  volume  de  la 
solution  n'a  pas  été  modifié. 

Après  avoir  constaté  que  le  liquide  (dnsi  obtenu  a  des  propriétés  nettement  oxydantes,  on  en  prend 
lO""'  que  l'on  étend  d'eau  de  façon  à  en  faire  un  litre  et  l'on  cherche,  au  moyen  d'une  solution  titrée 
d'acide  arsénieux,  quel  est  le  pouvoir  oxydant  du  liquide  dilué.  On  constate  ainsi  que  10'^°'^  d'une 
solution  normale  d'acide  arsénieux  exigent,  pour  leur  oxydation,  44"°', 64  du  liquide  dilué. 

D'autre  part,  on  prend  oOO'""'  de  ce  même  liquide  dilué;  on  les  évapore  lentement  à  siccité  et  l'on 
chauffe  progressivement  le  résidu  jusqu'à  la  température  du  rouge.  Le  résidu  de  cette  calcination  est  repris 
par  l'eau  et  la  solution  additionnée  d'azotate  d'argent.  On  obtient  un  précipité  dont  le  poids  est  de  2e, 87. 

Déduire  de  ces  données  les  quantités  de  potasse  KOH  et  de  chlorure  de  potassium  contenues  dans 
100"°'  de  la  solution  initiale. 

On  indiquera  les  réactions  auxquelles  donnent  lieu  les  diverses  opérations  mentionnées  et  l'on  dira 
au  moyen  de  quels  réactifs  on  pourra  vérifier  que  le  liquide  provenant  de  l'action  du  chlore  sur  le  mélange 
initial  est  doué  de  propriétés  oxydantes. 

Poids  atomiques  :     H=l;     Cl  =  35,5;     0=16;     K  =  39;     Ag  =  108. 

On  entend  par  solution  normale  d'acide  arsénieux  une  solution  telle  qu'elle  exige,  pour  son  oxydation, 
un  volume  de  chlore  égal  au  sien,  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  pression. 
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On  prendra  pour  volume  moléculaire  celui  de  l'oxifgéne,  calculé  dans  les  conditions  normales,  avec  la 
densité  de  ce  gaz  égale  à  1,105  et  la  masse  du  Ulre  d'air  égale  à  18,293. 

Soient  x  et  y  les  nombres  de  millimoléciiles  de  pelasse  et  de  chlorure  de  potassium  contenus 
respectivement  d.ms  KXr»»  de  la  solution  initiale,  de  telle  sorte  que  la  composition  de  ces  10(J'-»  sera 

renri'scntée  par 
'  xKOM-f-,»/KCl. 

Le  chlore  agit  exclusivement  sur  la  potasse  suivant  l'équation 

J(2K0H  +  CH  =  KCl  -h  ClOK  -h  H»0). 

Les  10"°'  prélevés  et  étendus  ii  un   litre  contiennent  seulement  la  dixième  partie  de  ce  qui  se 
trouvait  dans  les  100"»\  c'est-à-dire 

.;oCIOK-i-(|j-h^)KCl. 

et  les  i4""',()i  prélevés  sur  ce  litre  représenttnl 

lT)00^2û^'-*''-^\2n-^ïr)j''^'r 

Or,  riiypuclilorile  réagit  sur  l'acide  arsénieux  suivant  léciuation 

ClOK  -h  AsO'IP  =  KCl  4-  AsO*HS 

c'est-à-dire  exclusivement  par  l'oxygène  qu'il  contient  et  qui  équivaut  à  un  volume  double  de  chlore. 
L'hypochlorite  employé,  équivalant  à  10'"'  de  chlore,  contient  donc  5"°'  d'oxygène. 
D'autre  part,  le  volume  millimoléculaire  est  égal,  d'après  les  données,  à 

'*- =  22  i 

1,105x1,293  ' 

Le  volume  d'un  inilliatome  d'oxygène  en  fst  la  moitié,  donc 

10(^-^20^      '  '  

Les  SOO'"'  évaporés  contiennent 

Sous  1  action  de  la  clialfur,  l'hypochloril'"  subit  successivement  les  transformations  représentées 

par  les  équations  suivantes  : 

3C10K^CIO'K-r   2KC1, 

2C10»K  =  2K(;l   t   30». 

Le  résidu  contient  donc 

500  ar-f- V  .  ,,,        1  ,      .      ^  ...., 
j^-^'KU  =  ^Q(xH-y)K(.l. 

Ce  chlorure  est  précipité  par  l'azotate  d'argent  : 

KCl  4-  AzO'Ag  =  AgCI  -f-  AzO'K. 
I  ir      \g<il  =  1  V3,5,     donc 

JL(x^-y)li3,5  =  2K70  d'où  î/_=.^- 

Les  poids  moléculaires  de  la  pola.sse  ft  du  chlorure  de  potasMUui  étant  respectivemont  5»»  et  7i,5, 
ou  en  déduit,  pour  les  <|uantités  demandées,  évaluées  en  grammes, 
11,2  de  potasse  et  M,!>  de  chlorure  de  potassium. 
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Enfin,  les  principaux  réactifs  qui  permettent  de  constater  les  propriétés  oxydantes  de  Ihypochlorile 
sont  :  l'indigo,  qui  est  décoloré;  l'iodure  de  potassium,  dont  Hode  est  libéré;  le«  sels  ferreux,  qui  soûl 
changés  en  sels  lerriques;  le  sulfure  de  plomb,  qui  est  transformé  en  sulfate  blanc. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Jean  Boughary  et  Gaston  Rov. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1920) 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  {Suite) 


III.  — .  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

10433.  —  Trouver  les  équations  d'une   droite   passant  par   le  point  (1,   2,   .S)   et  rencontrant  les  deux   droites 
X  —  1 y  —  1 z  —  3 


2      —      1      ~      4 


et  x-f-^-i-:  =  2,  X  -h  y  —  z  :=  i. 


y 


—  434.  —  Perpendicultiire  commune  à  l'axe  des  z  et  à  la  droite    x^=  az  -\-  p,    y  —  bz-^q.    Plus  courte  distance. 

—  435.  —  Transformation  de  coordonnées  dans  l'espace.  Déduire  la  formule  a  =  bc"  —  cL"  de  la  formule 
L  —  yZ  —  z\. 

—  436.  —  Trouver  l'angle  des  deux  droites  sections  du  cône    yz  -f-  zx  -+-  x(/  =  0    par  le  plan    x  +  y  -h-  z  =  0. 

—  437.  —  Que  représentent  les  équations  x  =  ^  ^^ ,  y  =  ^  _^_"^a  >  ^  =  i'I.fi''-  Montrer  que  c'est  une  ellipse, 
trouver  son  plan  et  son  aire. 

—  438.  —  Normales  issues  d'un  point  (a,  §,  y)  à  la  surface    z  =  ..^'^. 

—  439.  —  Étudier  la  surface    z  =  e-'+y. 

—  440.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  projection  d'une  droite  lixe  sur  un  plan  qui  tourne  autour  dune 
autre  droite  fixe. 

—  441.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  égal  à  45°  et  une  droite  A  rencontrant 
l'axe  et  parallèle  à  l'une  des  génératrices.  Trouver  la  surface  engendrée  par  les  perpendiculaires  communes  à  A  et  aux 
génératrices. 

—  442.  —  Équation  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  x^  -h  y^  -^-  z-  =  R-  et  ayant  pour  sommet  k  point  M(j.o,  y„.  z^,). 
Quel  lieu  doit  décrire  le  point  M  pour  que  ce  cône  coupe  le  plan  des  xy  suivant  une  hyperbole  équilalère? 

—  443.  —  Trouver  l'aire  du  cylindre    x(x2 -^  yi)  —  a{v^  —  y^)  =  0    limitée  pajr  le  paraboloïde    a>j  —  zx. 

—  444.  —  On  considère  la  surface  de  révolution  définie  par  l'équation    /"(S,  P)  =  0,    où  l'on  pose 

S  EEE  a;2  -+-  j/2  _|_  22  _  2ax  —  2by  —  2cz,  P  =  îix  -f-  ry  -t-  wz  -+■  h. 

Former  l'équation  de  la  méridienne  de  la  surface  rapportée  à  deux  axes  de  son  plan. 

—  445.  —  On  considère  la  courbe  C,  x  =z  t,  y^i^,  z  =  <3,  et  une  sphère  ayant  son  centre  à  l'origine.  Un 
plan  tangent  à  la  sphère  rencontre  la  courbe  en  trois  points.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  gravité  de  ces  trois  points. 

—  446.  —  Lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  droites  fixes  soit  constant. 

—  447.  —  Trouver  le  lieu  engendré  par  une  droite  s'appuyant  sur  les  courbes  y- — i/>x:=0,  z  =:  0  cl 
X-  —  4p»/ =  0,  z=p,  de  telle  manière  que  les  plans  tangents  à  la  surface  lieu,  aux  points  où  la  droite  rencontre  les 
paraboles,  soient  confondus. 

—  448.  —  On  considère  la  courbe  x  =  sin^  l  —  co&'^ t ,  y  =  2/ —  2  sin  /  cos<,  :  =  4sin/.  Calculer  les  cosinus 
directeurs  a,  b,  c  de  la  tangente.  Vérifier  que    a-  -+-  b-  -h  c^  =^1.    Dilférentielle  de  l'arc.  Hayon  de  courbure. 

—  449.  —  On  tïonne  un  cône  de  révolution  et  une  droite  parallèle  à  une  génératrice.  Trouver  le  lieu  des  piod^des 
perpendiculaires  communes  à  la  droite  et  aux  génératrices  du  cône. 

—  450.    —   On    fait    tourner    la    courbe    j:  =  "^    "~  ",\    y  =  T,       Lu'    ^~n W^     autour  de   Oz.    Déterminer 

l'aire  engendrée  par  cette  courbe  entre  les  deux  plans    z  =  Zq    et    z  =  2,. 

—  451.  —  On  considère  la  sphère  x'i  +  y*  -+-  z2  =  36  et  le  cylindre  x-  -+-  y-  =  6.r,  et  on  demande  de  calculer  la 
surface  du  cylindre  comprise  entre  la  sphère  et  le  plan    z  =:  0. 
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10452.  —  On  donne  la  parabole  y»— 2/jx  =  0,  z  =  0,  les  axes  étant  rectangulaires,  et  le  point  A(0.  0.  p).  Du 
poinl  A  on  abaiss-^  AT  perpen.liculaire  sur  la  tangente  en  un  point  de  la  parabole.  TrouverJ^quation  du  cône  engendré 
par  AT  quand  la  tanKcnte  varie. 

—  453.  —  On  coupe  un  tore  de  collier  nul  par  un  plan  parallèle  au  deuxii-me  bissecteur.  Trouver  laire  de  la 
section. 

—  454.  —  Un  tore  a  axe  vertical  est  coupé  par  un  |ilan  de  front  touchant  le  collier.  Aire  de  la  courbe  intersection. 

—  465.  —  On  donne  une  droite  l)  et  un  cercle  C  qui  rencontre  la  droite  D  en  un  poinl  0  et  tel  que  D  se  projette  sur 
I.-  plan  .In  cercle  suivant  un  diam.tre  de  ce  cercle,  équation  de  la  surface  engendrée  par  les  droites  perpendiculaires  à 
I)  .-t  qui  renrontrenl  le  cercle.  Volume  compris  entre  la  surface  et  le  cercle. 

—  456.  —  On  donne  une  surface  de  révolution  aulnur  de  G:.  Trouver  la  ligne  dombre  projire.  les  rayons  lumineux 
étant  parall.les  à  la  direction  a.  p.  y.  Projection  de  celle  courbe  sur  le  plan  des  xy;  tangente  en  un  poinl. 

_  457.  —  Trouver  le  volume  engendré  par  la  rotation  de  la  courbe    y  =  —     autour  de  Ox,  de  0  à  x. 

—  468.  —  On  (onsid.re  la  courbe  définie  par  le»  équations  x*  +  v- -+-;-  — a- =  0,  x* -+- y- —  ox  =  0,  et  on 
demande  le  lieu  des  traces  des  tangentes  à  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy. 

—  469.  —  On  donne  un  cercle  et  une  droite  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  et  rencontrant  le  cercle.  Trouver  la 
surface  .ngendrée  par  une  droite  variable  sappuyant  sur  le  cercle  el  la  droite  donnée  et  faisant  avec  le  cercle  et  cette 
«Iroite  des  angles  égaux. 


(A  suivre.) 


SUJKTS  I)K  CONCOUHS 


ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES 

(Cours  spéciaux.) 


Concours  de  1920 


Algihre  et  analyse. 

1.  -  2489.  On  donne  la  figure  AllFCD  formée  par  le  carn''  ABCD  de  côté  2R  diminué  du  demi-cercle  RFCE 
de  rayon  H,  et  dont  le  cenlif  est  en  E.  milieu  de  H<>.  Otlo  linure,  en  tournant  autour 
de  AI),  engendre  un  volunie  de  révolution  dont  on  demande  le  moment  "l'iniTti»'  par 
rapport  à  .M)   pris  pour  axe  des  :). 

li    —  2490.  1    Intégrer  l'équation  difTi'rentielle  du  premier  ordre,  où     y':=-p, 

y  -  -ry-  4-  Ç(2y*  _  2y'-h  1)  -  3  =  0, 

en  dérivant,  et  prenant  comme  variables  x  el    y'  =  /)    (e  est  la  base  des  logarithmes  népériens'. 

2°  La  .solution  g-'-ni-rale  étant  mise  sous  la  forme  jr=F(p),  y  =  /'(p),  trouver  la  solution  particulière 
qui  pn-nd  la  vab-ur  x=  1  quand  p  =  0;  étudier  pour  cette  solution  la  variation  de  y  en  fonction  de  x,  et 
la  représenter  graphiquement. 

■   H"  Calculer,  pour  cette  solution  particulière,        /  yhlx. 

[Durée  .•  4  'i.) 

Géométri'  et  mécanique. 

I.  —  Construire  la  courbe  (x*-+-y')x  — ay'  =  0  [a  étant  un  norabie  posilifU  Chercher  ses  asymptotes  et 
ses  branches  à  l'origine. 

On  (  <>nsid6r<'  en  particulier  la  courbe  obtenue  vn  faisant  a  -  1  r\  on  iul-uc  la  langente  au  punit  d  ab^i  i^--'  I 
cl  d'ordonner  positive. 

On  demande  à  r^.  près  les  coordonnées  du  in.int  d  intersection  autre  que  le  point  de  contact  de  celle 

tangente  avec  la  courbe. 
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II.  —  Une  tige  homogène,  pesant  ï,^'^  et  de  3"»  de  longueur,  peut  osciller  dans  un  plan  vertical  autour 
d"une  de  ses  extrémités  0  qui  est  fixe.  En  prenant  pour  simplifier    y=  10,    les  unités  étant  le 
/^       mètre  et  la  seconde  :  — 

1  *  1"  On  demande,  à  -^  de  seconde  près,  la  durée  des  petites  oscillations  du  pendule  ainsi 

;         constitué; 
ij         j  2»  On  suspend  à  l'extrémité  A  une  petite  sphère  de  dimensions  négligeables  et  pesant  ^^e 

^      et  l'on  demande  la  durée  des  oscillations  du  nouveau  système  ainsi  constitué  ; 

3'^  On  demande  avec  quelle  vitesse  angulaire,  exprimée  en  tours  par  seconde,  à  j^  près,  il 

faudrait  lancer  le  système  tige-sphère  à  partir  de  la  position  verticale  OA,  A  étant  vers  le  bas, 

.        ^        pour  que  la  barre  arrive  sans  vitesse  à  la  position  verticale  symétrique  OA',  A'  étant  vers  le  haut; 

pjg  1      F  '   2  ^^  appliquera  pour  cela  le  théorème  des  forces  vives  ; 

4«  Ou  considère  à  nouveau  à  part  la  tige  et  la  sphère.  La  tige  occupe  la  position  OA.  La 

sphère   lancée  horizontalement  avec  une  vitesse  de  5  m.  :  sec.  vient  heurter  la  tige  au  point  A  et  reste  à 

partir  de  ce  moment  attachée  à  la  tige.  On  demande,  en  appliquant  le  théorème  de  Carnot,  la  vitesse  angulaire 

l 
(exprimée  en  tours  par  seconde  à  jttç.  pi'ès)  de  l'ensemble  du  système  immédiatement  après  le  choc. 

{Durée  :  4  h.) 

Épure  (le  géométrie  descriptive. 

On  trace  les  deux  axes  de  la  feuille,  qui  se  coupent  au  point  0  :  le  petit  axe  constitue  la  ligne  de  terre  xy^ 

On  considère  le  point  (S,  S')  dont  les  projections  horizontale  et  verticale  sont  sur  le  grand  ax"e  de  la  feuille 
respectivement  à  120'""  au-dessous  et  au-dessus  de  xy,  et  la  droite  de  front  (D,  D')  qui  passe  par  le  point  (S,  S']^ 
fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  60°  et  a  sa  trace  horizontale  t  à  droite  du  point  S. 
~"       La  droite  (D,  D'),  en  tournant  autour  de  la  verticale  du  point  S,  engendre  un  cône  de  révolution,  C. 

Un  deuxième  cône,  K,  a  son  sommet  sur  la  droite  (D,  D'),  au  point  situé  à  80">™  au-dessus  du  plan 
horizontal.  Sa  base,  dans  le  plan  horizontal,  est  un  cercle  passant  parle  point  t,  coupmt  orthogonalement  en 
ce  point  le  cercle  trace  horizontale  du  cône  C  et  ayant  même  rayon  que  lui  ;  son  centre  est  entre  la 
droite  D  et  xy. 

On  demande  de  déterminer  : 

i"  la  partie  non  rectiligne,  L,  de  l'intersection  des  deux  cônes  C  et  K  ; 

2°  l'ombre  portée  par  cette  courbe  L  sur  le  plan  horizontal,  lorsqu'elle  est  éclairée  par  des  rayons  lumi- 
neux parallèles  à  son  asymptote  réelle. 

Ces  courbes  seront  tracées  à  l'encre  de  Chine.  Les  contours  apparents  des  cônes  G  et  K,  et  les  lignes  de 


construc'ion  seront  tracés  à  l'encre  rouse 


3^ 


{Durée  :  3  h.) 
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2491.  —  Trouver  l'équation  du  cône  de  révolution  autour  de  l'axe 

y  =  i,  x  =  a-hpz  —  p-, 

et  ayant  la  génératrice 

y=l,  Z:=p. 

Déterminer  p  par  la  condition  que  ce  cône  passe  à  l'origine  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

Démontrer  que  la  courbe  (P j  d'intersection  de  ce  cône  avec  le  plan  xOy  est  la  parabole  y--\-2x  —  2j/  ^0, 
dont  on  demande  le  foyer  et  la  directrice. 

Trouver  l'équation  du  faisceau  de  coniques  (C),  ayant  avec  la  parabole  (P)  trois  points  confondus  à  l'origine 
et  qui  passent  encore  par  le  point  d'intersection  de  cette  courbe  avec  la  droite    y  ^^  mx    du  plan  xOy. 

Déterminer  le  lieu  des  centres  des  coniques  iC),  m  ayant  une  valeur  donnée. 

Démontrer  que  pour  chaque  valeur  de  m,  on  trouve,  parmi  les  coniques  [C,\  une  parabole  (V)  et  une 
hyperbole  équilatère  (H).  Trouver,  m  étant  variable,  les  lieux  des  foyers,  du  centre  et  l'enveloppe  des  axes  de 
l'hyperbole  (H). 

Trouver,  parmi  les  coniques  (C),  le  cercle  osculaleur  à  l'origine  à  la  parabole  (P). 

N.  Abramesco. 


/lOi 


kcolp:  centrale 


DEUXIÈME    PARTIE 


ÉCOLE   CEMMALi: 


Concours  de  1919. 

2308.  —  Ou  rnnsidrre  la  cuhiijue,  «/"(m -h  1)'  — m(m -}-  l)'i/*x— mVm-i- l)'ax» H- 2a*(m-^  l)t/  =  a*, 
rapporlt-e  n  deux  nxps  nxlanguluives  Ox  et  0;/;  n  di^sujne  vnp  fnnr/iipur  yiosilice  donnée  et  m  un  paramétre 
variable. 

On  demande  : 

\°  de  fin-mer  l'éffualinn  de  l'asymptote  rectiligne  de  cette  cubique; 

2"  de  trnucer,  reconnaître  et  construire  l'enveloppe  de  cette  asymplitte,  lorsque  m  varie; 

.{'  de  trouver,  reconnaître  et  construire  le  lieu  du  point  où  la  cubique  est  coupée  par  cette  asymptote. 

1.  récrivons  I  t'(juali(Mi  dt-  la  cubiqui'  suus  la  forme 

(m  H-  1  jVî/  —  "'-r)  —  "»'('"  -f-  l)*aa:*  -+-  2n«(m  -h  l)t/  —  n*  =  0; 

nous  mêlions  ainsi  en  évidence  une  première  direclion  asymploli(|u»>  (J<»ul)Ie),  y^  =  0,  »!"'  corres- 
pond à  une  bran«'lie  parabolique  el  une,  seconde  direclion  asyniplolique  simple),  i/  =  mj;  pour 
avoir  l'asymplole  correspondanln,  coupons  par  la  sécanle  t/  =  »«x-hX  el  écrivons  que  l'équalion 
aux  X  des  poinls  de  renconlre, 

(m    t    1  I»  (mx  -h  À)».X  —  m-im  H-  I  iVj./-  4-  ±r(m  -f-  1)  (mx  -+-  X)  —  0»  =  0, 
a  une  racine  inlinie;  il  vicnl 

d'où     À  = r     el  l'équalion  de  l'asvmplole  «si 

»i  -f-  1  ^  '     ' 

y  =  mx  -h 
'>!i,  on  ordoiuiaiil  par  rapport  à  m, 


a 


m 


1' 


(i) 


wi'xH-m(«  — y)  — ly  —  o)  =0. 

2.  Ci'lle  droile  a  pour  enveloppe  la  parabole 

'  (jp_y)i.^.yr(y  —  a)  =  0.  (2\ 

lan^'onle  aux  droites    x  =  U,     y  =  n     en  leurs  pt)inls  de  rencontre  O  et  A  avec  la  promicre  bissec- 
trice. En  ordonnant  l'équatiou  i2),  on  obtient 

(x-hi/)* — 4ax  =  0; 

on  vu  déduil  aisément  qui-  la  parabole  enveloppe  admet  pour  axe  la  parallèle 
à  la  seconde  bissectrice  mtnée  par  le  poinl  B  (x  =  0,  i/^a);  ce  point  H  est 
d'ailleurs  un  poinl  de  la  directrice  (tangentes  rcclan^rulaires),  le  foyer  est  le  pied  1' 

(x  =  ^,    y=:-\    de  la  pirpendiculaire  abaissée  du   point  H  sur  la   corde  des 


>nla(ls(>A  el  le  sommet  esl  le  milieu  S  de  la  droite  OH     (x=r-^,     y  =: -çV 
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3.  L'asymptote  rencontre  la  cubique  en  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

a  a 


X  ■ 


2ïn(m-f-l)' 


?/  = 


2(m-|-l)' 


(3) 


a 


ce  poinl»-est  situé  sur  la  droite     y-\-mx^^^     (d'où     m^=.  —  ^); 
son  lieu,  quand  m  varie,  est  l'hyperbole 

±xxj  —  2y-  —  ax  =  0 

ayant  pour  centre  le  point     (x^a,     y^=^\,     et  pour  asymptotes 

les  droites    y  =  ^,     oc  —  y  —  '^^0.     On  peut  la  construire  aisément  au  moyen  des  expressions  para- 
métriques de^  et  y,  ou  encore  en  résolvant  l'équation  par  rapport  à  a;  ou  à  y. 

P.  L. 

Bonnes  solutions  de  MM.  :  P.  âbadie,  sous-lieutenant  au  81°  R.  A.  L.,  Metz;  Auguste  Berlandk,  à  Lyon;  Yves  Bou- 
THiLLiER,  élève  de  l'École  centrale;  L.  Chiganne,  155°  R.  A.  P.  E.  M.,  Strasbourg;  Louis  Gautiiikk,  conducteur  des  Ponts 
et  Chaussées  à  Craponne,  Haute-Loire;  A.  HuTiNEL,  à  Cannes;  Paul  Labat,  élève  de  l'École  polytechnique;  G.  Lach,  à 
Douai;  E.  Logeard;  A,  Le  Marchand,  ii  Paris;  H.-L.  Mennessier,  à  Évreux;  M.,  à  Guéret^M.  Roux,  au  Greusot;  Gaston 
SiNGiER,  professeur  adjoint  au  lycée  de  Valenciennes;  Topin,  à  Grand villiers. 

Autres  solutions  :  MM.  Paul  Bernard,  à  Paris;  Jean  Bouchary,  étudiant;  L.  Long,  à  Châtellerault;  Ch.  Page,  à  bord 
de  la  Ville  d'Ys;  Robert  Pierre,  école  normale  de  Saint-Cloud. 


2309.  —  On  considère  une  tige  rectiligne  OD,  fixe,  non  déformable,  d'épaisseur  nrgli(jeable,  faisant  un 

angle  donné  a  avec  l'horizon  OH,  et  en  dessous;  et  une  plaque  ABC  de  poids 
donné  P,  homogène,  non  déformable,  d'épaisseur  négligeable  et  ayant  la  forme 
d'un  triangle  équilatéral  de  côté  donné  a.  Au  sommet  A  est  attaché  un  fil  flexible, 
OA,  de  poids  négligeable,  de  longueur  invariable  égale  au  côté  a,  et  dont  V  extrémité 
0  est  fixe.  Un  autre  sommet,  B,  de  la  plaque,  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  la  tige  OD,  dont  la  longueur  est  supérieure  à  2a. 

On  demande  de  calculer  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  AOB,  ou  0, 
correspondant  à  la  position  d'équilibre  de  la  plaque  ABC,  et  de  reconnaître  si  cet 
équilibre  est  stable.  Calculer  la  réaction  de  la  tige  et  la  tension  du  fil  pour  cette  position  d'équi- 
librée. 


Prenons  comme  axes  Ox,  suivant  la  lige  rectiligne  OD  et  Oy  suivant  la  perpendiculaire  à  OD  ; 

représentons  le  poids  du  triangle  par  le  vecteur  P  passant  par 
le  centre  de  gravité  G  du  triangle  (et  qui  fait  l'angle  a  avec  la 
direction  de  Oy);  soit  R  la  réaction  (normale)  de  la  lige  et  T  la 
tension  du  fil.  Désignons  par  \  la  valeur  algébrique  de  la  force 
tangentielle  qu'il  faudrait  appliquer  au  point  B  pour  maintenir 
le  système  en  équilibre  dans  une  position  quelconque,  corres- 
pondante un  angle  0  donné. 

Calculons  d'abord  les  coordonnées  du  point  G  ;  le  point  A  a 
pour  coordonnées     x=:acos(i,     i/  =  asinO: 

le  point  B,  .rr=:2acosO,  î/  =  0, 


406  KCOLK    CENÏHALfc: 


elle  pointe,     x  =  2acosO -+-acos^-|  —  oV     y  =  asin  f '^j- —  0  j  .  On  en  déduit,  pour  le  point  G, 

ar  =  nr>a  cosft  -i-^(V3sinO  —  cosoJ  =- j^Qa  cosO-t-a  VâsinO  1  , 

»/  =      «  sin 0   f  ^(  v'3  cosO  -f-  sin  0)    ==  -    3a  sin  0  -h  a  x  3  cosO    • 
Le  poids P  a  pour  composantes  Psina,  I'  «osa  et  son  moment  par  rapport  au  point  0  est 

-^^IcosaOcosO-h  v-<  sinO)  —  sin  7.(3  sinO  h- ^3  cosO)]. 
o 

Les  quantités  analogues  pour  les  vecteurs  II,  T  et  X  seront 

0,  —\{,  —  2iRcosO; 

—  TcosO,  —TsinO,  0; 

X.  0,  0; 

d'oii  les  trois  équations  d'équilibre 

F  sin  a  —  TcosO  H-  X:=0, 

P  008 X  —  U  —  T  sin 0  =  0, 
^[cosa(9cosO  -4-  v3  sinO)  —  sin  2(3  sinO  -h  \  3  cosO)|  —  2R  cosO  =  0. 


De  la  dernière  on  tire 


R  =  j^[cosa(l)  4  s  3  IgO)  —  sin 2(3  tgO  -h  v'3)]  ; 


portant  dans  la  seconde,  il  vient 

'^  =  Tilïïôf^*^''"^^  ~  ^ ^  ^^''^  "*"  ^'"  ^^'^  '«'^  "^  ^'^)^' 

d'où 

P  - 

X  =r  .Q    ■    Q[cosa(3  cosO  —  y  3  sinO)  -f-  sina(  —  9  sin  0  -h  v3 cosO)], 

c'est-à-dire 

^^P(3co8»-f-v/3sina)/  l-^-3v'3tK«^ 

lî  \  v^3-hlg«    J 

Posant     tifO.  =  — ^- J^       ,     l'expression  de  \  devient 


V       P(3cos«-r  s3  9inx),     ,   ,  ,   ,  , 

x  =  -^ ^,^- (cotgo  — coigoj. 


On  voit  donc  que,  pour  0=:0„,  X=:0,  le  système  eçt  en  équilibre;  pour  0  <  0„  X  >  0,  le 
point  H  est  à  droite  de  la  position  d'équilibre  et  il  faut,  pour  l'empêcher  d'y  revenir,  lui  appliquer  une 
traction  positive;  enlin  pour  6  >  0^,  X  <  0,  le  point  H  est  à  gauche  de  la  position  d'écjuilibre  et  pour 
l'y  maintenir  il  faut  lui  appliquer  une  traction  dirigée  vers  le  point  0;  la  position  d'équilibre  est  donc 
stable. 

P»iur    0  =  0.,     on  trouve 


u  _  pCO«i'«H-2\3sina  rosat  —  sin*« ,,,   .        vco9'«-^-2  V^8'o«co8«-f- 7  sin'a 

co9« -+-3  v'3  sin«  cos«-f-3  ^3  sin  x 

On  peut  remarquer  que  la  position  d'équilibre  correspond  au  passage  du  point  (î  au  point  le  plus 
bas  de  sa  trajectoire.  Appelant  X  et  Y  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  à  l'horizontale  OH  et  à 
la  verticale  du  point  0  dirigée  vers  le  bas,  nous  aurons 

X^jrcosa  —  y  sin 2,  Y  =xsin» -f- j/ C08i, 


ÉCOLE  CENTRALE 


407 


ce  qui  nous  donne,  pour  le  point  G, 

1  -  '1 

X  =: g(9a  cosO  +  a  ^3  sinO)  cosa  —  ^(3a  sin 6  +  a  \  3  cos6)  sin  a, 

Y  =  g  (9a  cos 6  -h  a  yj3  sin  6)  sin  a  -h  g (3fl  sin 6  H-  a  ^J3  cosô)  cos  a. 

Prenant  la  dérivée  de  Y  par  rapport  à  0,  on  trouve 
Y> Q  ^3 


[(sin a  H- v/3  cosa)  cos9  — (3  v3sinaH- cosa)  sinO]  ; 


elle  s'annule  bien  pour    tgO 


\/3  + tgg 

~~l-4-3v/3tgc 


en  passant  du  positif  au  négatif,  et  Y  passe   par   un 


maximum.  Dans  cet  ordre  d'idées,  on  lira  avec  intérêt  là  solution  géométrique  ci-dessous. 

P.  L. 

Solution  géométrique.  —  Le  lieu  de  C  est  une  droite (*)  passant  par  0  et  faisant  un  angle  de  30" 

avec  OB  et  au-dessous  de  cette  droite.  On  en  déduit  que  les  extrémités  B,  C  du  cùté  BG  de  longueur 

constante  glissent  sur  deux  droites  fixes  et  que  le  centre  de  gravité  G  de  ABC,  invariablement  lié 

à  BC,  décrit  une  ellipse  (G)  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  les  bissectrices  de  l'angle  BOC,  le  grand 

^  axe  selon  la  bissectrice  interne.  Les  valeurs  des  demi-axes  sont  faciles  à 

déterminer  en  traçant  le  cercle  circonscrit  (A)  au  triangle  OBC,  dont  le 
centre  est  A  et  le  rayon  a;  le  diamètre  de  ce  cercle  passant  par  G  coupe 

les  bissectrices  de  BOC  en  M,  N  : 


demi-grand  axe  ==  GN  =  a 


demi-petit  axe  =  GM=:a -  =  a(l =\ 

V3         V        v'3/ 


Soit  maintenant  ABC  la  position  d'équilibre  cherchée.  Les  directions  de  la  tension  T  du  fil  et  de  la 
réaction  R  normale  en  Bà  OB  se  coupent  en  I,  centre  instantané  de  rotation  de  la  position  de  ABC;  leur 
résultante  fait  équilibre  au  poids  P  de  ABC  et  la  direction  de  cette  force  passe  par  I.  Or,  la  droite  IG 
est  normale  au  lieu  géométrique  du  centre  de  gravité  G  invariablement  lié  à  ABC.  On  en  déduit  aisé- 
ment que  la  tangente  en  G  au  lieu  de  G  est  horizontale,  puisque  IG  est  verticale;  par  suite,  G  est 
l'extrémité  la  plus  basse  du  diamètre  de  l'ellipse  (G)  conjugué  de  la  direction  OH. 

On  est  ainsi  ramené  à  un  problème  connu  :  mener,  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  connus  (et  par 
suite  les  foyers),  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

11  y  aura  toujours  une  solution  et  une  seule,  telle  que     ABO  ==  .\0B  =  0. 
Si  l'on  remarque  enfin  que 

Bm  =  a,  0IG  =  5  — (Ô-4-a), 


on  obtiendra  sans  peine  la  construction  de  R  et  T  dont  la  résultante  appliquée  en  I  a  pour  intensité  P 

et  est  dirigée  vers  le  haut. 

H.-L.  MENNESSIER,  à  Évreux. 

Bonnes  solutions  de  M.M.  :  A.  Berlanoe,  à  Lyon;  P.  Bkhnaro,  à  Paris;  Yves  Bocthillikk,  élève  de  l'Hcole  cenlraie; 
L.  Chiganne,  E.  m.  du  155'  R.  A.  P.,  à  Strasbourg;  R.  Gaugai.n,  à  Dijon;  Louis  GAiniiiER,  à  Craponne  (llaule-Loirc); 
A.  HuTiNEL,  à  Cannes;  G.  Lach,  à  Douai;  M.,  à  Guérct;  Cli.  Pacé.  à  bord  de  la  \'illc  d'Ys;  .M.  Roix,  au  Creusot; 
Gaston  Sinuier,  professeur  adjoint  au  lycée  de  Valenciennes;  Topi.v,  à  Grandvilliers. 


C)  On  a 


OAC  =  180°  —  20  -I-  60°  =  240°  —  26, 
AOC^=  ACO  =  J(26  —  60°)  =  6  —  30°, 


.langle     BOC  =  30°. 


\{)H 
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2310.  —  Dans  un  liuingle  isocèle     ABC  ou     AC=HC.     on  dt  signe  parts  la  valeur  commune  des 
angles  \  el  B.  et  pur  D  le  point  de  rencontre  de   In  hissectrice  intérieure  de  l'angle  A  avec  le  cùtè  opposé. 

On  donne  In  longueur    l  de  In  hissectrice  AD  et  la  longueur  m  de  la  moyenne  géomé- 
Irigue  entre  les  segments  1^0  et  1>G  que  cette  bissectrice  détermine  sur  le  côté  opposé  : 

\[)  =  l,  ïi[).l)C=ni*. 

Calculer  oosj  en  fooctinn  des  données,  et  trouver  la  condition  qui  doit  exister 
entre  ces  donnces  pour  que  le  problême  soit  possible. 

Application    numérique    :     /  =  3"     el     »M:=i».     Calculer   dans  ce   cas,  a   vu 
^n     cenlimètre  près,   les  rayons  du   cercle  circonscrit,  du  cercle  inscrit,  et  des  cercles 
luinsrrits  nu  triangle  ABC. 
\ota.  —  Les  considérations  géométriques  seront  favorablement  appréeié,\^. 

Solution  sommaire.  —  Los  deux  triangles  ABD  el  ADC  donnent 


BD  _    AD 
sinj      sinia' 

CD          AD 
siox      sin  Ij- 

l'I.  comme      \n:=/. 

BD^r^'v, 

sin  'Ijr 

> 

CD='.^'';'. 

sm4jr 

D'ailleurs, 

BD. 

DC 

=  m\ 

l-  sin*x  =  MJ*  sin  ix  sin  Ix, 

Sw*  cos*x  cos2a  —  {-  =  0, 

8m»  cos*x(2  cos»x  _  1)  —  /*  =  0. 

A  B  lfim-eos*x  — 8»r-cos»x  — /*  =  0. 

La  racine  positive  de  celte  équation  du  second  tiegré  en  cos'x  esl  seule  acci-plabli- 


COS'X  = 


H\m^ 


cos.x=',(l-VV^l.^^.) 


Condition  de  possihilit'    . 
snlisraite;  la  premit^re  donne 


o. 


8»!*, 


C'est  l'unique  condition  de  possibilité. 

.Xpplicadon  numérique  :     /=:H,     m  =  4. 


:os*x  <  1  el     > 


ou 


Alors 


/<imvi. 


La  seconde  condifion  os!  toujours 


m»— nr 

cos'x 

8mx  =  ^, 

sinir 

co9ftr_2cos*x- 

'=1 

^  ^  ^<  >^  vj _  3  v7 
-^4^  4  ~    S 


sin4x  = 


3V7 


.,,      /sin3x      ,4cos*x  —  I 5 

Au  = :» —  »=  •        . —  s» 


SIDZX 


icosx 


3 
COSX=r^. 


AC=  =10 

Mil     II 
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sinA       sin2a?      3^7         3^7 

21 

2j  <  2;     il  suffit  de  calculer  v/7  à  une  demi-unité  près  du  second  ordre  décimal;  c'est  2,65  par  excès- 

nous  prendrons  ensuite  H  par  défaut  ce  qui  atténue  l'erreur;  nous  trouvons  ainsi 

R  =  5,04. 

Calcul  de  r.  S  =  »r  =  -7-r,  r=i-; 

^         A    '  45' 

2S  =  CA.CB.  sin4x  =  CÂ\  ^[nix  =  ^^^, 

32 

,_    300v/7   _30V7 
^'~45xl6~"    72    ' 

Il  suffit  de  prendre  ici  v'7  avec  deux  décimales  par  défaut; 

30  X  2,64  _  26,4 

''~        72         ~  24   ' 

r=l,10,     par  défaut. 

Calcul  de  r,.  s  =  {p  —  c)rc=  1-^  —  ^\  r,. 

35  _  'iS  _  300  v/7  _  30  ^7 

4'"  ^^"âo^lGxSS  — ~56~' 

_  30  X  2,64  _  79,2 
^'^        56        ~   56  ' 

r(,=  l,41,     par  défaut. 

-^  --  iO|r„, 

c_^  _  4S  _  300  y  f  _  60  y?  _  15  v/7 

='  —  4^"'  ''"~"5~16x5~     16    '  ^"  — ~1^ 

Nous  prendrons  ici  v7  avec  trois  décimales, 

15x2,645 


v/7  =  2,645;  r. 


4 
)-„z=:9,91,     par  défaut. 


M.  HOUX,  le  Creusot. 


Solutions  exactes  :  MM.  Mirguet,  à  Guéret;  A.  Berlande,  à  Lyon;  A.  Le  Marchand,  à  Paris;  R.  Rapinat,  sous-iieu- 
tenant  d'artillerie. 

Solutions  avec  une  seule  erreur  :  MM.  G.  Lacm,  à  Douai;  Rkltien;  H.-L.  Mennessier,  à  Évreux;  G.  Si.ngier,  à 
Valencienncs;  Cli.  PvcÉ,  enseigne  de  vaisseau;  P.  Lah.vt;  P.  Bernard,  conducteur  des  Ponts  el  Chaussées;  H.  Gaigai.n. 
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École  centrale,  concours  de  1915. 


2328.  —  Une  source  monochrornatique  fixe  .\B,  placée  dans  l'eau  d'indice  n^,  envoie  des  rayons 
sur  la  première  face  d'une  lentille  mince  0,  d'indice  n,  dont  l'autre  face  est  dans  l'air  d'indice  n.,;  un 


'»I0 


r.iiiMiK 


.  ,nj/»  Ric  CD  recevra  l'image  réelle  et  nette  de  AB,  dont  il  est  séparé  par  une  dislance  invariable  L,  pour 

deux  positions  df  la  lentille  0,  que  l'on  peut  déjtlacer  dans  un  tube  n 
coulisse. 

Celte  lentille  est  biconvexe  et  à  rayons  de  courbure  égaux,  r. 

On  demande  de  calculer  la  distance  x  des  deux  positions  de  la  lentille 
pour  lesquelles  l'image  est  nette  sur  l'écran. 

Après  avo'w  étuhli  la  formule  définitive,  on  fera  l'application  mum- 
riqnc  au  cas  suirmil  : 


n 


,  —  3, 


t)' 


v.  =  l, 


L  =  200'», 


r  =  30"». 


La  position  de  l'image  de  AB  dans  la  lenlille  est  déterminée  par  les  équations 


"1 

— 

— 

"» 

-  n 

Pi 

— 

r 

n 
P 

— 

^ 

n 

r 

"i 

avec  la  condition  ;>,  — }>, —  L. 

L'élimination  de  p  et  de  p.  entre  ces  trois  équations  donne 

Px      L  — ;),  r 

ou,  en  ordonnant, 

kp-  —  (h,  —  II.  -4-  AL];),  -h  «,L  =  0. 

La  distance  x  est  la  différence  des  racines  do  celle  équation  ;  on  en  déduit 

X  =  T  V(n,  —  ».  ■+-  *L)«  —  4A-n,L. 


L  application  numérique  proposée  donne 


A-i- 
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*/     1        ^*0 
4A«,L  =  -5=-, 


x  =  5VlK49  — 1920. 


11  ^  —  «^-4-  AL=;    ,j  , 

La  quantité  sous  !.•  radical  étant  négative,  il  n'y  a  pas  de  solution,  cf  qu'on  peut  encore  vérifier  de 
;i  manière  suivante. 

L'é(|nation  aux  distances  conjuguées  dans  la  lentille  est 


"•_!!i=: 


»,  —  n^ 1 

r  ~  îfi 


?'.       Pi 

cl  les  dislances  focales  sonl    /■,  =  ()<>     «'l    A=*J.  Les   plans  antiprincipuux   >uul  donc  distants  d.- 
120 -h  90  =  210,     distance  supérieure  U  L. 

S'il  n'y  avait  pas  d'eau  devant  la  lentille,  /*,  serait  égal  à  1  et  (»n  trouverait  la  solution     x  =z  liG,.*». 


2329.  —  l"  orKKATioN.  —  0»  fait  passer  un  courant  de  gaz  sulfureux  sur  de  Vhgdrure  de  sodium. 
Tout  ihgdrogène  de  l'hi/drure  est  chassé  cl  il  se  fait  de  l hydrosul file  de  sodium. 

2*  OPÉRATION.  —  L'h>idrogi:nc  dégagé  dans  lu  première  opération  est  mis  en  présence  d'indigo  bleu 
additionné  de  soude.  Sous  l'in/luenre  d'un  calnl>iseur  convenable,  l'indigo  bleu  se  trouve,  dans  ces  condi- 
tions, ramené  à  l'état  d'indigo  blanc. 

3'  oi'ÉHATiON.  —  Lhgdrosulfite  formé  dava  la  première  opération  est  mis  en  présence  d'mdigo  bleu 
nddil'xonné  de  soude.  L'indigo  bleu  se  trouve,  dons  ces  condilimis,  ramené  i)  l'état  d'indigo  blanc. 

On  demande  d'expliquer  et  de  formuler  les  réactions  produites  dans  ces  trois  opérations.  On  prendra 
pour  formule  de  l'indigo  bleu  C"'H'"A7.«0'  et  pour  formule  de  l'indigo  blane  C'^H'^Az^O^Na». 
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On  demande  de  calculer  le  rapport  des  poids  d'indigo  bleu  transformé  en  indirjo  blanc  dans  la 
deuxième  et  dans  la  troisième  opération. 

i""-  opération.  —  Le. sodium  de  Thydrure  se  fixe  sur  le  gaz  sulfureux  avec  dégagement  d'un  volume 
d'hydrogène  égal  à  la  moitié  du  volume  d'anhydride  employé  : 

2S0'^  -h  2NaH  =  S-^O'^Na^  +  H^. 

2^  opération.  —  L'indigo  bleu  fixant  deux  atomes  de  sodium  pour  se  changer  en  indigo  blanc,  ce 
sodium  se  trouvera  remplacé  dans  la  soude  par  une  molécule  d'hydrogène  avec  formation  d'eau  : 

C'^H'^Az^O^  -f-  2NaOH  -+-  H^  =  G'^H'^Az-O^Na^  4-  2H^0. 

3"  opératian-r—  Une  molécule  d'hydrosulfite  de  sodium,  ayant  le  même  pouvoir  réducteur  qu'une 
molécule  d'hydrogène,  produira  la  même  transformation,  l'excès  de  soude  contenu  dans  la  liqueur 
assurant  à  la  fois  la  formation  de  l'indigo  blanc  et  celle  de  sulfite  neutre  de  sodium  : 

C'^H^Az^O^  +  S'^O'vNa^  +  4NaOH  =  G'«H'»Az^0^\a2  -i-  SH^O  +  SSO^Na-. 

La  première  réaction  montre  qu'une  molécule  d'hydrosulfite  correspond  à  une  molécule  d'hydro-, 

gène.  Par  conséquent,  les  masses  d'indigo  transformées  dans  les  deux  dernières  opérations  sont  les 

mêmes. 

Yves  BOUTHILLIER,  École  centrale. 
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10350.  —  Montrer  que  le  lieu  du  conjugué  harmonique  d'un  point  par  rapport  à  un  cône  (du  second  degré)  est  un 
I)lan;  faire  l'épure  en  supposant  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical.    - — . 

—  351.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  coupant  un  cône  de  révolution  suivant  une  hyperbole  équilatère.  Asymp- 
totes. 

—  352.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  s'appuyant  sur  une  circonférence  (o,  o)  du  plan  vertical  et  ilont  la  trace  sur 
le  plan  horizontal  est  une  hyperbole  équilatère.  , 

—  353.  —  Un  cône  de  révolution  a  pour  axe  l'horizontale  (sh,  xli)  et  pour  demi-angle  au  sommet  a;  un  second 
cône  de  révolution  a  pour  axe  la  frontale  (nf,  <j'f)  et  pour  demi-angle  au  sommet  fJ.  Mener  par  un  point  (o,  o),  un  pian 
coupant  ces  deux  cônes  suivant  des  hyperboles  dont  les  asymptotes  soient  parallèles. 

—  354.  —  On  considère  un  cône  (s,  /)  dont  la  base  est  un  cercle  (o,  o')  du  plan  horizontal.  Comment  faut-il  choisir 
un  plan  sécant  pour  que  la  projection  horizontale  de  la  section  :  1"  passe  par  un  point  a;  2'  passe  par  deux  points  a,  6; 
3°  pour  qu'elle  passe  para,  h  et  soit  une  parabole? 

—  355.  —  Mener  un  plan  parallèle  à  une  droite  (A,  A'),  coupant  un  cône  {s,  s),  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan 
horizontal,  suivant  une  parabole  de  paramètre  donné.  Détermination  du  sommet. 

—  356.  —  On  donne  un  cylindre  circulaire  droit.  Construire  l'hélice  provenant  de  l'enroulement  d'une  droite  .VB: 
tangente  eu  un  point.  On  considère  un  point  (>•,  ,^'),  sommet  dun  cùne  dont  la  directrice  est  l'hélice  précédente.  Trouver 

4^a  trace  horizontale  du  cône.  Tangente  en  un  point.  Branches  infinies. 

—  357.  —  Un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  de  sommet  (.^,  s),  a  pour  contour  apparent  vertical  un  triangle  équi- 
laléral  s'ah'\  un  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  la  ligne  de  bout  s  .  Déterminer  le  développement  de  la  courbe 
d'intersection.  Tangente  en  un  point  de  la  section  et  en  un  point  de  la  développée.  Calcul  de  l'angle  du  développcraenl, 
sachant  que  le  rayon  de  base  du  cône    o'a' :=  20'''". 

—  358.  —  On  donne  une  sphère  (o,  o');  mener  un  cylindre  de  révolution  passant  par  deux  points  (a,  «'),  (6,  b)  et 
tangent  à  la  sphère  (on  donne  la  direction  des  génératrices). 

—  358'"«.  —  Un  cône  («,  .«')  a  pour  base  la  circonférence  0  du  plan  horizontal;  mener  à  ce  cône  un  cylindre  de  révo- 
lution bi-tangent,  passant  par  un  point  (a,  ci)  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  horizontale  (;;,  j?'). 
Même  problème  en  rempla<;ant  le  cône  (s,  s)  par  un  cylindre. 

—  359.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  à  axe  vertical.  Sommets  de  la  courbe. 


iU 
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10360.  —  li'MJS  cylindres  onl  pour  bases  les  cercles  0  et  i.»  du  plan  liorizonlal;  leurs  généralrices  sont  rcspeclive- 
mcnl  parallèles  à  (07,  oy)  el  (oÇ,  wô'),  de  front.  Dél'Tniincr  l'inlerseclion.  Construire  la  méridienne  de  la  surface  de 
révolution  i-nKcidrée  par  la  courl»e  d'intersection  en  tournant  autour  d'un  axe  de  front  S,  1'. 

—  361.  —  On  c>nsi.iérc  ileux  cylindres  ayant  pour  bases  dans  !e  plan  horizontal  des  hyperboles  ayant  leurs  axes 
parallèles  :  les  >.'énéralrices  sont  respectivement  paralRl.s  â  (7,  7),  (?,  ô').  Trouver  leur  intersection.  Asymptotes.  Points 
remarquables. 

—  362.  —  fin  considère  un  cylindre  dont  la  base  est  un  ccnle  du  plan  horironlal.  les  t:eiieralrices  étant  parallèles 

a  (7.  ff).  Un  cône  n  pour  base  un  cercle  dans  le  même  plan  et  son  sommet  se  pro- 
jette horizontalement  en  s.  1°  Trouver  la  projection  verticale  «',  sachant  que  les 
deux  surfaces  sont  tancentes;  2°  déterminer  la  courbe  d'intersection  :  points  rcmar: 
quables,  tangente''  au  point  double. 

—  363.  —  Dans  le  plan  horizontal  on  mène  à  deux  circonférences  0,  01  des 
tanpenle?,  commune^  extérieures  qui  9e  coupent  au  point  {a,  «i;  la  droite  {nf,  n'/') 
est  une  frontale  »iir  laquelle  on  considère  deux  points:  (♦,  s)  sommet  di^n  cône  de 
base  0,  (»,  a'),  sommet  d'un  cône  de  base  u.  Intersection  des  deux  cônes. 

—  364.  —  l'p  cône  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  on  le 
coupe  par  un  plan  l'aQ'  et  on  prend  la  section  comme  base  ilun  cvlindre  dont 
les  génératrices  soni  perpendiculaires  au  jdan.  Déterminer  leur  intersection;  tan- 
(çenle  en  un  point. 

—  365.  —  On  donne  un  cône  4lonl  la  base  est  un  renie  du  plan  horizontal;  on  considère  le  cercle  inscrit  dans  le 
trianKie  i'n'f/,  de  contour  apparent  vertical;  on  le  pren>l  pour  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  de  bout. 
Déterminer  rinlerseition.  Plans  limites.  Tan^zenlc  en  un  i>oint. 

—  366.  —  L'n  cylindre  a  pour  base  un  cercle  o'  du  plan  vertical;  ses  génératrices  sont  parallèles  à  une  horizontale 
(07,  0.7').  On  donne  un  disque  er/  situé  dans  \in  plan  vertical  V,  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  On  l'éelaire  par 
des  rayons  lumineux  parallèles  à  une  direction  (?,  ô).  Trouver  l'ombre  portée  sur  le  cylindre;  points  remarquables. 

—  367.  —  L'n  cylindre  a  sa  base  suivant  un  cercle  lo,  0}  du  plan  ve.-tical;  les  génératrices  sont  parallèles  à  (<tg,  oy). 
On  eiinsiilére  une  droite  ('/i.  s'a')  parallèle  a  la  précédii.le:  (»,  s)  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  est  une  circon- 
férence du  plan  horizontal  passant  par  le  point  (a,  n).  Interjection  des  deux  surfaces. 

—  368.  —  On  donne  deux  circonférences  situées  respectivement  dans"  les  jilans  de  bout  P  ,  y  ;  leurs  projections 
horizontales  n.  u,  sont  lanj/.'ntes  à  la  droile  si:  ce  sont  le>  ilireclrices  de  tieux  cônes  dont  les  sommets  ys,  s'],  (7,  o)  sont 
situés  dans  le  plan  liorizonlalj  Intersection;  points  rerdarquables. 

-  369.    —  On   considère  un  cône   de  révoliiliun  a  axe  vertical  de  commet  («,  s');  un  deuxième  cône  de  révolution  à 

i\i   lie  liMiiL  ,1  pour  sommet  (t,  t  )  ;  jnterseelion,  langenle  en  un  point. 

370.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  de  sommet  («,  a)  el  un  cylin'lre  de  révolution  h  axe  de 
bout  (If).  (.)  ).  Déterminer  leur  intersection;  représenter  le  e.'.ne  entaillé  par  le  cylindre.  Ombre  portée  par  i'échancrure. 

—  371.  —  On  lionne  un  cône  île  révolution  à  axe  vertical.  Un  cylindre  de  révolution  a  pour  axe  une  parallèle  (A.  \) 
i\  ni  et  on  donne  son  rayon.  Construire  l'intersee.tion. 

—  372.  —  On  considère  une  frontale  {si,  «'<j');  {*.  >'),  (1,  u')  sont  les  sommets  de  deux  cônes  de  révolution  ayant 
|)our  axe  (""t,  s't  )  el  dont  une  génératrice  est  parallèle  i\  ry.  Intersection  des  deux  cônes;  nature  de  la  courbe  d'inter- 
section. 

—  373.  —  On  considère  une  parallèle  à  x//  (06,  ah),  (u,  «)  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical 
dont  le  demi-angle  au  >ommel  est  de  fiO";  ('/,  A)  est  le  sommet  dun  cône  île  révolution  à  axe  de  bout,  d'angle  égal  k  60*. 
Déterminer  un  point  de  rinlersection  el  la  tangente. 

—  374.  —  Menel'  a  une  sphère  (o.  o)  des  plan»  lank'ents  passant  pai-  une  droite  donnée  (A.  A):  nombre  de  solu- 
tions. 

—  375.     -  On  donne  deux  sphères;  trouver  leur  plan  railical. 

—  376.  —  Déterminer  une  sphère  pas-.nnl  par  un  point  donné  et  langenle  à  trois  plans.  Faire  l'épure  en  prenant 
commu  plans,  le  plan  horizontal,  le  plan  vertical  de  {>roje>  lion  el  un  plan  de  profil. 

—  377.  —  Construire  la  sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre  situé  dans  la  position  suivante  :  sa  base  abc  est  dans  le 
plan  horizontal;  l'arètc  ah  est  perpendiculaire  sur  xy;  le  sommet  (i  a  sa  projection  horizontale  en  c. 

—  378.  —  Construire  un  paraboloide  de  révolution  eonnaissant  le  foyer  F  de  la  parabole  méridienne  et  trois  points 
.V,  B,  V.  de  la  surface.  Ramener  A  construire  un  plan  lan-enl  a  trois  sphères,  ('hoisir  les  plans  de  |>rojcction  de  manière 
h  avoir  les  eonslructinna  les  plus  simples. 

—  379.  —  On  considère  une  sphère  (o,  o)  el  uo  point  («,  «);  déterminer  le  rayon  de  la  courbe  de  contact  du  cône 
circon-i  rit  a  la  sphère  de  sommet  (.»,  n  ). 

—  380.  —  On  considère  une  sphère  (0,  o),  un  point  lumineux  (t,  «')  et  une  droile  (A,  A).  Déterminer  la  porlinn  de 
celle  droite  qui  est  il  l'intérieur  de  l'ombre  portée  par  la  sphère. 

—  381.  —  On  considère  une  sphèr»-  tangente  au  plan  horizontal.  Trouver  la  courbe  ilombrc  portée  par  un  point 
lumiiioiix  (.«,  1'),  situé  dans  le  plan  horizontal  qui  p.issc  pu-  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère. 

--  382.  —  On  considère  une  sphère  (0,  o").  TrouTcr  le  point  oii  la  tangente  h  la  courbe  d'ombr.*  portée  est  de  profil, 
sachant   ii  -i-*  lumineux  sont  parallèles  à  (4,  '.  >    Tangente  a  la  courbe  parallèle  11  une  direction  quelconque; 

trouver  l<   ,  iitacl. 
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10383.  —  On  considère  un  solide  formé  pir  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical,  surmonté  d'un  hémisphère 
dont  le  rayon  est  celui  du  cylindre;  les  rayons  lumineux  étant  à  43°,  déterminer  les  ombres  propre  et  portée. 

—  384.  —  Une  surface  de  révolution  à  axe  vertical  est  définie  par  sa  méridienne  principale  (G,  G).  Mener  à  cette 
surface  un  plan  langent  par  un  point  {s,  s'),  de  façon  que  le  point  de  contact  soit  sur  un  méridien  donné  V.  Méridien 
limite. 

—  385.  —  Plans  tangents  à  un  tore  parallèles  à  un  plan  donné  PaQ'. 

—  386.  —  Section  plane  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical;  tangente  en  un  point. 

—  387.  —  Un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  est  coupé  par  un  plan  PaQ'.  Déterminer  le  contour  apparent 
vertical  du  cône  de  sommet  {s,  s)  qui  a  pour  base  la  section  faite  dans  la  surface  par  ce  plan. 

—  388.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical;  déterminer  le  pôle  d'un  plan  PaQ'  qui  coupe  la 
surface. 

—  389.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  donné  par  sa  méridienne  principale;  on  l'éclairé  par  une  source 
lumineuse  (<■,  s').  Trouver  les  points  où  la  ligne  de  terre  rencontre  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal.  Déterminer  un 
point  de  l'ombre  propre. 

—  390.  —  Ombres  propre  et  portée  par  le  solide  formé  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  que  l'on  coupe 
par  lin  plan  de  bout  P'.  On  suppose  les  rayons  lumineux' de  front. 

—  391.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Où  faut-il  prendre  un  point  lumineux  (î,  s')  pour 
que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole?  Nature  de  la  courbe  d'ombre  propre  suivant  la  position  du 
point.  Déterminer  le  sommet  de  la  parabole. 

—  392.  —  Une  surface  de  révolution  a  pour  axe  la  droite  de  front  (A,  A);  on  donne  la  courbe  génératrice 
(C,  C);  déterminer  son  contour  apparent  horizontal;  point  et  tangente. 

—  393.  —  Mener  à  un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  l'axe  (;,  z')  est  de  front,  des  normales  parallèles  à  la  direction 
(ô,  c).  Nombre  de  solutions. 

—  394.  —  Un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  (:,  =')  est  défini  par  son  foyer  et  son  sommet.  On  donne  une 
horizontale  (h,  h').  Mener  par  cette  droite  un  plan  tangent  à  la  surface. 

—  395.  —  Un  paraboloïde  de  révolution  a  pour  axe  de  front  la  droite  (z,  :');  on  donne  le  sommet  et  le  foyer.  Où 
faut-il  prendre  un  point  lumineux  pour  que  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole?  Déterminer  l'ombre 
propre  en  prenant  un  point  lumineux  quelconque  (o,  o'). 

—  396.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par  la  rotation  d'une  droite  de  front 
(D,  D  );  mener  par  un  point  (s,  s')  des  plans  tangents  à  cette  surface. 

—  397.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical,  engendrée  par  une  droite  de  front  {g,  </');  un 
point  {s,  s')  est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  surface.  Contours  apparents  horizontal  et  vertical  du. cône. 

—  398.  —  Gourbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  a.xe  vertical,  engendré 
par  une  droite  de  front  (d,  d');  les  génératrices  du  cylindre  sont  parallèles  à  (c,  S'). 

—  399.  —  On  considère  un  hyperboloïde  de  révolution  à  a.xe  vertical  engendré  par  la  rotation  d'une  frontale  {f,  /'). 
Déterminer  l'ombre  propre  et  un  point  de  l'ombre  portée,  sachant  que  les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  (S,  ô). 

—  400.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  (z,  z')  est  engendré  par  une  frontale  {g,  g');  on  le  limite  aux 
plans  horizontaux  II'  et  xy.  Déterminer  l'ombre  propre  du  solide  ainsi  formé  éclairé  par  des  rayons  lumineux  de  front  (ô,  &'). 

—  401.  —  Intersection  d'un  plan  PaQ  avec  un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  droite  (rf,  d'),  tournant 
autour  d'un  axe  vertical  {z,  z'). 

—  402.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  est  engendré  par  une  droite  (g,  g);  on  prend  sur  cette 
droite  un  point  (a,  a')  et  on  mène  par  ce  point  le  plan  perpendiculaire  à  [g,  g').  Déterminer  la  section  de  la  surface  par  ce 
plan.  Nature  de  la  conique,  asymptotes. 

—  403.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  engendré  par  une  droite  de  front  (A,  A). 
l"  Quels  sont  les  caractères  de  toutes  les  sections  par  des  plans  passant  par  le  centre?  2°  Trouver  un  plan  passant  par 
le  centre,  tel  que  la  projection  horizontale  de  la  section  qu'il  détermine  admette  une  direction  asymptotique  donnée  et 
passe  par  un  point  donné. 

—  404.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  engendré  par  une  droite.  Déterminer  la  section 
de  cette  surface  par  un  plan  PaQ'.  Axes  de  la  section;  nature  de  celte  conique;  points  à  l'infini. 

—  405.  —  Mener  par  une  droite  (d,  d)  des  plans  tangents  à  un  hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  une  ilroile 
de  front  (A,  A')  en  tournant  autour  d'un  axe  vertical  (:,  s'). 

—  406.  —  Construire  le  contour  apparent  horizontal  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  (;,  :),  engendré 
par  la  rotation  d'une  droite  (A,  A');  reconnaître  la  nature  de  la  courbe. 

—  407.  —  On  considère  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  (:,  ;:).  engendré  par  la  rotation  de  la  droite 
(A,  A').  Déterminer  la  section  faite  par  le  plan  de  front  P. 

—  408.  —  Intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  de  front  (;,  :■),  engendre  par  une  droite  (A,  A  ).  avec 
une  droite  (D,  D). 

—  409.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical;  une  sphère  (o,  u]  a  son  centre  sur  une  parallèle  a  xy 
menée  par  le  sommet  du  cône.  Intersection  des  deux  surfaces.  Développer  le  cône. 
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10410.  —  On  donnr  un  paraboloide  à  axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  de  front  rencontre  l'axe 
<Ui  p.iraboloide.  Trouver  leur  inlersection;  tangente  en  nn  point;  particularités  de  la  projection  verticale,  nature  de  la 
foniqnc. 

—  411.  -  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical;  on  prend  le  point  le  plus  à  gauche  {s,  s')  pour 
sommet  d'un  cAne  de  révr)lution  à  axe  de  front  («,  »':),  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  de  15°.  Intersection;  point 
double;  tanf.'<"ntes  en  ce  point. 

—  412.  —  Un  tore  à  axe  vertical  (:,  :')  est  délini  [lar  le  cercle  cd' situé  dans  le  méridien  principal;  on  considère 
uni-  sphère  (o,  o').  Trouver  un  point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  , 

—  413.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical  engeniin'  l'ar  un  cercle  o'.  In  rslindre  de  révolution  a  pour  axe  la  fion- 
iile  if.  I  )  qui  passe  par  le  centre  <lu  tore;  son  rayon  est  égal  à  celui  du  parallèle  èqnatori  il  .lu  tori^.  Tnmvt'r  lintir- 
si.-ction;  sphères  limites,  points  doubles. 

—  414  —  On  donne  nn  ollipsoidc  de  révolution  à  axe  vertical  (o,  o),  et  un  hyperboloide  de  révolution,  dont  Taxe 
I..I,  r..  ;  fst  parallèle  an  précédent,  engendré  par  la  droite  de  front  (A  ^).  Déterminer  l'intersection.  Nature  de  la  projec- 
tion sur  un  plan  vertical  parallèle  aux  axes  des  deux  surfaces:  sur  le  plan  horizontal  (couper  par  des  plans  horizontaux, 
usage  des  points  cycliques). 

—  415.  —  On  donne  une  surface  gaurlie  de  revolmion  a  a\r  verlicul,  engendrée  par  la  rotation  d'utu-  iKMiUile  i/". /); 
on  consiiJiTe  un  ryiin  Ire  de  révolution  dont  \*'%  gcnénilrioes  >ont  parallèles  à  xij  et  dont  le  rayon  est  le  double  du  ra>on 
du  cercle  «le  gorge;  de  plus  l'axe  du  cylindre  passe  par  le  centre  de  la  surface  gauche.  Trouver  l'inierséclion. 

—  416.  —  On  donne  un  c'inc  de  révolution  à  axe  vertical,  de  sommet  (s.  *);  une  horizontale  (/i,  h)  rencontrant  l'axe 
tourne  autour  <!••  la  li^ne  de  bout  s  et  engendre  un  hypiTl)oloide.  Déterminer  l'intersection. 

—  417.  —  On  «lonne  un  ciSne  de  révolution  à  axe  de  bout,  de  sommet  (.»,  •♦');  une  droite  de  front  (^  p\  rencontrant 
l'axe  du  cône  tourne  autour  de  la  verticale  s;  intersection  des  deux  surfaces. 

—  418.  —  Un  hypcrboloide  de  révolution  à  axe  vertical  est  engenclré  par  la  rotation  d'une  ilroiie  lô,  i}:  un  cxlimlrc- 
a  pour  base  dans   e  [)i.in  vertical  upe  circonférence  de  centre  (n,fi')  et  ses  gcmratrices  sont  parallèles  à  (8,  5').  Intersection' 

—  419.  —  Un  hyperboloidc  de  révolution  a  axe  vertical  (i,  s')  est  engendré  par  une  frontale  (D,  D  );  un  cône  a  pour 
base  un  cercb'  du  plan  vertical  (id,  w);  son  sommet  est  en  (s,  r)  sur  la  droite  (D,  D');  déterminer  l'intersection. 

—  420.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  a  axe  vertical;  un  point  (s,  s)  est  le  sommet  d'un  c«\ne  circonscrit 
à  la  surface;  un  cylitidre  a  pour  base  la  méridit-nne  de  |irolil  de  l'ellipsoïde  et  ses  >.'énératrices  parallèles  {J- jry;  déli-r- 
niiner  leur  intersection. 

—  421.  --  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  a\c  vertical;  un  point  (s,  >  )  est  le  sommet  d'un  cone  dont  la  base 
est   la  méridienne   principale  de  l'ellipsoïde.   Interjection  des   deux   surfaces,    l'oints  où   les  courbes  d'intersection  ^c 

roisent.  Propriété  des  deux  surfaces  en  ces  points. 

—  422.  —  Un  cylindre  a  pour  base  une  ellipse  située  dans  le  plan  horizontal;  les  génératrices  sont  de  front  (g,  v'I. 
Intersection  avec  un  tore  à  axe  vertical,  engendré  par  un  cercle  t>. 

—  423.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  délini  par  deux  droites  (A,  A'),  (Tt,  B)  dont 
les  projections  verticales  sont  parallèles.  Déterminer  la  section  par  le  plan  vertical  de  projection. 

—  424.        Section  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizi>nlal  par  le  second  bissecteur.  Axes  de  la 

■^l'clion,  asymptotes. 

-  425.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  délini  par  la  verticale  (»,  x')  et  la  droite  (A,  A'). 
Mener  par  une  «Iroite  (A.  A')  un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  parabole.  Déterminer  le  sommet  de  la  section. 

426.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  à  |)Ian  directeur  de  bout  P'  est  délini  par  la  verticale  (s,  i)  et  la  droite 

(\,  .\);  déterminer  sa  trace  horizontale. 

427  —  i)n  donne  un  parabcdoide  hyperbolique  dont  le  plan  directeur  est  de  liout.  Trouver  la  direction  de  l'axe: 
déterminer  la  section  faile  par  un  plan  perpendiculaire  a  cette  direction.  Directions  asymploliques  et  asymptotes. 

—  428.  -  On  donne  un  paraboloïde  hyperbcdiquc  a  plan  directeur  horizontal  et  un  point  (.*,  .t);  courbe  deronlact 
du  c«'>ne  circonscrit  a  la  surface  ayant  pour  soniniet  (.i.  >  ;  trace  horizontale  de  ce  cône;  «Iclcrniiner  un  |Kiint  el  la  tan- 
gente. 

—  429.  —  Un  paraboloïile  hyperbolique  a  plan  dirictenr  horizontal  est  défini  par  la  verticale  (j.  z)  el  une  généra- 
trice (?,  K)  <|uelcf>niiue.  Trouver  un  point  <le  la  courbe  d'ombre  propre,  puis  portée,  sachant  i|ue  la  surface  est  éclairée 
par  des  rayons  parallèles  h  {d,  il).  Tangente. 

—  430.  On  d<»nne  un  paraboloïde  hyperbolique  a  plan  directeur  horizontal  et  un  cylindre  dont  la  base  est  un 
cercle  du  plan  horizonlnl,  île  génératrices  parallèles  h  {;/,  ;/)•,  déterminer  leur  inlersection. 

—  431.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  h  plan  flirerleur  horizontal  est  défini  par  la  verlicale  (:,  ;)  el  la  dridf 
(«/,  c/  );  un  cylindre  a  pour  base  un  cercle  du  plan  vertical  dont  le  centre  est  In  trace  verticale  (o.  o)  de  la  droite  {d.  d"); 
ses  génératrices  sont  parallèles  è  (orf,  ud).  Trouver  rinlersceiion. 

432.  —  Un  parnboloidc  à  plan  directeur  de  bout  Q  est  délini  par  la  verticale  (:.  ;)  el  la  droite  (A,  A^  un 
cslindre  de  revidulion  dont  l'axe  vertical  e^l  :,  :')  a  sa  ba-e  suivant  un  cercle  du  (dan  horizontal.  Intersection  de»  deux 
surface»,  tangenlc  en  un  point,  particularités. 

—  433.  —  Un  paraboloïde  hyperboliipie  est  engen-lre  par  des  droites  qui  N'appuienl  sur  les  c«Més  d'un  quadrilatère 
gauche  (ubcd,  a'b'c'd)  (le  ciMé  (Ac.  ttc)  ebt  xerlical].  Un  cone  de  ri'\'.loiiiiii  a  pour  n\e  ,h, ,  t),'\  et  l.i  ltim  r.ilri.e  i'.'/.  ^  if  ï 
commune  avec  le  paraboloïde.  Inicrseclinn  drs  deux  «urfnces. 
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10434.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  a  pour  plan  directeur  un  plan  de  bout  Q';  il  est  défini  par  la  verticale  {z,  z') 
et  la  droite  (ô,  6').  Un  point  {s,  s'),  situé  sur  (6,  £')  est  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  est  une  circonférence  du  plan 
horizontal,  passant  par  la  trace  {a,  a')  de  la  droite  (o,  o).  Intersection. 

-—  435.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  défini  par  la  frontale  (A,  A)  et  la  verticale 
(z,  :').  Une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  est  engendrée  par  la  droite  (A,  A)  en  tournant  autour  de  (:,  z). 
Déterminer  leur  intersection. 

—  436.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  est  défini  par  la  verticale  {z,  z')  et  la  droite 
(o,  û);  (2,  z')  est  l'axe  d'un  tore  engendré  par  le  cercle  o'.  Intersection  des  deux  surfaces;  tangente  en  un  point,  en 
employant  le  cône  des  normales. 

(Fin.) 

. 4 

SUJETS   DE  CONCOURS 


ÉCOLE    DES    PONTS    ET   CHAUSSÉES 
(Cours   préparatoires.) 


Concours  de  1920. 


I.  —  2492.  Soit  l'expression 


>Mgèbre  et  analyse, 
x-hi 


n^) = ^. 


On  demande  : 

1°  de  décomposer  f  {x)  en  une  somme  de  fractions  simples  :  trouver  sa  primitive; 

2"   de    déduire    de   celte    décomposition    un    développement   en   série    de  f{x)   suivant  les  puissance» 
croissantes  de  x, 

ao  +  «ja;  H-  . . .  H-  a„a'"  +  . . . , 
en  calculant  a^,  . . . ,  a»,  ...  ; 

3°  de  dire  pour  quelles  valeurs  de  x  le  développement  est  convergent; 

4"  de  construire  la  courbe  y  =  f{x),  et  de  trouver  ses  maxima  et  minima,  en  calculant  à  -r^  près  la  valeur 
de  X  correspondant  à  celui  des  maxima  qui  a  la  plus  petite  abscisse. 
11.  —  2493.  Calculer  l'intégrale  

J  2a  — a;  V   2a  — x 

_  {Durée  :  4  h.) 

Géométrie  analytique  et  mécanique. 

I.  —  2494.  Déterminer  en  grandeur,  position  et  sens,  l'accélération  d'un  point  qui  décrit  une  parabole 
de  paramètre  p  avec  une  vitesse  constante  Vq. 

En  déduire  une  expression  du  rayon  de  courbure  de  la  parabole. 

II.  —  2495.  Étant  donnée  la  courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

y3  +  2x'y  +  1=0, 

on  demande  : 

1"  de  déterminer,  en  se  bornant  aux  solutions  réelles,  ses  points  d'inflexion,  dont  on   calculera  les  coor- 
données avec  deux  décimales  exactes; 

2"  de  construire  cette  courbe; 

3*»  de  montrer  que  les  points  de  contact,  réels  ou  imaginaires,  des  tangentes  à  cette  courbe  issues  d"un 
point  {Xq,  ?/o)  du  plan  se  trouvent  sur  une  conique  (C). 

On  discutera  la  nature  de  (C)  suivant  les  diverses  régions  du  plan  où  se  trouve  le  point  [x^,  yo); 

4°  de  discuter  la  réalité  du  nombre  des  tangentes  pour  un  point  de  l'axe  de  symétrie  de  la  courbe. 

{Durée  :  ^h.)  - 


41b  QUESTION    PROPOSÉE 


Épure  de  i/t'ométrie  descriptive. 

2496  —  Ux  et  t»v  étant  respectivement  i<-  y>-ui  axe  et  le  grand  axe  de  la  feuille,  on  considère  deux  sphères 
concentriques,  S,  el  S.,,  ayant  pour  centre  le  point  a,  a)  qui  a  ses  projections  horizontale  et  verticale  respecti- 
vement à  HO"""  au-dessous  et. au-dessus  de  Ox,  dans  le  plan  de  proDl  situé  à  50'"™  à  droite  de  Oj/.  Le  diamètre 
de  S,  est  égal  à>2  x  70"»™,  celui  de  Sj  à  70™"'. 

Un  cylindre,  C,,  dont  les  génératrices  sont  des  horiiontales  de  front  est  circonscrit  à  S,. 

Un  cùne,  V..^,  circonscrit  à  S^  a  son  sommet  sur  la  génératrice  la  plus  élevée  du  cylindre,  à  20"»™  à  droite  du 
plan  de  prolil  de  («,  a'). 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  la  partie  du  cône  C^,  supposé  plein  et  opaque, 
comprise  à  l'intérieur  du  cylindre  C|. 

Ces  projections  seront  tracées  en  noir;  les  lign<  s  .Je  constructions  seront  tracées  en  traits  rouges  lins.  On 

prolongera  également   en  traits   rouges  lins   les  branehes   infinies  en   projection    de  l'intersection   des  deux 

surfaces  au  delà  de  leurs  parties  utiles. 

(Durée  .3  A.^ 

♦ 

I.NSTITIT     PoLYTECHNKjli:     DK     GRENOl'.LE 
(Section  supérieure.) 


Concours  de  1920. 


I,  —  Construire  la  courbe 


Composition  île  mathématiques. 

sinO 

P~l  —  2cosO* 


Recherche  des  asymptotes.  Points  d'intersection  de  la  courbe  et  des  asymptotes. 

H.  —  Déterminer  le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation 

X»  4-  2./-  -H  3  =  ^'x*'^  i. 

m.  —  Déterminer  el  construire  l'enveloppe  de  la  famille  de  droites 

(X«  -+-  2\)x  -h  (2X  -I-  1  )  y  =  2fl  À  ; 

a  constante  donnée,  X  paramètre  variable. 
Calculer  l'aire  limitée  par  cette  enveloppe. 


Durée  ;  4  h. 


QUESTION   PROPOSÉE 


2497.  —  On  considère  une  parabole  P,  deux  tangentes  fixes  issues  dun  pi>iMt  A  et  une  tangente  variable 
qui  rencontre  les  deux  autres  en  M  et  C.  Montrer  que,  dans  le  triangle  ABC  : 
1°  le  milieu  de  ItC  décrit  une  ligne  droite; 

2"  le  centre  de  gravité,  les  centres  tlii  cercle  cinonst  rit  et  du  cercle  des  neuf  points  décrivent  des  droites; 
.1°  la  perpendiculaire  à  IIC  en  son  milieu  enveloppe  une  parabole; 
4»  le  cercle  des  neuf  points  enveloppe  une  cubique; 
5"  el  enfin  la  droite  d'Kuler  enveloppe  une  coni(]ue. 

h.    .N.    ItMll^lKN. 


Le  nedacteur-Geraut  :  II.  VLIHKUT. 


Couiommiers.  —  iinp.  Pail  BRODAHD. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


yote  (le  la  Rédaction.  —  Nous  ne  publierons  de  solution  de  la  question  2483  que  si  nous  recevons  de  nos 
correspondants  des  solutions  exactes  et  complètes. 


PREMIERE    PARTIE 


SUR   LES   HELICES   CYLINDRIQUES 

par  M.  Anzemberger,  professeur  au  lycée  de  Besançon  (Suite). 


Taugente.  —  Les   cosinus   directeurs  de  la    demi-tangente   correspondant  au  sens    des  arcs 
croissants  sont 


y. 


__dx_     f  o^dy^     g'  .,_^ 


v  =  ^  =  A-.  (6) 


Y  est  constant  :  la  tangente  à  V  hélice  fait  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylindre.  Réciproquement, 

fi-'' 
définissons  la  courbe  de  la  même  façon;  pour  que     '!  =  -r     soit  constant,  il  faut  et  il  suffit  que  ;  soit 

proportionnel  à  s,  et  la  courbe  est  une  hélice,  d'après  ce  qui  précède. 

Remarque.  —  L'indicatrice  sphérique  des  tangentes  est  une  courbe  plane,  puisque  y  est  constant, 
donc  c'est  un  cercle.  Réciproquement,  si  l'indicatrice  sphérique  des  tangentes  est  un  cercle,  en  prenant 
pour  axe  0:  par  exemple  la  perpendiculaire  au  plan  du  cercle.  •;  est  constant,  et  la  courbe  est  une 
hélice. 

Considérons  maintenant  les  équations  de  la  tangente  : 

r  —  f g  —  q z  —  ^g 

la  trace  de  celte  droite  sur  le  plan  xOy  est  définie  par 

:=0  et  ^^^Ç^— ^~T'^  =  --cr.  d'où  /=/— 7/".  q  =  g  —  r,g\ 

t  'J 

/',  g'  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  demi-tangente  positive  à  (l^),  et  5  l'arc  de  (F);  x,  y  sont  les  coor- 
données d'un  point  d'une  développante  de  (P).  Les  traces  des  tangentes  à  l'hélice  décrivent  sur  le  plan  de 
hase  une  développante  de  la  base.  Réciproquement,  définissons  la  courbe  (C)  toujours  de  la  même  façon; 

les  équations  de  la  tangente  sont 

X  —  /" y  —  g z —  À . 

/"  .'/  ' 

7-^  =  -^-T^  =  — -,,     dou 


la  trace  sur  le  plan  xOy  est  définie  par    :  =  0    et     — ^ 


x  =  A-i/- 


'/  =  ,7  — f '/ 


4IH  SI  U    LKS    HKLiCES    CYLINDIUOL'KS 


pour  que  ce  puiol  décrive  une  développante  de  la  hase,  il  faut  el  il  suflil  que 

>.  À'       1  ,  >  _ ,  -  _  I. 

A  AT  k 

el  la  courbe  est  une  hélice. 

IlEMAHCti'E.  —  La  Irace  de  la  tnnrjenle  à  l'hélice  sur  le  plan  de  base  est  indépendante  de  k. 

Plan  osculateur.  —  Le  plan  osculaleur  est  défini  par  les  deux  directions 

x"  =  r  =  -!'i  y"  =  9"  =  ^^  ■'=^K 

r  ^ 

d'après  les  relations  (2).  Un  voit  que  la  direction  a",  y',  z"  n'est  autre  que  la  normal»'  au  cylindre.  /.'• 

plan  oscuhiteur  est  normal  au  cylindre.  L'hélice  est  une  géodésique  du  cylindre. 

llèciprotjuement,  clierchons  les  géodésiques  du  cylindre.   Définissons  encore  la  courbe  par  les 

équations 

x  =  f(z),  y  =  g{':],  :  =  À(5), 

d'où  x'  =  /■',  '/'  =  '/,  z'  =  À', 

el,  d'après  (ïJ).  x"=--^,  i/"  =  -.  :''  =  'a''; 

I  t 

les  coefficients  de  l'équation  du  plan  osculateur  sont  alors,  d'après  (3), 

A  =  y'z"  —  z'y"  =  l"y'  —  À' ^' ,  B  =  zj" -  x'z"  =  -  // /'  -  W^' ,  C  =  xy"  —  y'x  =  J ; 

t  ' 

pour  (jue  le  plan  osculaleur  contienne  la  normale  au  cylindre,  dont  les  paramètres  sont  — g',  /',  0. 
il  faut  et  il  surfit  (jne 

ou,  d'après  (1),  X"  =  0,  À'  =  A-,  el  la  courbe  est  une  hélice.  Si  /.=(),  on  obtient  les  sections 
droites. 

Hkmakquk  1.  -  La  mélliodc  précédente  suppose  que  la  courbe  (C)  corresponde  point  par  point  à  la 
base  (T);  elle  écarte  donc  le  cas  où  :  serait  arbitraire,  c'est-à-dire  le  cas  des  génératrices  du  cylindn'. 
On  sait  «[«le  toute  droite  d'une  surface  est  une  géodésique  de  cette  surface.  Donc  les  tjèodés'iques  d'un 
rijUndrc  en  sont  les  hélices,  les  sections  droitfs  et  h's  yénératrires. 

Ukmahouk  h.  —  Quand  on  applique  une  surface  (S)  sur  une  surface. (S),  les  géodésiques  de  (."*)  se 
transforment  en  les  géodésiques  de  (S).  Le  ryliudre  étant  une  surface  developpable,  el  les  géodési<|ues 
du  plan  étant  des  droites,  on  voit  que  si  on  (h-twloppc  le  cylindre  sur  un  />/«»,  les  hélices  se  transformrnt 
en  droites,  et  réciproquement,  en  exceptant  les  droites  correspondant  aux  génératrices  et  aux  sections 
droites  du  cylindre. 

Iti.MAHOiK  m.  —  Le  plan  osculateur  ayani  pour  caracléristiciue  la  tangente,  sa  Irace  sur  un  plan 
quelconf|ue  a  pour  caracléristique  la  trace  d»'  la  tangente  sur  ce  plan,  el  l'enveloppe  de  la  trace  du  plan 
osculaleur  n'est  autre  que  le  lieu  de  la  trace  de  la  tangente  sur  ce  plan.  Si,  en  particulier,  on  considère 
le  plan  de  base,  d'après  lu  propriété  de  la  tangente,  on  voit  qu"  la  trace  du  plan  osrulaieur  »>  Chéliee 
sur  /«•  plan  df  base  enveloppe  une  développante  de  la  base  cl  réciproquement. 

Einorniale.  —  Les  pnramèlres  directeurs  di-  la  binorniali'  sont  les  coefficienls  de  l'équation  du 
plan  osculateur 

.\  =  tj  z    -  :'./"  =  -  A^' ,       IJ  ^  ;  *"  —  *  s  =  -  k''  .        •'  =  xy"  —  q'x  =  '  .        A    •    lî-      L  =  — "*"  ** 

9  f  .- 
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,preDons  sur  celle  binormale  une  direclion  posilive  quelconque,  par  exemple  celle  donl  les  cosinus 
direcleurs  sont 

J'-        Jf^  p"=.__iL=_,  i'  =  ^À=-  (7) 


y"  est  constant,  la  binormale  à  l'hélice  fait  un  angle  constant  avec  les  génératrices  du  cylindre.  Bécipro- 
quement,  si  y"  est  constant,  rfy"  est  constamment  nul;  or.  d'après  le  second  groupe  des  formules 
de  Frenet, 

df_y' 


ds  ~T 


y'  1 

^  est  donc  constamment  nul;  ^  n'est  pas  constamment  nul,  sans  quoi  la  courbe  serait  plane,  donc  y'  est 

constamment  nul.  Or,  d'après  le  premier  groupe  des  formules  de  Frenet, 

il  —  ^L- 
ds~K' 

donc  -7-^  est  constamment  nul.  y  est  constant,  la  courbe  est  une  hélice. 

ds  '  ' 

Remarque  I.  —  Dans  une  hélice,  Vindicalrice  sphérique  des  binormales  est  un  cercle,  et  réciproque- 
ment, comme  pour  l'indicatrice  sphérique  des  tangentes. 

Remarque  II.  —  La  binormale  à  l'hélice  est  dans  le  plan  tangent  au  cylindre.  Le  plan  tangent  étant 
défini  par  la  direction  0;  et  la  direction  de  la  tangente  a,  p,  y,  il  suffit  de  vérifier  que  la  direction  a",  ,3", 
y"  est  dans  ce  plan,  donc  que 

0       0       1 
0=      a         f5         y 
a"        f       y" 

la  vérification  est  immédiate,  d'après  les  formules  (6),  (7).  Réciproquement,  si  les  trois  directions  sont 
dans  un  même  plan,  ap"  —  j3a"  =  0,  de  même  aB  —  SA.  Or,  en  nous  reportant  au  calcul  fait  pour 
le  plan  osculateur,  en  définissant  toujours  la  courbe  (C)  de  la  même  façon,  nous  obtenons,  d'après  (1), 

a  B  —  ^  A  =  À"  (p  -4-  ^'^)  =  )."  =  0  ; 

donc     â'  =  A;     et  la  courbe  est  une  hélice. 

Remarque  III.  —  Soient  ô,  0,  les  angles  de  la  tangente  et  de  la  binormale  avec  0:;  ; 

COS  0  =  y  =  -=  ,  COS  0,  =  y"  = 


=  «fi"-pa"; 


d'où 

cos-O-f-cos^Oj^  I, 

relation  immédiate  d'après  la  remarque  II. 

Remarque  IV.  —  D'après  la  remarque  11,  le  plan  rectifiant  à  l'hélice  {défini  par  la  tangente  et  lu 
binormale)  nesl  autre  que  le  plan  tangent  au  cylindre.  Sa  caractéristique,  qui  est  l'axe  instantané  de 
rotation  du  trièdre  de  Serret,  est  la  génératrice  du  cylindre,  ^on  enveloppe,  qui  est  la  surface  rectifiant»', 
est  le  cylindre  lui-même.  Les  réciproques  de  ces  propriétés  sont  vraies,  car  toutes  expriment  que  la 
binormale  est  dans  le  plan  tangent  au  cylindre. 

Normale  principale.  —  Les  cosinus  directeurs  a',  ^',  y'  de  la  demi-normale  principale  telle  que 
le  trièdre  (a,  p,  y),  (a',  p',  y'),  (a",  p",  y")  ail  la  disposition  directe  sont 

oc'  =  '{f  —  ^/  =  -g'.  ^'=ray"-ya"  =  /',  y' =  .3a"  -  a^i"  ^  0  ;  (8) 

la  normale  principale  à  l'hélice  est  la  normale  au  cylindre  et  réciproquement,  car  le  plan  rectilianl  est  alors 
le  plan  tangent  au  cylindre  et  la  courbe  est  une  hélice. 
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llEMAhOi  K  I.  —  y'  ^lîint  nul,  dans  une  hélice,  l'indicatrice  sphèrique  des  normales  principales  est 
vn  grand  rrrclc  el  rériproquenienl. 

Uemarole  II.  —  La  propriété  de  la  iinriiiale  principale  s'énonce  encor*;  ainsi  :  la  normale  prinri 

pale  à  l'hélice  est  perpendiiulaire  aux  génératrices  du  cylindre,  el  réciproquement,  une  courbe  dont  la 

normale  principale  reste  perpendiculaire  à  une  direction  fixe  est  une  hélice,  car,  si  on  prend  celle  direcliou 

d'f      v' 
fixe  pour  axe  0:,     •/  =  ().     Or,       /z=f-  =  (),     •' est  constant,  la  courbe  est  une  hélice. 
'  '  ds       li  ' 

(A  suiore.) 


ECOLE   POLYTEClIMOrE 


Concours  spécial  de  1919. 


2315.  —  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes,  de  longueurs  '•la,  24,  et  les  tanijentes  aux  quatre 
soimncts.  Sur  celte  ellipse,  on  prend  un  point  .M,  de  coordonnées  a-^ocos^j-,  j/  =  6sino,  el  Con  mène 
la  lanqrnle  en  ce  point.  On  trace  le  cercle  C  qui  a  pour  diamètre  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre 
les  tangentes  aux  sommets  du  grand  axe  et  le  cercle  C  qui  a  pour  diamètre  la  partie  de  la  mt'me  tangente 
qui  est  comprise  entre  les  tangentes  aux  sommets  du  petit  axe. 

1"  Former,  en  fonction  du  paramètre  ^,  les  équations  des  cercles  C  et  C.  Quelles  remarques  peut-on 
faire  au  sujet  des  deux  familles  de  cercles  C  et  C  et  de  leur  axe  radical? 

2"  Calculer,  en  fonction  de  z,,  les  coordonnées  des  points  d'intersection  I)  et  D'  des  deux  cercles  C  et  C'. 

.*{"  Trouver,  lorsque  M  décrit  l'ellipse,  le  lieu  du  point  P  qui  dicise  le  segment  DD.'  dans  un  rapport 
donné  m. 

i"  Enveloppe  des  courbes  ainsi  trouvées  pour  les  diverses  valeurs  de  »i.  Discuter  la  réalité  des  points 
de  contact  de  ces  courbes  avec  leur  enveloppe;  distinguer  les  divers  cas  de  figure. 


1°  La  tangente  au  point  M  a  pour  (^'qualinn 


— ^) 

/ 

'*v 

V 

^/v 

Z 

\IC) 

\ 

<^ 

\ 

T 

^ 

3^y 

A    V 

B' 
/ 

7\^ 

> 

a  0 


elle  rencontre  les  tangentes  aux  sommets  du  grand  axe  aux 
deux  points  a  et  a', 


a, 


,  (1  —  cosc.) 

■'  <ii  n  '.  ' 


x  =  —  a. 


y  =  b' 


co»£. 


sin^      '  \  "  muf 

elle  rencontre  les  tangentes  aux  sommets  du  polit  axe  aux 
points  ^  el  p', 

(  (1— sina.) 

[i  s  cosç 

(  y  =  b; 


P' 


x  =  a 


(1  -hsin!}.) 


008  f 


y  =  -b. 


ou 


Le  cercle  C,  décrit  sur  «a  comme  diamèlrt-,  a  pour  équation 

.r»  _  „«  -^  (v  -  4-.  H-  /.  ''^)  (y  -  J    -  b  ^-«^^)  =  0. 
y       siDf         sin^,/\''       sinep         sins/ 

C  =  X*  -H  (  y : —  )  —  rt*  —  A»  -^  ,    =  0. 
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ou 


Le  cercle  C,  décrit  sur  fi^'  comme  diamètre,  a  pour  équation 

^  \  COScp  COSif/  \  COS-J  COS9/  ' 

\  COScp/  -^  COS-'J 

Ces  deux  équations,  simplifiées,  s'écrivent 

c  =  x2  +  v'  — -^-+- *'  —  «'  =  0, 

•^        smcp  ' 

C  =  a;2  +  V'- —  ^^  +  «' —  6' =  0  ; 

^  COSCS  ' 

t 

elles  montrent  alors  que  ces  deux  cercles  forment  deux  faisceaux  linéaires  conjugués  ayant  pour  lignes 
des  centres  respectives  l'axe  des  y  et  Taxe  des  x. 

L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  a  pour  équation 

coscp      sincp  ' 

c'est  la  normale  à  l'ellipse  au  point  M. 

Tous  ces  résultats  sont  évidents  géométriquement.  Nous  savons,  en  eflel,  que  toute  portion  de  la 
tangente  à  l'ellipse  comprise  entre  les  deux  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe  est  vue  de  l'un  des 
foyers  sous  un  angle  droit;  donc  le  cercle  C,  décrit  sur  ax'  comme  diamètre,  passe  toujours  aux  deux 
foyers;  par  suite,  tous  les  cercles  C  forment  un  faisceau  linéaire  ayant  les  deux  foyers  pour  points  fixes. 

D'autre  part,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  sommets  de  l'ellipse,  A,  A'  et  B,  B',  est  égal  à 
—  i  ;  il  en  est  de  même  de  celui  des  quatre  tangentes  aux  sommets;  par  conséquent,  toute  tangente 
à  l'ellipse  rencontre  ces  quatre  droites  en  quatre  points  harmoniques,  les  couples  de  points  a,  a' 
et  [i,  fi'  se  divisent  harmoniquement.  Les  deux  cercles  C  et  C,  décrits  sur  ax'  et  p^'  comme  diamètres, 
sont  orthogonaux;  les  cercles  C  forment  donc  le  second  faisceau  orthogonal  au  faisceau  C. 

En  outre,  on  sait  que  Oa,  Oa'  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse;  de  même,  0^,  OV; 
les  deux  produits  M  a.  M  a'  et  M  (3.  M  fi'  sont  égaux  tous  deux  à  — b'-,  b'  étant  le  demi-diamèlre 
parallèle  à  la  tangente  en  M.  Le  point  M  est  un  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  deux  cercles: 
c'est  le  pied  de  leur  axe  radical.  Alors  Ma.Ma'  =  —  MD"  ou  — MD"-;  les  deux  longueurs  MD  et 
Ml)'<-sont  égales  à  b'.   Un   vecteur  équipollent  à  MD  s'obtient  en  faisant  tourner  OM',  demi-diamètre 

parallèle  à  la  tangente  et  limité  au  second  ([uadrant  de  l'ellipse,  de     —  ^     autour  du  point  0  ;  comme  les 

composantes  de  OM'  sont     — asincp,     6  coscp,  celles  de  MD  sont  />  coso  et  a  sino.  Les  coordonnées  du 
point  D  sont 

a?  =  (a -f- 6)  coscp,  r/  =  (rt  H- A)  sin-^. 

De  même,  celles  du  point  D'  sont 

x^ia  —  6)c0S9,  î/  =  '^  —  rOsin:i. 

Le  lieu  du  point  D  est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon  a-\-  b.  Le  lieu  du 
point  D'  est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayon     a  —  b. 

2"  L'équation  de  l'axe  radical  des  deux  cercles,  de  la -normale  à  l'ellipso,  peut  s'écrire 

X  —  a  coso y  —  é  sino 

coscp  sin  .p      ' 

a  b 
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appelons  >  la  valeur  commune  des  rapports,  nous  aurons 

.  cosi  .    .        ,   À  sino 

a  ^  '  0 

el  nous  aurons  les  /.  des  points  de  rencontre  en  écrivant  que  ces  nombres  vérifient   l'équation  du 
cercle  C,  ce  qui  donne 

/  À  cosï-V      /.    .        .  Àsin3.\*        26  /,    .        .  XsiasN       .. 

^«cos.-h-^j-+-(*sm.-l---^j  ____(^és.n^,-+--^)-f  6--a-  =  0, 

•,:^(^^  -h  ^-^\  -+-  a'  cos»3.  H-  6«  sin»-w  —  o^  —  b'  =  0, 

En  porlanl  ces  valeurs  de  À  dans  les  expressions  de  x  el  de  y,  nous  retrouvons  les  coordonnées 
des  points  D  et  D'  que  nous  avons  déterminées  antérieurement. 

PI) 

3"  Si  nous  posons     p|,>  =  —  '"<     '^^  coordijnnées  du  point  I*  sont 

_  xn  ■+-  wiJ|,.  _  i/p  -4-  myw 

^—     1-4- m     '  J—     1-f-m     ' 

on 

«H-6-4-ïJMa  —  b)                                 a-hb — tiHa  —  b)   . 
x^ — ■ : ^COSO,  V^ s -Sinï., 

x:=(a-h  A-A)coso,  >/  =  (aA-h6)sino. 

<'n  posant     /»  =  •; 

'  1-f-m 

Le  lieu  du  point  I*  est  ilonc  la  conique 

Parmi  ces  coniques  se  trouvent  l'ellipse  proposée  et  les  cercles,  lieux  des  points  I)  et  D'. 

!-e  nombre  m  que  nous  avons  employé  est  celui  de  l'énoncé  cliangé  de  signe;  avec  celui-ci,  la 

■Naic'ur  lit'  /.  ol      , 

I  —  m 

\"  Nous  aurons  l'enveloppe  de  ces  coniques  en  adjoignant  'i  leur  équation  relie  que  Ion  obtient  en 
prenant  la  dérivée  par  r.ipporl  à  /.-. 

(lui  s'écrit 

(a-f-AA)*  _  {ak-+-b)*  . 
a  -+-  Hb'  ~~      <iAm-  h  ' 

on  ajoutant  terme  à  terme  ces  deux  rapports  égaux,  nous  avons 

1       _  fi& . 
n*  —  b*  ~  c*  ' 

par  suilc, 

bx*      <n/*      nb 

'T:i-lf5J»  —  ""  (aA--^'  /"'  "~  ^  ■ 
Nous  avons  donc 


X*        nx  r      /'''V 

(o-f-A-6)'  ~  .•'  '  u   :-  Ai  ~~\~c^)  ' 
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1 

{ak-hbf~       c^'  {ak'-hb)~~\~(^)  ' 

on  portant  dans  l'équation  de  la  conique,  nous  trouvons 

2  â  1 

{ax)^ -+- (by)'^  =  c^ . 

L'enveloppe  est  donc  la  développée  de  l'ellipse. 

Comme  cette  développée  enveloppe  le  point  0,  les  points  de  contact  seroul 
réels  si  les  deux  droites 

bx^        ,        ay-      

(a  -f-  kby'^  {b-i^aky  ~    ' 

qui  déterminent  les  points  caractéristiques,  sont  réelles;  or  ceci  exige  que 
a  -h  kb     et     b -\-  ka     soient  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  que  k  est  compris 

entre  les  deux  nombres     — -r     et    — -.     Pour     k=:  —  ^,     l'a?  du  point  P  est 

ou  b  ^ 

nul,  ce  point  est  sur  0//,  en  P^;  pour     //  = ,     le  point  P  est  sur  Ox,  en  P  ; 


a 


pour     k^ —  1,     le  point  P  est  en  D',  entre  P„  et  P^.  Les  points  de  contact  sont  donc  réels  quand  le 
point  P  est  compris  entre  P^  et  P,.  Ils  sont  imaginaires  pour  toute  autre  position  du  point  P. 

11  est  facile  d'avoir  les  valeurs  de  m  qui  correspondent  à  cet  intervalle,  en  se  servant  de  l'égalité 

1  H-  7n 


k  = 


1  —  m 


Eu  particulier,  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon     a  —  b     touche  la  développée  en  quatre  points 
réels,  tandis  que  Tellipse  et  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon     a -h  A,     la  touchent  en  quatre  points 


imaginaires. 


Bonnes  solutions  par  ^L^I.  Cli.  Beu.nakd;  Paul  Bkhnakd;  G.  Dkpekkos":  G.  Lach;  L.  Lonu  ;  \i.,  à  Guéret;  H.-L.  Mkn.nks 
sikr;  m.  Houx;  Gaston  Roy. 


2316.  —  On  donne  léqualion  en  l 

1°  Déterminer  les  coefficients  a  el  b  de  manière  que  celte  équation  admette  une  racine  double  donnée  0. 

2"  Considérant  les  expressions  ainsi  trouvées  pour  a  et  b  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  M,  construire  le  lieu  (C)  des  positions  que  prend  le  point  M  quand  on  fait  varier  la  racine  double 
donnée  0. 

Les  coefficients  a  el  b  étant  supposés  quelconques,  quelle  est  la  signification  géométrique  de 
ié'juation  (E)  relalicement  à  la  courbe  (G)  el  au  point  P  de  coordonnées  a  et  b? 

3"  Dans  l'équation  (E),  on  donne  à  b  la  val'ur  y,  el  on  laisse  a  quelconque;  discuter,  suioanl  la  valeur 

de  a,  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (E). 

Contrôler  tes  résultats  de  la  discussion  algébrique  en  utilisant  la  signification  géométrique  de 
l'équation  (E). 

A"  La  tangente  à  la  courbe  fC),  de  coefficient  angulaire  ?//  =  tga,  rencontre  cette  courbe  en  deux 
points  .M,  el  M.,  autres  que  le  point  de  contact  Mp.  Calculer,  en  fonction  de  a,  l<i  longueur  de  l'arc  M,M„M^ 

compris,  sur  la  courbe  C,  cji're  les  points  M,  el  yi,.  On  supposera     —  1>^*^^* 

1.  L'équation 

/•(/)  =  (6  — o/)(l-h/-')-l  =  0 
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aura  une  racine  double  0,  si  celle  équalion  esl  vériliée  pour     /  =  0,     ainsi  que  rêqualion  dérivée  par 
rapport  à  /.  Ceci  donne  les  deux  équations 

(6  — aO)(4-T-0-)  — 1  =  0, 
2(){b  —  nf))  —  a(^  -hf)')  =  Q\ 

remplaçons     //  —  nO     par     .-      ^.^     dans  la  seconde  équation;  nous  aurons 
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la  première  nous  donne  alors 

,         ,  1  "         .       :iO-  4- 1  -f-  '}'_  1  -+-  30* 

Nous  avons  donc 

_       26  ._  14-30=^ 

«  —  (1  +  0*)^'  '^  —  (1^0='^" 

2.  l'oiir  avoir  l;f  signification  gcomulriquc  df  cette  question,  nous  regarderons  0  comme  un  para- 
mètre variable,  /,  a  et  /y,  comme  les  coordonnéos  d'un  point  fa-,  y)  el  nous  aurons  la  courbe  C  donl  les 
équatif)ns  paramétriques  sont 

_       2/  _  1  H-  3/- 

■"■"(i-hO"  ''"(1-^  <■-)-* 

Cette  courbe  e^l  li'  liiMi  «les  points  pour  lesquels  l'éffunlion 

^7  —  Ix     1  -H  (-1—  1  =0 

a  une  racine  double;  c'esl-îi-dire  le  lieu  des  points  par  lequel  passent  deux  droites  confondues  de  celle 
lamille  de  droites;  c'est  l'enveloppe  des  droites  dont  l'équation  précédente  est  léqualion  générale. 

.La  courbe  C  est  donc  de  troisième  classe  et  de  quatrième  ordre. 

11  csl  facile  de  voir  que  c'est  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  :  il  nv  a  qu'a  former 
l  eqiiati<m  tangentielle.  Or,  si  on  iilcnlilie  la  droite 

h  la  droite     ux  -h  17/  -h  10=.  0,     on  trouve 

M  J tr 

en  éliminant  /  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

é((uation  tangentielle  d'une  courbe  de  troisième  classe  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'inlini  aux 
points  cycliques,  ce  (|ni  est  le  caractère  absolu  »le  la  courbe  indiquée. 

Pour  construire  celte  courbe,  nous  ferons  varier  /de  — x  à  -+- x  .  Mais  nous  remar(iU')ns 
que.  si  nous  cliangeons  t  en  —  /,  x  se  change  en  —  a-  cl  7  ne  change  pas;  il  y  a  donc  une  symétrie 
par  rapport  ti  07,  el  il  nous  suffira  de  faire  varier  /  de  0  ti  -f- x  ;  nous  aurolis  ainsi  une  moitié  de 
la  courbe. 

Les  dérivées  de  u:  et  de  ;/  par  rapport  à  /  suni 

^  —  9  *— 3<*  dtf  _  2/(1—3/») . 

fi/~   (TTT'p'  '<t'~  (14-/T  ' 

elles  nous   monlrcnl  que  x  el  »/  croissent  depuis     /  =  0    jusqu'il     /  =  — . ,     el  décroissent  ensuite 
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•depuis     /  =  -=      jusqu'à     /=   :    x.     Le  point     <  — 0     a  pour  coordonnées 

2     x  =  0,     ?/=!;     lu  langenle  en  ce  point  a  pour  coefficient  angulaire     /=:0, 
elle  est  hori/.onlale.  Le  point     /  =  — ^     est  un  point  de  rebroussemenf ;  ses 

coordonnées  sont    .r=-^,     V  =  o;     la  tangente  en  ce  point  fait  l'angle  de 

30"  avec  Ox.  Le  point     <  =  oc      est  l'origine  des  coordonnées;  la  tangente  en 
ce  point  est  Oy.  Le  point  de  rencontre  de  la  tangente  au  point  de  rebrousse- 

1  3 


ment  avec  0//  a  pour  ordonnée     ij 


La  court)e  est  alors  facile 


à  placer  tout  entière. 

Elle  divise  le  plan  en  deux  régions;  dans  chacune  des  régions,  réiualion  du  troisième  degré  on  t  a 

toujours,  pour  tout  point  (a,  b)  de  celle  région,  le  même  nombre  de  racines  réelles.  Or,  il  est  visit)le 

3 
que  du  point    x  =  0,     ?/  =  t,     nous  pouvons  mener  trois  langenles  réelles  à  la  courbe;  en  tout  point 

de  la  région  intérieure,  l'équation  en  t  a  trois  racines  réelles  et  distinctes.  Pour  un  point  de  l'autre 
région,  x  =  0,  ?/ <  0>  '1  est  visible  que  l'équation  eu  t  a  deu.x  racines  imaginaires;  on  ne  peut 
mener  d'un  tel  point  qu'une  tangente  réelle  à  la  courbe.  Si  le  point  est  pris  sur  la  courbe,  il  y  a  deux 
tangentes  confondues  avec  la  tangente  en  ce  point  et  une  aulre. 

5  ,  . 

3.  Si  on  fait     '^  =  o      dans  l'équation  dunnée  du  troisième  degré  par  rapport  à  (,  celte  équation 

devient 

(5  — 8a/)  Il  4- r')  — 8  =  0, 
ou 

Sat^  —  ol'-  4-  Hat  +  3  =  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  celte  équation  est     A  <  0,     A  désignanl  le  discriminant, 
c'est-à-dire  le  résultant  des  deux  dérivées  partielles;  celles-ci  sont 

24a/'—  10/  +  8a  =  0, 
—  5/^  H- 16a/ 4-9=-- 0; 

divisons- les  coefficients  de  la  première  par  2,  et  écrivons  le  résultant;  nous  aurons,  après  des  simpli- 
fications aisées,  

64'a*  -h  1 22  X  64a2  —  3  X  1 25  <  0  ; 

ceci  se  décompose  immédiatement  en  deux  facteurs, 

(G4a^  -+- 125)  (64a2  —  3)  <  0, 

et  nous  voyons  de  suite  que  a^  doit  être  plus  petit  ([ue  rrj,  cesl-à-dire  que  a  doit  être  compris  entre 


64 


-v'3 


el 


v'3 


8  '  8 

L'explication  géométrique  est  très  simple  :  la  droite     .'/ =  ô      rencontre  la  courbe  en  deux  points 

A  el  B  dont  les  abscisses  sont      — rp—      et     — rp-      et,  pdur  (|ue  d'un  poinl  de  cette  droite  nous  puis- 

o  o 

sions  mener  trois  tangentes  réelles  à  la  courbe,  il  faut  que  ce  poinl  soit  compris  entre  \  el  B,  c'esl-à- 
dire  situé  dans  la  région  intérieure.  Vérifions  ce  fait  en  clicroliant  les  points  de  renconlre  de  la  droite 

0 


y:=^     avec  la  courbe;  nous  aurons  ainsi 


5_  14-3/^ 

8"~(1  -H/-)*' 
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ou    •  5/»— 14<-  — 3  =  0, 

,,      7-4-V4ïr=Hl5_7-h8_,. 

t'  =    5 S «J. 

les  /  des  deux  points  de  renconlre  réels  sont  /  =  zh\3.  A  ces  valeurs  correspondent  bien  les  valeurs 
de  .r  que  nous  avons  trouvées. 

4.  La  tangente  à  la  courbe  de  coefficient  angulaire  7/j=:tga  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
confondus  avec  le  point  de  contact,  M,  et  en  deu\  autres  points.  Les  /  des  points  de  rencontre  sont 

donnés  par  l'équation 

(l_^-3/i_2m/j   1 -^  »»»)  —  (  1-4-/^)-  =  0, 

/v_(l-l_3,;,î)/-      2,„(i_4-wi*)f  — m*  =  0; 
lo  premier  iiiombrc  est  divisible  deux  fois  par     /  —  »i,     et  il  reste  ensuite 

t'-i--lmt—l  =0; 

les  deux  racines  de  celte  équation  sont  réelles  et  de  signes  contraires;  elles  correspondent  aux  points  M, 
el  M.  où  la  langente  rencontre  les  deux  arcs  de  courbe  autres  que  celui  qui  porte  le  point  de  contact. 

Le  produit  des  deux  valeurs  de  /  étant  rgal  ix  —  1,  nous  retrouvons  cette  belle  propriété  de 
1  hypocycloïde  k  trois  rebroussements  :  les  deux  tnngentos  à  la  courbe  aux  poinls  où  elle  est  rcnconirée 
par  une  Inugenle  ijuelcnnque  sont  reclaugulaives. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  le  point  de  contact  M  est  sur  lare  12;  le  problème  du  calcul 
de  l'arc  est  le  même  dans  tous  les  cas.  Posons  alors     7/i  =  lgx,     et     /  =  tgç.,     nous  aurons 

tg^cpH-2tgatgo— 1=0, 
ou 

Iga-I-tg^?-^^-''  '^'-        '^V^        V' 

1  angle  /  «'-1  «ompris  entre  0  et  " ,  ^  —  a  est  compris  entre  .'  et  ^'•.  l'angle  ^  du  point  M,  est  la  moitié 
de  cet  angle,  «"  — cj,  et  l'angle  tp  du  point  M,,  «jui  est  négatif,  est  égal  à  i~5~ï^~"ï"~2' 
pour  .•ivf)ir  la  longueur  totale  de  l'arc  M^'».M-JM,,  nous  ferons  venir  ç.  de  — 1~ ->  ''  "~(5'  P"'^ '^^ 
--.     a     -+-,.     et  de  j-.  a     ^- ^. 

Calculons  alors  t/«;  nous  avons 

ds'  =  rfx»  -h  d,/  =  *'^~!'J^  (1  4-  t')dt\ 


ds*  = 


(1  +  ly    ' 

donc 

(i-+-/«)»v/r=n' 

Celte  expression  est  positive  dans  le  second  intervalle  et  négative  dans  les  deux  autres;  nous 

pouvons  maintenant  calculer  ."î,  puisque  nous  «(innaissons  le  signe  de  chaque  partie  de  l'intégrale.  Kn 

remplaçant  t  par  tgi,  nous  avons 

t/s  =  2(cos*(y  —  3sin'i)coscf.d^  =2cos3^rf5.; 

par  suite, 

2sin3t>   ,    ., 
«  = --J— !- -h  C. 

Dans  le  second  intervalle, 

i,=  ~(sin3^)^^  =  g; 
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dans  le  premier, 


dans  le  troisième, 


»,  =  |(sin3,)^_^  =  |[sin('^  +  |)-l] 


4         2 


h 


2/   •     o   x=;--.        2r  .    /3::        3a\         ,1 


Les  deux  parties  s^  et  s.j  sont  visiblement  négatives,  et,  en  prenant  leurs  valeurs  absolues,  nous 
avons 


4       4  r,  .    St:         3x1 

=  3"^3L^~''"T'°'tJ- 


4 
Le  partie    «2  =  0     représente  la  longueur  de  l'un  des  trois  arcs  identiques  qui  constituent  la 

courbe  tout  entière.  La  longueur  totale  de  la  courbe  est  donc  4. 

Quant  à  la  longueur  totale  de  la  partie  que  nous  avons  calculée,  et  qui  peut  s'écrire 


3a  ^ 

cos^ 

-\  2 ==- 

3  \  V^ 

elle  varie  avec  a;  elle  est  minimum  pour     a  =  û     et  maximum  pour     ot.=:~' 

H.-L.  MENNESSIEH,  à  Évreux. 

Bonnes  solutions  :  MM.  M.,  à  Guéret;  G.  Lach.  à  Douai:  Cii.  P.\t;É,  enseigne  de  vaisseau';  P.  Beknar»,  à  Paris. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  Abadik,  sous-lieulenant  à  Metz;  L.  Long,  à  Chatellerault  :  Gaston  Roy,  à  Paris. 
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10460.  —  On  considère  la  surface  xi/  —  a;  =  0,  et  on  demande  le  lieu  des  points  de  cette  surface  par  où  passent 
deux  génératrices  faisant  l'angle  donné  a.  Construire  la  surface  en  géométrie  descriptive,  et  déterminer  un  point  du 
lieu  sur  une  génératrice  donnée. 

—  461.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  ayant  pour  méridienne  une  hyperbole  équilatère.  Par  les 
différents  points  d'une  génératrice  G  on  mène  des  normales  à  la  surface  nayant  pas  leurs  pieds  sur  G.  Trouver  la  surface 
engendrée  par  ces  normales.  Prévoir  géométriquement  les  propriétés  de  cette  surface. 

—  462.  — Lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  génératrices  de  la  surface    xi/  =  az. 

—  463.  —  Étudier  la  nature  de  la  quadrique 

x2  -+-  2,yz  -+■  2(t/^  -h  2zx)  -t-  l(z^  -+-  2x>j)  =  1. 
Déterminer  X  de  façon  qu'elle  soit  de  révolution. 

—  464.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloides  passant  par  deu.x  droites  et  un  point. 

—  465.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloides  passant  par  deux  droites. 

—  466.  —  Podaire  d'un  ellipsoïde  par  rapport  à  son  centre.  Démontrer  que  la  surface  obtenue  est  l'inverse  d'une 
quadrique. 

X-         J/ï 

—  467.  —  Trouver  les  ombilics  de  la  surface     1-^-  — 2s  =  0. 

a        0 

r-       II-       -'- 

—  468.  —  On  coupe  l'ellipsoïde     —  h-  .'-3  -t-  ^  —  1  =  0    par  le  plan    ux  4-  vrj  -+-  1* .:  =  0,    et  on  demande  la  surface 

engendrée  par  les  normales  à  la  surface  aux  points  de  l'ellipse  section.  Étudier  la  surface  dans  le  cas  où     ir  =  0. 
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10469.  —  On  «Idtinc  le  pirihulojilc    xy  —  a:  =  0    el  le  point  AfXy,  >/o.  »o»-  Lieu  des  droites  passant  par  le  point  A, 
telles  que  les  plans  iingents  meni  s  a  la  surface  par  c!  .icune  «le  ces  droites  soient  perpendiculaires. 

—  470.  —  Lieu  des  ombilics  des  quadriques  ho/no^ocale^. 

—  471.  —  Lien  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  génératrices  de  la  sorface    T>j=.az. 

—  472.  —  La  normale  en  un  point  M  de  l'ellipsoïde  ^-1-15-^-^=  1  rencontre  la  surface  en  un  autre  r»oint  N. 
Oiiel  lien  duit  décrire  le  point  M  pour  que  le  milieu  de  MN  soit  dans  le  plan  des  J-yl 

—  473.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraliuloïdes  wa-(;-+-c)-f- fy{:  —  c)-»- i/{iS  — c*)  =  0.  sachant  que  le 
rapport  des  paramètres  îles  paraboles  principales  est  «Kiislant. 

—  474.  —  Trou\er  les  génératrices  de  la  surface  jf/  =  2z.  On  considère  en  particulier  la  génératrice  O  j^  —  i, 
;/  =  2:.     Lieu  des  .symélrif|ues  des  génératrices  de  l'autre  système  par  rapport  à  G. 

—  475.  —  On  lionne  le  cylindre  tj-  =  6x  et  lellipsoide  2jr! -h  y* -+- :- —  Sx  =  0  ;  trouver  l'aire  de  la  surface 
latérale  du  cylindre  coni|trisc  à  l'intérieur  de  l'ellipsoï'le. 

—  476.  —  Que  représente  réi<ualion  t  — 2'/(r  -  v -^  :i-'-2«-  =  0?  Calculer  le  volume  limité  par  celle  surface 
el  par  les  plans  de  coordonnées. 

477.  —  Calculer  l'aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution     x- 4-  y-  -*-  9z-  z=  a-. 

—  478.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboles  sections  de  la  surface  x*  -h  y*  —  :*  —  a*  =  0  par  des  plans  passant  par 
un  point  donné. 

IV.  —  Géométrie  descriptive. 

—  479.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  situé  d.ins  un  plan  et  délini  par  son  rabattement.  On  prend 
Il  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  vertical  comme  directrice  d'un  cylindre  dont  on  donne  la  direction  des  génératrices. 
Trouver  les  contours  apparents  de  ce  cyiirnire. 

—  480.  —  On  donne  un  cùne  avant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  Construire  la  trace  horizontale  du 
cône  sui»plémenlaire. 

—  481.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  hmi/ontal  et  deux  points.  Trouver  la  direction  ilc>  génératrices  du 
cylindre  passant  pir  les  deux  points  et  ayant  le  cercle  donné  pour  base. 

—  482.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical.  .Mener  par  un  point  des  plans  tangents  au  cône  supplé- 

menlaire. 

—  483.  -  l'n  cercle  dans  le  plan  horizontal  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (;?,  s").  On  le  coupe  par  le  plan  bissec- 
teur du  premier  dièdre.  La  section  c>t  lu  base  d'un  deuxième  cône  de  sommet  (/,  /').  Trouver  les  contours  apparents  de 
ce  deuxième  c6nc.  On  consi  ière  ensuite  la  section  comme  directrice  d'un  cylindre,  dont  on  donne  la  direction  des  géné- 
ratrices; trouver  les  contours  apparents  de  ce  cylimlre. 

—  484.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  h  axe  vertical  et  un  deuxième  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le 
plan  horizontal.  Mener  une  normale  commune  à  ces  ileux  cônes. 

—  485.  —  Normale  commune  à  un  cône  de  révoluliftn  à  axe  vertical  el  a  un  cylindre  de  révolution  à  axe  horizontal. 

—  486.  —  On  donne  un  cône  défini  jtarson  sommet  et  sa  base  qui  est  un  cercle  horizontal.  .Mener  par  une  droite 
donnée  un  plan  coupant  ce  cône  >iuivaiit  une  parabole.  Déterminer  le  sommet  de  celte  {tarabolc;  construire  aussi  le 
somniet  de  la  projection  liori/.onlole. 

—  487.  —  On  donne  un  cylimlre  avant  pour  bn>e  un  cercle  dans  le  plan  horizontal.  On  coupe  ce  cylindre  par  le 
premier  lu-secteur;  l.i  courbe  nbienue  est  h  base  d'un  cône  qui  a  pour  sonimel  un  point  clonné.  On  considère  le  cône 
suppleinenl.iire  et  on  demande  les  poinls  de  rencontre  de  ce  cône  avec  la  ligne  de  lerre. 

—  488.  —  On  donne  un  plan  |»ar  ses  traces  et  un  cercle  situé  dans  ce  pian  el  déHni  par  son  rabattement  autour  de 
Il  trace  horizontiile.  Ce  cercle  est  la  directrice  d'un  «ône,  dont  on  donne  la  projection  horizontale  du  sommet.  Déter- 
miner la  projection   verticale  de  ce  point  de  f.uon   (im-  I "m.'  -.il  coupé  par  un  plan  donné  suivant  une  par.il">Ie  .-i 

construire  le  sommet  de  celte  parabole 

—  489.  —  <»n  donne  un  cône  ddini  jiar  son  sommel  r|  .sa  ba.se  située  dans  le  plan  hori/ontal.  In  plan  délini  par 
ses  traces  rencontre  b-  cône  suiv.mi  une  coml.e  C.  M, n,  r  .  h  projection  horizontale  de  celle  courbe  ■!•  -  iingenlci  par 
un  point  du  plan  horizoolat. 

-  490.  —  On  donne  un  cône  avant  pour  base  un  i  ercle  horizontal,  el  on  le  coupe  par  un  |don  délini  par  ses  traces. 
Trouver  un  point  de  la  section  ou  la  tangente  f.iit  30'  a>ec  la  ligne  de  terre. 

—  491.  —  Mener  a  une  sphère  un  plan  tangent  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projcclion. 
492.  —  Construire  une  sphère  passant  par  trois  poinls  el  tangente  au  plan  vertical. 

—  493.  —  Construire  une  sphère  passant  par  deux  points  el  tangente  aux  plan»  de  projection. 

—  494.  —  Trou^er  les  contours  apparents  d'un  «  \|indre  de  révolulion.  connaissani  deux  génératrices  et  le  rayon. 
496.  —  On  donne  une  sphère  cl  <lans  le  plan  horizontal  une  ilroile  D  cl  un  point  a  sur  celle  droite.  Trouver  un 

poiiil  lumineux  S  tel  que  l'ombre  de  la  sphère  sur  le  plan  horizontal  soit  une  parabole  tangente  A  la  droite  D  au  point  a. 

—  496.  —  Mener  h  une  sphère  des  plans  langenis  par  une  horizontale. 

—  497.  —  Point  brillant  d'une  sphère  vt  d'une  -urf.ice  île  révolulion. 

—  498.  —  Déteriiiiner  un  cylindre  de  révolutior)  p.-issanl  par  une  ellipse  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

499.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  parallèle   a  la  ligne  de  terre.  Construire  un  cône  de  révolution 
t.iiikMiil  a  c»--  \llndre.  connaissant  l'axe  cl  le  fommct 
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10500.  —   On  donne  un  plan  par  ses  traces.  Placer  dans  ce  plan  un  segment  de  droite  s'appuyant  sur  les  deux 
pians  de  projections  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  donné. 

—  501.  —  On    donne   une  ellipse  dans  un  plan  horizontal.  Déterminer  un   cône  de   révolution   passant  par   celte 
ellipse  et  d'angle  au  sommet  donné. 

—  502.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  défini  par  son  axe  et  une  génératrice.  Mener  par  une  horizontale  donnée 
un  plan  coupant  ce  cùne  suivant  une  parabole. 

—  503.  —  Dans  un  plan  défini  par  ses  traces  on  donne  une  parabole  P  définie  par  sa  projection  horizontale.  Déter- 
miner le  sommet  d'un  cône  de  révolution  passant  par  la  parabole  P  et  ayant  pour  demi-angle  au  sommet  30°. 

—  504.  —  Construire  un  cône,  de  révolution  connaissant  l'axe,  le  sommet  et  sachant  qu'il  est  langent  à  un  cvlindre 
ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

—  505.  —  Construire  une  droite  passant  par  un  point  donné,  située  à  une  distance  donnée  d'une  droite  donnée  et 
faisant  un  angle  donné  avec  la  ligne  de  terre. 

—  506.  —  Déterminer  les  contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  connaissant  le  sommet,  l'axe  et  une  tangente. 

—  507.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  est  défini  par  son  axe  de  front  et  une  génératrice  verticale.  On  donne  la 
projection  verticale  d'un  point  de  la  surface;  trouver  la  projection  iiorizonlale  et  le  plan  langent  en  ce  point. 

—  508.  —  Condition  pour  que  trois  droites  de  l'espace  définissent  un  hyperboloïde  de  révolution. 

—  509.  —  On  donne  un   hyperboloïde  de   révolution  engendré  i)ar  une  droite  D   tournant  autour  de  la  ligne  de 
terre.  Mènera  cette  surface  un  plan  tangent  parallèle.à  une  droite  donnée  A. 

(A  sidvre.j 
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Session  spéciale  de  juillet  1920. 


Mathématiques  clémentaires{'). 

Un  cercle  variable  V,  tangent  à  une  droite  A  donnée,  en  un  point  A  donné,  rencontre  une  autre  droite  A' 
donnée,  en  deux  points  variables  B  et  C.  Soit  T  le  triangle  ABC. 
On  déterminera  : 

i"  la  situation  (enveloppes,  elc.)  des  bissectrices  de  T; 
2°  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  de  T; 

3"  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  le  centre  de  T  au  centre  du  cercle  des  neuf  points; 
4°  l'enveloppe  des  hauteurs  de  T;  ■ 

:)°  le  triangle  T,  en  supposant  donné     AB  +  AC-l-BC; 
6"  le  triangle  T  en  su[>posant  donné     AB  +  AC — BC; 
7°  deux  points  d'où  l'on  voit  CC  sous  des  angles  constants,  C  désignant  le  milieu  de  AB. 

Mathématiques  spéciales. 

I.  —  On  considère  les  deux  droites  A,  A'  qui,  rapportées  à  trois  axes  rectangulaires,  ont  pour  équations 

i  X  —  <l  =  0,  (  x-\-d  =  0, 

Former  l'équation  de  la  surface  (P;  lieu  des  points  .M  de  l'espace  équidistants  de  A  et  A'.  Montrer  que 
le  plan  tangent  à  (P)  au  point  .M  est  perpendiculaire  en  son  milieu  I  au  segment  N.N",  qui  joint  les  projec- 
tions N,  N'  du  point  M  sur  A  et  A'. 

Quelles  lignes  doit  décrire  M  sur  (P)  :  1''  pour  que  l'un  des  points  N,  N"  reste  fixe  ;  2°  pour  que  NN'-=consl.  ; 
3°  pour  que  la  droite  NN'  reste  parallèle  à  un  plan  fi.xe? 

II.  —  Exprimer,  en  fonction  des  coordonnées  (a,  p,  y)  du  point  M,  celles  du  milieu  I  de  NN'.  Que  décrivent 


(*)  Des  solutions  étudiées  de  la  question  sont  publiées  dans  le  Joumtl  de  Mathématiques  élénienlaires. 
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le  point  I  et  la  druUe  .N.N    lorsque  M  décrit  une  droite  tracée  sur  iP'i?  Montrer  que  si   A,  A    sont  les   pieds 
de  A  et  A'  sur  Ox  on  a    A.Nih  A'.\'=  const.     lorsque  M  décrit  une  droite  tracée  sur  T\ 

III.  —  L'n  paraboloïde  équilatère  (P)  d'équation  yz-h(tx  =  0  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
être  considéré  comme  lieu  des  points  M  équidistants  de  deux  droites  A,  A'.  Sur  quelle  surface  doivent  se 
trouver  A  cl  A? 

Montrer  (|ue  A  et  A'  sont  conjuguées  par  rapport  à  \P). 

La  longueur  'imaginaire)  interceptée  par  ,P)  sur  A  est  constante. 

Le  point  .M  restant  fixe  sur  {V)  et  le  couple  (A,  A  )  variant,  trouver  le  lieu  du  milieu  I  de  N.N".  le  lieu  de  la 
droite  .\N'  et  le  lieu  des  points  .N,  N'. 

Le  lieu  de  NN'  est  un  plan  II.  Quelle  est  son  enveloppe  quand  M  varie  sur  (P)? 

Le  lieu  des  points  >',  .N'  est  une  ellipse  (E).  Montrer  que,  lorsque  .M  varie,  la  dislance  focale  de  ^El  reste 
constante. 

IV.  —  Le  lieu  des  points  M  de  l'espace,  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  A,  A'  non  complanes  sont 
dans  un  rapport  constant  kik^i^,  est  un  Iiyperboloïde  à  une  nappe  admettant  la  perpendiculaire  commune 
à  A  et  A'  pour  axe  de  symétrie  transverse. 

X*      \fi      ** 

Inversement,  étant  donné  un  hyperboloide  à  une  nappe  (II)  d'équation     ^-t-j-j  —  î*— 1=0    (<'>ft)»    '1 

■I  C/  ^ 

n'est  susceptible  du  mode  de  définition  précédent  que  si  on  a     rr.  =  -î4--ï• 
'  r  -1  0^       a*      c* 

Si  celte  relation  est  vérifiée,  il  existe  une  infinité  de  couples  tels  que  (A.  A'  .  Ces  deux  droites  rencontrent  Ux 
ortliogonalenient. 

."sur  quelle  surface  (S)  doivent  se  trouver  A  et  A?  Montrer  que  [Si  est  sa  propre  polaire  réciproque  par 
rapport  à  (II). 

La  longueur  imaginaire)  interceptée  par  (H)  sur  A  est  constanle. 

Le  lieu  de  la  projection  N  du  point  M  sur  A  lorsque  A  varie.  M  restant  lixe,  est  l'intersection  d'un  cylindre 
.  iiculaiie  droit  et  d'un  cylindre  parabolit|ue. 

On  suppose  A  fixe  et  on  considère  les  sphères  tangentes  à  A  et  dont  le  centre  .M  décrit  (II).  Montrer  que 
l'enveloppe  de  ces  sphères  est  une  surface  unicursale  dont  on  évaluera  le  degré. 

Calcul  (liffciiitltcl  et  inlcijral. 

I«  Déterminer  la  surface  .S  la  plus  générale  dont  les  normales  sont  toutes  tangentes  à  un  cylindre  de 
révolution  <',  de  rayon  r. 

On  calculera  les  coordonnées  .r,  i/.  :  d'un  point  .M  de  S  en  fonction  des  angles  0,  -i  qui  définissent  la 
direction  de  la  normale  .M.N  à  .S  en  M.  de  sorte  (jue  les  cosinus  directeurs  de  celte  normale  soient 

sinOcosç,  sinOsinç,  cosO. 

(On  supposera  les  trois  axes  de  coordonnées  roclangulaires  et  on  prendra  pour  O;  l'axe  ilu  cylindre  C.) 

2"  Déterminer  géométriquement  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  S. 

'■\'  A  quelle  relation  doivent  satisfaire  fi  et  ç  le  long  d'une  de  cps  lignes  de  courbure'? 

4"  Les  normales  l\  la  surface  S  sont  tangentes  non  seulement  au  cylinilre  C,  mais  aussi  à  une  seconde 
n.ip|)e  C  de  la  iléveloppée  de  S.  Déterminer  analyliquement  la  surface  C. 

5"  Montrer  que  les  sections  de  .S  et  de  C  par  un  plan  quelconque  parallèle  à  rO»/  son!  des  courbes  simples. 

fi**  Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  île  S  en  un  point  M  de  S. 

7"  On  suppose  dévelop|)é  le  cylindre  C  sur  un  de  ses  |ilans  tangents  et  on  y  prend  comme  axes  la  généra- 
trice de  contact  el  le  dévelop[)ement  do  la  base  du  cylindre,  les  nouvelles  coordonnées  étant  appelées  :  et  î.  On 
appelle  alors  I  et  J  les  développements  iles  intersections  In  elJ^  du  cylimlre  C  avec  les  s>nfaces  r'*'  '^  >\  on 
demande  de  déterminer  analytiquement  I  etJ. 

8°  On  demande  de  déterminer  la  développée  de  J. 

y  On  demande  de  déterminer  S  de  sorte  que  la  courbe  I  soit  un  cercle. 

MccttHKjUc  rationnelle. 

Une  barre  homogène  pesante  de  longueur  2<i  est  mobile  librement  el  .sans  frotlemenl  autour  «l'une  de 
se»  extrémités  0  supposée  fixe. 

1"  Étutlier  le  mouvement  de  la  barre  correspond. uit  i\  des  conditions  initiales  quelconques,  on  désignera 
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par  6  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  verticale  descendante  et  par  ■!/  l'angle  que  fait  le  plan  vertical  qui  la  contient 
avec  un  plan  vertical  fixe. 

Examiner  le  cas  où  l'un  des  deux  angles  4/  et  0  resterait  constant. 

2"  On  considère  une  circonférence  matérielle  fixe  située  dans  un  plan  horizontal  et  ayant  son  centre  sur  la 
verticale  du  point  0,  au-dessous  de  ce  point.  A  un  moment  donné,  la  barre  s'appuyant  sur  cette  circonférence, 
on  lui  imprime  une  rotation  de  vitesse  angulaire  w  autour  de  la  verticale  du  point  0.  A  quelle  condition  doit 
satisfaire  m  pour  que  la  barre  se  détache  de  la  circonférence? 

Si  cette  condition  n'est  pas  réalisée,  déterminer  le  mouvement  de  la  barre  en  supposant  qu'il  y  ait 
frottement  au  contact  de  la  barre  et  de  la  circonférence,  le  coefficient  de  frottement  étant  f.  Exprimer 
explicitement  l'angle  ■b  en  fonction  du  temps.  On  désignera  par  a  l'angle  constant  que  fait  la  barre  avec 
la  verticale. 

3°  On  considère  maintenant,  au  lieu  de  la  circonférence  précédente,  une'  hélice  circulaire  matérielle  fixe 
ayant  pour  axe  la  verticale  du  point  0,  pour  rayon  la  demi-longueur  a  de  la  barre  et  un  pas  donné  2-//.  A  un 
moment  donné,  labarre  s'appuie  sur  cette  hélice  dans  une  position  horizontale  et  elle  est  abandonnée  à  elle- 
même  sans  vitesse.  Déterminer  le  mouvement  de  la  barre,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  frottement. 
Calculer  la  réaction  exercée  par  l'hélice.  A  quelle  condition  doit  satisfaire  le  pas  de  l'hélice  pour  que  la  barre 
se  détache  de  Thélice  avant  que  son  extrémité  opposée  à  0  soit  venue  en  contact  avec  l'hélice?  Montrer  que,  si 
cette  condition  est  réalisée,  l'angle  à  dont  a  tourné  le  plan  vertical  de  la  barre  au  moment  où  elle  se  détache 
de  l'hélice  est  supérieur  à  une  limite  fixe  qu'on  déterminera. 

4"  On  suppose  de  nouveau,  comme  dans  la  première  partie,  que  le  mouvement  de  la  barre  est  absolument 
libre  autour  du  point  0.  Un  insecte  de  dimensions  négligeables  et  de  même  masse  que  la  barre  est  placé  sur 
la  barre  qui  est  supposée  suffisamment  rugueuse  pour  que  cet  insecte  puisse  prendre  le  long  de  la  barre  un 
mouvement  arbitraire. 

La  barre,  étant  placée  dans  une  position  donnée,  est  abandonnée  à  elle-même  sans  vitesse.  Si  l'insecte  garde 
sur  la  barre  une  position  fixe  Mg,  définie  par  son  abscisse  Uq  comptée  à  partir  du  point  0,  la  barre  oscille  comme 
un  pendule  simple.  On  suppose  que  la  longueur  /  de  ce  pendule  simple  est  supérieure  à  2»^.  Montrer  que,  les 
conditions  initiales  relatives  à  la  barre  restant  les  mêmes,  l'insecte  peut,  et  d'une  infinité  de  manières, 
en  partant  du  point  Mq,  prendre  le  long  de  la  barre  un  mouvement  tel  que  le  mouvement  qui  en  résulte  pour  la 
barre  ne  soit  pas  changé,  c'est-à-dire  que  la  barre  oscille  comme  un  pendule  simple  de  longueur  /.  Déterminer 
explicitement  ces  mouvements  de  l'insecte  pour    /  =  4»q. 
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2330.  —  Dans  te  plan  fixe  P  pris  pour  plan  de  la  figure,  soit  donné  Faxe  Ox  et  le  pôle  0  d'un  système 
de  coordonnées  polaires  où  p  désigne  le  rayon  vecteur  et  w  l'angle  polaire  d'un  point  quelconque  de  P.  On 
considère  la  droite  (D)  du  plan  P  dont  l'équatio)i,  dans  ce  système,  est 

5a 

'       3cosa> — 4  si  ne-)' 

où  a  représente  une  longueur  positive  donnée. 

A  tout  point  S  de  (D)  de  coordonnées  polaires  p,  et  o,  (O^to,  ^-,  rapport  d'une  circonférence  de 
cercle  à  son  diamètre)  correspond,  dans  le  plan  P,  un  point  M  dont  les  coordonnées  polaires^  dans  le  même 
système,  sont     ^  =  -■1     et     co=:2{.)j. 

1°  Construire  le  lieu  de  M  lorsque  S  décrit  (D)  tout  entière. 

2"  Sachant  que  S  décrit  (D),  dans  le  sens  des  o)  croissants,  avec  une  vitesse  constante  a,  démontrer  que 


i32 
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la  vitesse  aréolalre  M  par  rapport  au  pnle  0  est  ronslanle  et  en  douuer  la  valeur,  puis  calculer  laccéléra- 
tion  de  M  en  fonction  de  son  rayon  vecteur  ?. 

1.  Les  coordonnées  p,,  «■>,  du  point  S  de  (D;  sont  liées  par  lu  reluliun 

oa a 

^'      3cosoj. — .4  si  no       3   ^^  •*  ^i^ 

'  '      i  cosi»,  —  „  sino», 

o  o 

Posons     ?  =  cosO,     ^  =  sinO.     Il  vient 


f»       cosw,  cosO  —  sinto,  sinO       coslo, -+- Oj" 
L'équation  du  lifu  du  point     M(p  =  c,,     o)  =  '2«-),)  e<t 


cos 


si  nous  posons     w  =  <o^  —  20.     elle  devieul 

a 
f  = 


COS-^f 


Lorsqu'on  change  to„  en  (2t  —  o>J,  ?  se  cliang.-  en  —  c.  Le  lieu  de  M  est  donc  symétrique  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  au  nouvel  axe  polaire  Oa,,  en  0.  Changeons  maintenant  ...,  en  2z -+  «^  : 
f  devient  —s  et  la  courbe  lieu  de  M  admet  l'origine  0  pour  centre  de  '^yinélrir;  on  on  cnnilul  que 
l'axe  polaire  0.r^  est  aussi  un  axe  de  symétrie. 

Calculois  la  tangente  de  l'angh'  V  que  fait  le  rayon  vecteur  O.M  avec  la  demi-tangente  MT  ù  la 
courbe  dans  le  sens  des  i%  croissants  : 


igv  =  ;. 


;     =(l 


COS 


i«"o 


igV=:2coi.  .;. 

Kii  faisant  varier  <.»„  de  0  à  -  nous  obtiendrons  l.-  quart  de  la  courbe  et  il  stiflira  de  la  compléter  au 
moyen  des  symétries  déterminées  précédemm.-nl.  l'axe  Oj,  Taisant  avec  Ox  l'angle  20  en  sens  inverse 
des  <..„  croissants.  Pour  m^  =  -k,  s  devient  intini  et  nous  devons  rechercher  si  la  courbe'admel  une 
asymptote;  soit  d  sa  dislance  (i  l'origine  0,  estimée  sur  la  demi-droite  dirigé.'  faisant  avec  l'axe  polaire 

I  angl(> 


t 


psin(u>,  —  T.)  =  a 


sin(o).  —  -) 


lUL 


«o, 


008  2 


A 


d=Iimit..        r„.-^''l-o  =  _->„|im(sin':;")~|=-2« 
I  eos"'  ^        "1 

Nous  .on^lrnirohs  donc  l'asymptote  en  portant  sur  le  rayon  vecteur  dirigé  qui  fait  l'angle     -t- -y 
avec  (V,.  et  a   lopposo,  la  longueur  ia;   la  perpendiculaire  elevt-e  à  celle-ci  en   son   extrémité  est 
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l'asymptote  cherchée,  parallèle  à  Ox^.  Le  tableau  et  la 
courbe  ci-dessous  résument  les  variations  de  p. 


(Oo 

0 

^ 

2 

^ 

20 

/^ 

- 

2 

0 

/" 

4 

/^ 

0 

/^ 

2 

p 

a 

/ 

as/2 

/ 

5 

3^ 

/^ 

-hx 

tgV 

X 

2 

3 

2 

0 

2.  La  vitesse  aréolaire  de  M  a  pour  expression 
dK 1  :,c?oj 

or,  de  la  relation     co  =  2a),,     on  tire     -j^  =  2--~ ,  et  la 
distance  OH  de  0  à  la  droite  (D)  est  a.  En  effet,  (D) 


rencontre   00^,^  au  point  de   coordonnées     (w^  =  -r:  —  20,     c,  =  — ^a\     et  elle  est  également  inclinée 


sur  Ox  et  Ox^  : 


OH  =  Ja  cosO  =  ^a  X  ;.  =  rt, 
3  3         o 


d'où     HS  =  af     (sens  des  coj  croissants), 


at 


dérivons  par  rapport  à  t  : 


d 


0), 


Ig(0-f-o3.)  =  ^  =  /, 


2 


arc  tg  ^  =  0  -h  w,  ; 


dt 


i-^l'- 


et 


dl       1+/-'  '        cos^(CiH-oj,)  '-         °^  ^'^  ^  ' 

di\.      1     ■>/ 1    ,   ,0 


Puisque  le  mouvement  du  point  M.  a  lieu  autour  du  point  0  suivant  la  loi  des  aires,  son  accélé 
ration  est  centrale  et  portée  par  le  rayon  vecteur  OM.  Pour  calculer  cette  accélération  en  fonction  du 
rayon  vecteur  p,  il  est  commode  d'utiliser  la  formule  de  Binet.  La  constante  des  aires  est  2a-  et  l'accé- 
léralion  y  est  donnée  par 


4a  I   1 


or, 

1_ 

? 

d'où 


cosf  0 


I) 


.1  ,.,1 

=  1     .    /^       to\  û  1         A.   ,   (o\  1  ^a  I 


(/(.)•' 


4a        V 


-    f'-\p    4p;-    p»' 
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On  peut  au>si  calculer  •'  à  laide  de  son  expression  en  coordonnées  polaires  : 

^  —  dl'       '\dt)  ^  —  1  +  /-"  ,— «U-hU,  W—'J' 

d'ç,  _a(l  -h  t')  —  al'  _"W)  ~  ^Vâ'~  V_  a' 

a*'  a 
a*         /2an*  3a* 

II.  L.    MK.N.NESSIEH,  à  Évreux. 

Aiitr-s  soliilinns  :  MM.  !.,.  Chioannk,  ihV  H.  .\.  P.  E.  M..  Strasbourg;  G.   Lacii.  insliluleur  à  Douai;  M.  Roix,  instilu- 
lour  a»  Creusol;  Thi'i.n,  a  (irandvillicrs. 


2334.  —  On  propose  de  déterminer,  d'une  manière  grossièrement  approchée,  l'intensité  g  du  champ 
dr  lu  prsnnti'.ur  terrestre  en  utilisant  les  oscillatinns  d'un  pendule  simple;  celui-ci  est  constitué  par  une 
sphère  très  donse,  de  diamètre  Ki'""',  attachée  à  lu  partie  inférieure  d'un  fil  inextensible  de  masse  négli- 
ijeahlf;  la  longueur  de  ce  fil,  mesurée  de  luxe  d'oscillation  jusqu'à  la  surface  de  la  sphère,  est  deHi"^.  La 
durée  il'uin'  oscillation  complète  di-  re  pendule  est  trouvée  égale  à  1""'  .H2,  l'amplitude  des  oscillations  étant 
très  petite. 

I  '  Quelle  valeur  déduirait-on  de  cette  mesure  pour  l'intensité  g  du  champ? 

:2"  (Jwlle  exl  la  râleur  maximum  de  l'erreur  absolue  possible  sur  ce  résultai,  si  la  longueur  du  /il  de 
suspension  a  été  déterminée  arec  une  erreur  possible  de  l"""  et  si  la  durée  d'oscillation,  dnnnée  plus  haut, 
résulte  de  la  mesure  de  la  durée  totale  de  70  oscillations  complètes,  à  l'aide  d'un  compteur  à  pointage,  dont 

l  us'ige  cinn})oi  te  uuf  '/"<'/•  "f/sotue  possible  de  ..  de  seconde  en  plus  ou  en  moins  à  chague  paintaifc? 

o 

On  ne  tiendra  pas  ( mtiple  de  la  résistance  de  l  air.  On  prendra     r.  =z  .'^,1 1. 

U"  Dans  les  calculs  précédents,  on  prendra  comme  longueur  du  pendule  simple  la  distance  de  l'axe 
d'oseiltat'ion  au  centre  de  la  sphère;  montrer  gue  l'erreur  absolue  gue  l'on  commet  ainsi  sur  la  longueur  du 
peu  hile  est  négligeable  vis-à-vis  de  celle  indiquée  ei-dessus  comme  admise. 

I    ApplKjuons  la  formule  du  pendule      I  :=  ^- V/        en  y  Faisanl 

T=l,82,  ::  =  3,li,  /  =  81    H  0,8  =  81,8. 

On  Irouve 

g  =  <m,{). 

2"  Supposons  les  erreurs  assez,  pelilcs  pour  (juOn  puisse  leur  appliquer  le  calcul  diiïorcnliel.  A  cel 
eiïel,  résolvons  d'ahord  l'éjjualion  par  rapport  à  7  : 

Prenons  ensuilê  successivement  le  lo>îarithtne  népérien  et  la  diTérenlielle;  il  vient, 

-g-T-^ir- 

l'ai««..im     g^dl\,     /  =  8i,S     A/=_(il.     i— 1,82.     Pour  avoir  A  T,  il  fai>t  diviser  par  TO^Iiombre 
-des  oscilU'.iions  observées,  l'erreur  qui  peut  res.iller  des  deux  pointages,  soit  '  «le  seconde,  ce  «jui  fait 

u 
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i 

^T^  j^.  En  faisant  la  somme  des  valeurs  absolues  des  deux  termes  de  ^g,  on  aura  l'erreur  maximum 

possible.  On  trouve  ainsi 

A»  =  |{^+2Xj|i^  =  l,2+10,2  =  H,4, 

valeur  remarquable  par  son  importance. 

S"  Si  l'on  tient  compte  du  moment  d'inertie  de  la  sphère,  l'expression  de  la  longueur  du  pendule 

devient     l-\-t-T,     r  clanl  le  rayon  de  la  sphère.  Le  second  terme  est  égale  à     ^XtiV-g  =0^003,     ce 
o  l  ^  o       ol,o 

qui  est  négligeable,  puisqu'on  peut  commettre  sur  l  une  erreur  égale  à  0,1. 

Cil.  PAGE,  ù  bord  de  la  Ville  d'Ys. 
Assez  bonne  solution  de  M.  Topin,  à  Grandvilliers. 


2335.  —  Un  mélange  gazeux,  à  la  pression  d'une  atmosphère,  est  formé,  pour  le  quart  de  son  volume 
d'azote,  et  pour  le  reste  dliydrogène.  Il  a  pour  volume  V  =  7x22',4.  La  température  est  0°;  elle 
conservera  toujours  celte  même  valeur  dans  la  suite. 

fi 

•    1°  On  combine  les  =  de  ce  mélange  en  formant  du  gaz  ammoniac.  Le  volume  ayant  gardé  la  valeur  V, 

quelle  est  la  pression  du  mélange  d'azote,  hydrogène,  annnoniac  ainsi  obtenu? 

2°  On  introduit  143^,5  de  chlorure  d'argent  dans  le  mélange  gazeux.  Quelle  sera  la  pression  déqui- 
libie,  le  volume  noyant  pas  changé? 

Y 

3"  On  diminue  le  volume  depuis  \  jusqu  à  >. .  Quelle  sera  la  nouvelle  valeur  de  la  pression  d'équilibre? 

4"    On    construira  le  graphique  :     x  =  v,     y=^pv,     v    étant   le   volume  var'-able  et  p  la  pression 

variable  pendant  la  transformation  décrite  dans  la  troisième  partie. 

Données  :     AgCl  et  AzH^  se  combinent  pour  former  2AgCI,  3.\zFl'  puis  AgCl,  3A/Ji'.  Ces  corps  se 

d'ssocient  suivant  la  formule 

2AgCI,  3AzH^?=±2AgCl-l-3AzH'. 

Pression  de  dissociation  à     0°  =  y-  atmosphère. 

2[AgCl,  3AzH']?^2AgCI,  3AzH^  +  3AzIP. 

4 

Pression  de  dissociation  à    0''::=Trj  atmosphère. 

La  pression  de  dissociation  n'est  pas  modifiée  par  la  présence  d'un  gaz  inerte,  c'est-à-dire  que  la 
pression  du  gaz  inerte  s'ajoute  à  la  pression  de  dissociation. 

1°  L'équation  de  la  combinaison  de  l'azote  et  de  l'hydrogène, 

Az^  +  3U-  =  2A^H^ 

montre  qu'une  molécule  d'azote  et  3  molécules  d'hydrogène  donnent  2  molécules  do  gaz  a(nmoniac. 
Pour  les  gaz  qui  ont  réagi,  la  pression,  à  volume  constant,  est  donc  réduite  de  moitié.  Par  conséquent, 

r  3 

les  ^  du  mélange  donnent  du  gaz  ammoniac  à  ^  d'atmosphère,  et   il  rcslc  du  gaz   non  combin 

=  d'atmosphère.  La  pression  totale  est  donc  devenue 

3,1       4  ,.  ,  ,  . 

=  -4-  i=  -  d  atmosphère. 

/       /       /  ^ 


e  à 
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D'ailleurs,  le  volume  moléculaire  élaol  précisément  22', 4,  il  résulle  de  lénoncé  que  la  quanlilé 

de  gaz  ammoniac,  formée  aux  dépens  de  ti  volumes  moléculaires,  représente  exactement  '.i  molécules. 

2"  Le  poids  donné  de  chlorure  d'argent  représente  une  molécule,  qui  se  trouve  ainsi  en  pn-sencç 

de  '.i  molécules  de  gaz  ammoniac.  La  pression  '_  d'almosphère  étant  supérieure  à  j^,  pression  de 

dissociation  du   premier  chlorure  ammoniacal,  celui-ci  va  prendre  naissance,  ce    qui  diminuera   de 

3  1 

moitié  la  pression  du  gaz  ammoniac  et  la  réduira  îi  p.  nombre  encore  supérieur  ."i  y^^.  mais  inférieur 

à  7-.  Donc  la  réaction  n'ira  pas  plus  loin  et  la  nouvelle  pre.ssion  d'équilibre  sera 

^   ,   1_  5 

V 

3"  Si  on  réduit  le  volume  à  _  ,  la  jiression  du  gaz  non  combiné  devient  1,  el  celle  du  gaz  ammoniac 

deviendrait  ',  s'il  n'était  pas  absorbé.  Cette  valeur  étant  supérieure  à  j^^,  le  secoml  chlorure  ammo- 
niacal prend  donc  naissance  el,  comme  le  gaz  ammoniac  el  le  chlorure  d'argent  sont  précisément  en 
(juanlilés  équivalentes,  la  pression  du  gaz  ammoniac  se  réduit  à  jtt.  La  nouvelle  pression  totale  sera 
donc  l-i- 

'»"  Ouand  on  commence  l'opéraliou  ;t.  on  comprime  le  mélangr  gazeux  sans  produire  de  réaction 


pv 


5 


chin»ii(ue  jusi|u  a  ce  <jue  la  pression  du  gaz  aiuinoniac  devienne  -.r- 
Le  pro<luit  jtr  reste  donc  constant  durant  cette  période,  el  égal 

îi  T-rV  OU,  en  itnmaul  pour  unité  le  volume  moléculaire,  3. 

4 

Quand  la  pression  du  gaz  ammoniac  est  devenue  jr-.,  elle  a 


1: 


15 

M 


iri 


2S 


augmenté  dans  le  rapport  de    '    a  ^.  soit  j".. .  Le  volume  est  donc 


devenu    '  V  ou -?'   de  volume  moléculaire. 

A  partir  de  ce  uiMmciil-là,  la  pressiuii  y*,  du  mélange  d'azote  et  d'h\drogène  conlinue  d'obéir  à  la 
loi  de  Mariotte,  tandis  (juc  la  pression  p,  du  gaz  ammoniac  reste  conslanle.  Le  prtfduit  (/), -h/),)r  se 
comj»ose  alors  d'un  terme  conslaut  et  d'un  terme  proportionnel  à  v.  Le  poinl  liiTuralif  décrit  une  droite 

dont  l'ordonnée  est  ^)  pour  l'abscisse  -^,  et  l,i  pour  l'abscisse  i.  On  a  ainsi  la  rcprcsenlaUon  tigurce 
ci-dessus.  Yves  HOl  ilIll.LlKU.  école  centrale. 
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i«:coLi-:  c i:\ritALfc: 


10437. 

-  438. 

—  439. 


Arithmétique,  algèbre  et  trigonométrie  ,.M\1.   IM  uxsit  ri  (ii.uMtOi. 

Aiithmétii/ue. 
Tliùorio  (le  la  division.  Division  <lc  31  «22  par  V82:  p»iir.nioi  "  cil-ii  le  cliillro  des  tli/unca  du  <|iioUcm 
CiracliTc  de  ilivi:«il)iliti*  pir  I2S;  caraclèrr  de  divlsibilil»-  pir  V  cl  pnr  M;  p«r  1  el  p,«r  13. 

Plus  \j\-.u\<\  coinimin  divi-curdc  detix  iimiuItcs;  pniprit'lés. 
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10440.  —  Quand  un  nombre  divise  un  produit  de  deux  facteurs,  s'il  est  premier  avec  l'un  d'eux,  il  divise  l'autre. 

—  441.  —  Plus  petit  multiple  commun  de  deux  nombres.  A  quoi  reconnait-on   qu'un    nombre  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  nombres  .V  et  B?  Plus  petit  multiple  commun  des  deux  nombres  60  et  8i. 

—  442.  —  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée. 

—  443.  —  Décomposer  1001  en  un  produit  de  facteurs  premiers. 

—  444.  —  Plus  petit  multiple  commun  de  plusieurs  nombres  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers.  Démontrer 
que  les  quotients  du  p.  p.  m.  c.  par  les  nombres  donnés  sont  premiers  entre  eux.  Réciproquement. 

—  445.  —   Un    nombre    étant    décomposé    en   ses    facteurs    pren^iers,     N  =  a'^ô^cv  . . .  /"',     trouver    le   plus    petit 
nombre,  N',  tel  que  le  produit  NN'  soit  carré  parfait. 

—  446.  —  Si    N  =  2/c  +  1,    démontrer  que    N^  -+- 1     ne  peut  être  égal  à  un  carré  parfait. 

—  447.  —  On  considère  deux  nombres  entiers  A  et  B     (A  >  B).    Démontrer  que  les  restes  de  la  division  par  B  des 
nombres  de  la  suite 

VI  \2  V3  \H 

se   reproduisent   périodiquement   dans   le   même   ordre.  Dans   le  cas   particulier  où  A    et    B  sont  premiers  entre  eux. 
B  divise    A""'  —  1. 

—  448.  —  Théorèmes  sur  les  fractions.  —  Quand  dit-on  qu'une  fraction  est  réduite  à  sa  plus  simple  expression? 

1  41 

—  449.  —  Qu'appelle-t-on  quotient  à  une  unité  près,  à  -  près?  Appliquer  à  la  fraction  j^. 

—  450.  —  Racine  carrée  de  3  221:  de  1256:  de  o322;  faire  la  théorie  sur  l'exemple  indiqué. 

—  451.  —  Calculer  ^a  racine  carrée  de  3130  au  moyen  de  la  règle  à  calcul,  puis  faire  la  théorie  de  la  racine  carrée 
sur  cet  exemple. 

1 

—  452.  —  Calculer  la  racine  carrée  à  — -  près  de  71  =  3,141.5926.... 

3i        1 

—  453.  —  Extraire  la  racine  carrée  de  la  fraction  -^  à  -—^  près. 

/       100  ' 

—  454.  —  Racine  carrée  de  23,271  à  — -t7  près. 

—  455.  —  Erreur  absolue;  définition.  On  a  mesuré  le  rayon  d'un  cercle  de  manière  que  l'erreur  soit   moindre 
que  -millimètre,  et  on  a  trouvé    R  =  13""";    on  demande  la  surface  du  cercle.  Quelle  valeur  prendra-t-on  pour  u? 

—  456.  —  On  calcule  le  quotient  --  en  prenant    7T  =  3,li    et     \2  =  1,12.     Limite  de  l'erreur  commise. 

\2 

AIgnbre. 

—  457.  —  Mettre  sous  forme  de  produit  de  facteurs  l'expression 

(a  -j-  6  -*-  c)i  —  (6  -+-  c)i  —  (c  +  rt)*  —  (rt  4-  (j)'*  +  a*  -+-  6^  -+-  c*. 

—  458.  —  Formule  des  combinaisons.  Démontrer  que  C(J,  =  CJ,',"l',  -+-  C{J,_,. 

—  459.  —  Développer    (a-t-6)S;    (a+x)'". 

—  460.  —  Quel  est,  dans  le  développement  de    (a  +  6)   ,     le  terme  le  plus  grand? 

—  461.  —  On  donne  n  droites  dans  un  plan;  en  combien  de  régions  ce  plan  est-il  divisé? 

—  462.  —  Somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers.  Démontrer  au  moyen   de  la  table   de  Pythagore 
que    S3  =  (Si)2. 

—  463.  —  Déterminer  un   polynôme  entier  en  x,  du  quatrième  degré,  tel  que    /(.r -+- 1)  — /"(x)  ^  .rS    et  se  servir 
de  celte  identité  pour  le  calcul  de  la  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  entiers. 

—  464.  —  Calculer  les  déterminants. 

\     a     bc  \  n^     a     \ 

i     h    ca    ,  b^     f>     1 

1     c    ab  \  < 

—  465.  —  Étudier  le  système 

ax  -+-  bij  -\-cz-hd  =  0.  ax  -i-  L'y  -f-  cz  +  d'  =  0,  a"x  -i-  6"y  -f-  c"z  +  d"  =  0. 

—  466.  —   Système  de  quatre   équations   linéaires   à    trois  inconnues.    Démonstration   dans   le  cas  où   l'on    a  un 
déterminant  principal  du  second  degré  seulement    (al/  —  ba'=}^0). 

—  467.  —  Étudier  le  système    x  —  2i/  -i-  z  =  ù,    3x-hy  — 2:  =  0. 

—  468.  —  Somme  des  termes  dune  progression  géométrique;  limite  de  cette  somme  iiour  n  infini  lorsque    |  7K  t. 

—  469.  —  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est    ?/„  =:  ho;". 

—  470.  —  Etudier  les  séries 

1  1  »'«'_(_  I  \  w 

J/,,  =        ,  Un  =  ,  t/ii  =  ^  .  ".1=3-- 


n{n-hl)  n*-+-l  y  "* -*"  ^ 
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10471.  —  Ktuilier  les  séries 

Un  =  ,  »..  = ,  U„  =■ ,  I/m  = ,  »»  =  ,  Wn  =  LsllW, 

n  loK.n  \n*  -h  1  \n*-+-  1  riLn  L  ch  n 

i/,.  =  Lllin,  ii„  =  l  !(«-+- I)L(| -H^)  +  (n— l)Lll —y)  j  .  Un  =  -co<-- 

I     .    nr  I    .    n« 

n         -J  ni 

—  472.  —  Ktudier  les  séries 

«»=n-+--|    — '■,  "il  ~  ^  I -t- a  —  (  l -t- -^  ),  M„=\^  — 1,  Ma  =firc  iK'.'i -+- Ij  —  arc  tgn, 

Un  =  arc  IgH  —  arc  Ig  vn. 

—  473.  —  Limite  «le  ^  n  quand  h  augmente  indéfiiiimenl.  Montrer  que  dans  les   mêmes  conditions  rexpression 

(\'n-\l                                                                                              "J~n—l 
"       [j^ tend  vers  i  :    appliquer  à  réludc  de  la  série    j/„  =  ^  j 

—  474.        Étudier  les  séries 

_(/i!)Jj"  _    nm  a-H  „pjc,,  x« -t- 2"  ! 

L  (n  -t-  1  '  u 

—  475.  —  Somme  des  carn-.  il<s  ,i  premiers  nombres  entiers;  étudier  la  série    «,i  =  *    "*"      -^-  •   •  -»-  "        Calculer 

la  somme.  Même  (luestion  avec  lu  série    »„  =      "*"      -H  •■•->-  "     ^ 

ti'. 

—  476.  —  Séries  alternées;  étudier  les  séries 

Uh=(— 1)"^,  M,.  =  (— l)"Ln(en  —  i). 

~  477.    -  Soit  a  un  nombre  positif,  plus  grand  que  l  et  n  un  entier  qui  augmente  indéliniment;  limite  de  \  a- 
~  478.  —  Limite  de     (  '  -♦-  ^^  1       quand  m  augmenta  imiélinimenl.  I^ludier  la  série 

Démontrer  que    <?  <  3. 

~  479.  —  Déllnition  des  logarithmes  népériens.  Continuité:  d'-monlrer  que  1^  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  I. 

.Module  de  passage. 

—  480.  —  Démontrer  que  I  équation     y  =  slij-    déliiiit  une  fonction  inverse    (j-  =  arg8hy). 

—  481.  —  Di-rivce  de    y  =  x»'     pour  m  entier  et  positif,  puis  pour»»  fractionnaire. 

—  482.  —  Dérivées  de    y  =  a*,    y  =  e<>'<-*e^.    y  =  I,.r,     y  =  ei-«-. 

—  483.  —  Dérivée  de    y  —  arclg[vl  -»-a«--x];    expli(iuer  le  résultat  (on  pose     :  =  arctg.i). 

_  I 

—  484.  —  Dérivée  do    y  =  e'   ';     limite  de  la  dérivée  quatid  a  tend  vers  0. 

—  485.  —  Dérivées  successives  de    y  =  e'(x« -»- x).     Loi  de  formation. 

—  486.  —  Formule  des  arcroissemi<nts  Unis;  applii|ner  h  l'expression    e*^-n — «C. 

~  487.  —  .Vppiiquer  le  lliéorème  des  accroissements  (ini*  à  l'expression     L(«-h  I)  — Ln;    en  déduire  que  la  série 
M„  =  ^  est  dixergenle. 

~  488.    —   Formule  «le   Taylor   pour  une   fonction   d'une   seule  variable;   appliquer  cette  formule  à  l'expression 
\  •  -^  '>,     ^n  la  limitant  au  troisième  terme. 

-  489.  —  .Vppliqunr  In  formule  de  Taylor  a  la   rciluMclio  de  la  limite  île  l'expression  —^  pour    x  =  a,    sachant 
.|u-     A«)  =  0.    ye/i  — 0.  *  ' 

—  490.  —  Formule  de»  accroissements  Unis  pour  une  fonction  de  deux  variables. 
~  491.  —  Formule  de  Taylor  pour  une  fonction  de  deux  variables. 

-  492.    -  Dérivée  d'une  fonction  composée;  dérivée  secomle. 
493.  -  Dérivée  de     y  =  f. 

494    -  Dérivée  de     y  =  (|-|.x)^;     limite  de  y' |M>ur    x  =  0. 
495.    -  Fonction  implicite;  dérivée»  première  et  seconde. 

—  498.        On  considère  la  courbe    y  =  e';    on  la  cojpe  par  une  parallèle  à  la  tangente  au  point    x  =  0.    y=  I; 
sui.nt  u  et  t  les  ab.4oUie9  des  ileux  points  de  rencontre;  calculer  i'. 
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10497.  —  On  donne  deux  variables  x  et  y  reliées  par  la  relation     arc  sinx  =  arc  sin  my.     Montrer  que  les  deux  arcs 
binus  partent  en  même  temps  de  0  et  arrivent  en  même  temps  à  |;  calculer  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  :r. 

—  498.  —  DifTérentielie   totale  d'une   fonction     z  =  f(xi/)    des  deux   variables  indépendantes  x  et  y.  Appliquer  à 
z  =  /'(u,  i:)    en  supposant  ii  et  v  des  fonctions  données  de  r  et  y. 

—  499.  —  Étudier  les  variations  des  fonctions  : 


_      ^^                               .,         I                  I                        i/ri  —  \ 
y  —  X*  -f-  1  '  ^  ~  ■'""'"  â^  "*"  ^  "^  ;^  '  'l~   — X '  2/  =  cos3x.cos2a-,  y  =  sinSx.lgj-, 

..       «'  —  I  '  hr 


X 


y  =  x.e^,  ?/  =  ^,  y  =  L('l-4-i\ L,  ,y  =  a,-.L(x  +  1)  —  (x -t- l)Lr, 

\x  \  .x-J        X  -{-  l 


I  _i_  ^ „ 

l/  —  ^~Lchx,  y  =  x'--',  y  =  (i_t_a;)r,  y_(i  _^  j.jx_i^  y  =  V^x» -(- 1 —\/x5  — 1  (asymptotes). 

—  500.  —  Trouver  les  maxima  et  minima  de  la  fonction     y  =  g(x  +  n) 

^       tg;x  — «] 

—  501.  —  Variations  de  la  fonction  y  de  x  définie  pir  l'équation     shx=:cosy. 

—  502.  —  Soit  la  parabole    y- =  2px,    et  AB  un  segment  pris  sur  l'axe  Ox;  trouver  li;  p  int  de  la  parabole  d  où 
l'on  voit  AB  sous  un  angle  maximum. 

—  503.  —  Développement  de  arc  tgx  en  série  entière;  application   au  calcul  de  n.  Comment  peut-on  obtenir  des 
séries  rapidement  convergentes  pour  ce  calcul? 

—  504.  —  Développer  en  série    L(l — x).     Démontrer  que,  />  et  7  étant  deux  nombres  positifs  plus  petits  que  I, 
on  a     7>M-r/)^L(l-p)^        p 


—  505.  —  Calculer  L2. 

—  506.   —  Développement  en  série  de     L ,  _     ;     en  déduire  L3.  Supposant  qu'on  ne  prenne  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  série,  trouver  une  limite  supérieure  du  reste. 

—  507.  —  Développer  en  série  entière    y  =  L{x^  —  :îx  +  2). 

—  508.  — On  donne  la  série  entière 

/■(.r)^l4-^x+'"^"lr'^x2+...+^^'"-"---("'-/^+'U-^...; 

énoncer  les  théorèmes  sur  les  séries  entièris  et  les  démontrer  sur  l'exemple;  trouver  le  rayon  de  convergence. 

—  509.  —  Développement  de    (1  -hj)'»;     l'appliquer  au  calcul  de  \2î;  limite  de  l'erreur  commise  quand  on  s'arrête 
au  second  terme. 

—  510.  —  Développement  en  série  dearcsinx. 

—  511.  —  Développement  en  série  decosx,  desinx,  de  eJ^sin.r. 

2x  -^  2  cos  a 


—  512.  —  Développement  en  série  de    y 

—  513.  —  Calculer  e-  a.  jrrr  près. 


1  —  2x  cos  a  -+-  x'i 


514.  —  Calculer  sin  10'  au  moyen  de  la  s;;rie  sin.c,  en  ne  prenant  que  trois  termes.  Erreur  connuisc 

515.  —  Calculer  avec  cinq  chiffres  exacts  la  somme  de  la  série 

,    ,    1       ,   1.3    .,   ,   1.3.5    » 


2Â'^'  +  Tr^^'^- 


1 

pour     x  =  -. 

—  516.  —  Inliniment  petits.  On  prend  sur  une  courbe  C  doux  points  infiniment  voisins  M  et  .M';  on  mène  en  M  la 
tangente  ii  la  courbe  et  en  M'  la  parallèle  à  l'axe  Oy.  Soit  K  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites;  trouver  l'orlre 
infinitésimal  de  ICM'  par  rapport  à  Ar. 

—  517.  —  Partie  principale  de  l'infiniment  petit    2L  cos.r -+- .c  sin  »     ( /■  désignant  l'infinimcnt  pelil  principal). 

1  -i  1  ' 

—  518.  —  Même  question  pour     -(1  -\- mx)  ' eP  —  ^(l  -hp.r)*e>>',    m  et  p  désignant  deux  nombres  entiers  posiliTs. 

—  519.  —  Déterminer  a  et  8  de  façon  que  l'intinimenl  petit    t--'  — ;-—     soit  de  l'ordre  le  plus  élevé  i)OSïiblc. 

f  '       ^  '  1  -f-  px  ' 

tort  I  •       •.        1  VX^-l-5  —  \jàc^-^-i  n 

—  520.  —  Limite  de     ! ! — __ï pour    x  =  2. 

xi  —  DX-+-6 
gx  gsiiiJ- 

—  521.  —  Limite  de     —r, ;     pour    x  =  0. 

x(l  —  cosx) 


—  522.  —  Limite  de     -, quand  .<■  tend  vers  -• 

(•"-2) 


AM)  QIKSTIONS  PROPOSÉES 


10523.  —  Limite,  r.nu,  j-  iniini.  .le     A£!j±±rL£L±i . 

—  B24.  —  Limite,  pour  j  inlini,  de    .r[yx»T~i  —  \x*-+- 1 1. 


—  525.  —  Que  devient  l'expression     yx»  -»-  1 pour  jr  infini?  On  muiliplie  celle  expression  par  x»;  quelle 

valeur  faut-il  donner  à  a  pour  que  le  produit  obtenu  ail  une  limite  finie  non  nulle. 

—  526.  —  Limite  de     \  n  —  1     quand  n  augmente  indéliniment. 

—  527.  —  Montrer  que  -tend  vers  0  quand  n  augmente  indéliniment. 

—  528.  —  Limite  de       pour  r  infini;  limite  d     \  /  . Lx,  de  x^^Lx,  de  x*Lx  quand  i  tend  vers  0. 

529.  —  Limite  pour    x  =  (t     de 

Il  i  t 

(iinr)C^f^,  Lx.l.  — .  Lsinx.Lchx,  oosx -»- shx)'.  (cosx)'',  — .L-'^^',  h-£}l£. 

'  j  sinx         tgx    '  X* 


630.   -  Limite,  pour  »>  intii»!,  de    >;i  M  1  h |     — ''1 

531.  -  Df^flnir  et  elTectner  li'  produit  «le  deux  n. 

532.  —  Représenter  géométriquement  le  nomhrc 


—  531.    -  Définir  et  elTectner  li'  produit  «le  deux  nombres  complexes.  Représentation  géométrique. 

_      1 
~  a-+-  bt' 

—  533.  —  Formule  de  Moivre;  sa  signification  géométrique. 

534.   —  Dérivée  m'  de  la  fonction    ^=^«-^3-1;    même  question  pour  la  fonction    y  = -j-x~i  î    «lécomposer  en 
éléments  simples  à  coefficients  complexes,  et  ramener  le  résultat  à  la  forme  réelle  en  posant    x=:eolg?. 

—  535.  —  Rai-ines  qiinlriémes  de     1 -h  1,    de    1 -4- 2. 

536.  —  Définition  de  e-  pour  :  complexe.  Application  au  calcul  d'une  somme  de  cosinus  ou  de  sinus  d'arcs  on 
progression  arithmétique. 

—  537.  —Calculer  la  somme    S  =  sinx  +  sin2x -f   ...-i-sinwx. 

-  538.  —  Calculer  In  somme    S  =  1  -+•  cos*a  -|-  cos-2fl  h-  ...  -1-  cos*(m  —  i)a. 

—  539.  —  Calculer  s  sachant  que    «=  =  1^3 — I. 

-  540.  —  Calculer  :  sachant  que     e' =  — e". 

641.  —  Résfiudre  l'équation     e- =  !-♦-«'«,     a  étant  donné. 

—  542.  —  Résoudra  les  éijnations    ch:  =  0,    clh  :  =  1  -+- 2i. 

I    I    suivi  »•   ) 


(JUKSTIONS    PHOPOSEES 


2498.  Soiout  \.  H,  C,  les  pi«'ds  des  norHHut's  à  uno  par.iltolo  issues  d'un  point  1':  .\,,  1»,.  C.^  les  sommets 
du  tiianglf  form«!'  par  les  tangentes  à  la  parabole  aux  pninis  A,  H,  C. 

i"  Montrer  que  les  droilcs  .\A,.  MM,,  GCj  concourent  en  un  point  Q. 
2"  Que,  si  le  point  P  se  déplace  sur  la  parabole  (lunn<îe,  le  lieu  de  Q  est  une  quarlique. 
'.V'  (Jue,  si   le  point  P  se  d<^placc  sur  une  parabole  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  celui  de  la  parabulc 
donnt'e.  \r  lien  du  point  o  osl  une  hyperbole. 

E.-N.  Rauisien. 

2499.  —  Trouver  le  lieu  du   poinl^^de  rencontre  de  la  tangente  à   l'extrémité'  d'une  corde  focale  dune 
ellij)sc  avec  lu  normale  à  l'autre  exlréifiité. 

G.   LAt^M.  à  Douai. 

2600.  —  I  II  point  .M  se  nn-ul  sur  une    ellipse  ilo  façon  que  la  vitesse  en  chaque  point  de  l'ellipse   soit 
prnporiiuHnelle  au  rayon  de  courbure  en  ce  point, 
l'rouver  la  loi  du  mouvement  de  ce  point. 


Le  Hédacteurliérant  :  H.  vriMEHT 


Coulommier».  —  Imprimerie  P.ul  RUODARD. 
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SUR   LES   HELICES   CVLLXDRIQUES 

par  M.  Anzemberger,  professeur  au  lycée  de  Besançon  (Fin). 


Rayon  de  courbure.  —  Le  premier  groupe  des  formules  de  Frenel  donne 
ou,  d'après  (5),  (6),  (8), 


dot.       a' 
ds—R' 

t 

9 

9' 

(1  +  A^)P 

W 

et 

R  =  (l-l-/c2)p.  (9) 

Le  ra\pn  de  courbure  de  Vhélice  est  proportionnel  à  celui  de  la  base.  La  réciproque  n'est  pas  vraie, 
car,  en  définissanl  toujours  la  courbe  de  même,  le  rayon  de  courbure  est  donné  par  la  formule 


+   p.. 

R- 

pour  que  -^  s*^'^  constant,  il  faut  et  il  suffit  que 

p"  I 

h  étant  constant,  équation  diflerentielle  en  X  qui  admet  bien  l'intégrale  particulière     À'  =  const.,     mais 

qui  en  admet  d'autres. 

Remarque.  —  Les  formules  (5)  et  (9)  montrent  que  l'hélice  (G)  et  sa  base  (F)  se  correspondent  point 

par  point  de  façon  que  les  arcs  et  les  rayons  de  courbure  correspondants  soient  proportionnels.  Si 

riiélice  (G)  est  telle  que 

/-(R,  5)^0, 

la  base  (T)  est  telle  que 

par  suite,  déterminer  une  hélice  par  une  relation  entre  R  et  s  revient  à  déterminer  sa  base  par  son 
équation  intrinsèque,  et  inversement,  connaissant  l'équation  intrinsèque  de  la  base,  on  en  déduit  une 
relation  eniro  R  et  s  pour  l'hélice. 

Exemples  :  1"  La  base  est  une  spivale  logarithmique  :        z  z^if,,  R  =  A.v; 

2"  La  base  est  une  développante  du  cercle  :     f,-=  «t,  R^=:  A.s; 

li"  La  base  est  une  chaînette  :  c  =:  a  4-  — ,  R  =  6  H ; 

a.  a. 

A"  La  base  est  une  cycloide  :  f-  -+-*-  =  a-,  R-  h-  b-s-  =  c*. 
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Centre  de  courbure.  —  Le  centre  de  courbure  en  M  est  le  point  M,  situé  sur  la  normale  princi- 
pale en  M  et  tel  que  MM^  =  U.  Ses  coordonnées  sont 

cl  le  lieu  de  ce  centre  de  courbure  est  drlini  par  les  équations  (10). 

Cherchons  h  quelles  conditions  ce  lieu  est  aussi  une  hélice;  la  base  d'une  telle  hélice  est  dans  le 
plan  jOy.  comme  celle  de  l'hélice  donnée;  alors  il  faut  et  il  suffit  que  l'arc  de  la  courbe  soit  propor- 
tionnel à  l'arc  de  la  base,  donc  que,  h  étant  un.'  constante, 

dx\-i-dy\      ,lz\  =  hHdx^-^dy\). 

Or,  d'après  Ci), 

rfij=  kd<j, 
»;t  la  condition  devient,  d'après  (1), 

*■+*•'+('+ '■'*•  i^î = >'■■  [*' + " + ^'Ks'Ol  ■ 

<l'oii,  /  étant  une  constante. 

Si  /:9^0,  p  =  /'ï  en  choisissant  convenablement  l'origine  des  arcs,  la  base  est  une  spirale  loga- 
Tithmiciuc;  l'hélice  est  une  hélice  cylindroconii/ne,  trajectoire  sous  un  angle  constant  des  génératrices 
d'un  c(jne  de  révolution  (voir  par  exemple  exercices  de  Tisserand).  Si  /  =  0,  c  est  constant,  la  base 
est  un  cercle,  l'hélice  est  une  hélice  circulaire.  Examinons  successivement  les  deux  cas. 

1°  Hélice  rylindiocouique.  —  Cherchons  la  base  de  l'hélice  lieu  des  centres  de  courbure;  soient  7,,  ;, 
l'arc  et  le  rayon  de  courbure  de  cette  bas.', 

rf,*  =  rfx'-f-  (/./'  =  [A-*  4-  (1  -f-  A-*)'/^]rf,«; 

^^  est  proportionnel  à  i, 

a,  =  '7^A•^-^(l-f-A•V. 

Le  ia\oii  de  courbure  ;,  est  déliiii  par  lune  des  formules  .h-  Fn-nei 

^-^'  =  ^  =  — ^J. 

et,  d'après  (2), 


<l'oii 


p[A-*-t-(l-^ifc*)'/^J      7,*  ;A-*-+-(l-hAY/* 


el 
d'où 


c,  =  p  ;A'-h(l-+-A*)'/', 

-  =  £  =  /; 
la  base  est  une  spirale  logarithmique  égale  à  colle  de  base  de  l'hélice  donnée.  De  plus,  si  on  considère 
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les  tangentes  aux  points  correspondants  M,  Mj  des  deux  hélices,  on  vérifie  immédiatement,  d'après  d^, 
que 

dxdxi  -+-  dydy^  -h  dzdz^  =  0  ; 

donc,  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  hélice  cylindrûconique  est  une  hélice  cylindroconique  de  buse 
égale,  et  les  tangentes  aux  deux  hélices  en  deux  points  correspondants  sont  perpendiculaires. 

2"  Hélice  circulaire.  —     i  =  a:     les  expressions  des  coordonnées  dun  point  de  Ihélice  deviennent 

a  ^  a  ' 

d'où,  pour  le  centre  de  courbure. 

x.=i  —  ak- cos- ,  Vi  =  —  ^/A-sin-.  z,  =  kz: 

le  lieu  du  poiat^ï^,  y^,  Zj  est  une  hélice  circulaire  tracée  sur  un  cylindre  de  même  axe  que  celui  de 
l'hélice  donnée,  et  de  rayon  ak-.  On  vérifie  immédiatement  que 

dxdx^  -f-  dydy^  -h  dzdz^  =  0. 

donc  le  lieu  des  centres  de  cowbure  d'une  hélice  circulaire  est  une  hélice  circulaire  de  même  axe,  et  les 
tangentes  aux  deux  hé'ices  en  deux  points  correspondants  sont  perpendiculaires. 

En  particulier,  si  A'=l,  les  hélices  sont  tracées  sur  le  même  cylindre,  elles  sont  symétriques 
par  rapport  à  Taxe. 

Rayon  de  torsion .  —  Le  rayon  de  torsion  T  est  défini  par  le  second  groupe  de  formules  de  Frcnet. 


dz"           Gt' 

rfs  "~T' 

d'où,  d'après  (o),  (7),  (8)  et  (2), 

f'V       _      9 

H.-hk'-\z           T' 

d'où 

^           (l^A-)s            R 

'                  A                  k. 

(H) 
dans  une  hélice,  le  rayon  dte  torsion  et  le  rayon  de  courbure  sont  proportionnels.  Béciproquement ,  soil 

R  et  T  sont  définis  respectivement  par  le  premier  et  le  second  groupe  des  formules  de  Frenet  : 

dz x  dz" z 

W~R'  "rf7~T' 

d'où 

rfz"_R_ 
H^—J—      ''' 
d'où 

dz-i-kdz  =  0,  dp"~kd^  =  0,  df^kd-i  =  Q. 

Intégrons,  nous  obtenons,  o,  6,  c  étant  trois  constantes, 

a"  ^kz  =  a,  ^"^k^  =  b,  ■:" -+-  Av  =  c. 

Multiplions  respectivement  par  a,  3,  Y  et  ajoutons,  en  remarquant  que     S2a"=:0    et     Iz-z^l. 

A^aa-h  ép-hcy, 
ce  qui  s  écrit  encore 

az—  /'S-f-rv A 


la  tangente  fait  avec  la  direction  fixe  a,  6,  c  un  angle  constant,  donc  la  courbe  est  une  hélice. 

Il  en  résulte  que  si  dans  une  hélice,  l'un  des  nombres  R,  T  est  constant,  il  en  est  de  même  de  l'autre,  z  est 
aussi  constant,  et  la  courbe  est  une  hélice  circulaire.  Réciproquement,  si  R,  T  sont  constants,  la  courbe  est 


it 
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uue  hélice  circulaire,  car  S  étant  constant,  la  courbe  est  une  hélice,  et  H  étant  constant,  c'est  une  hélice 

circulaire. 

Sphère  osculatrice.  —  Le  carré  du  rayon  de  la  sphère  osculalrice  est     '^'"^^(■57)  •     ^''1 


R  =  (l-l-A-^)p, 


1-1- A» 


dl{ 


,dp 


d'où 


ds  =  Vu-  A*rf<7,  ^  =  X 1  -h  k*^ , 

^  as  d'y 


,..r.(f  )'  =  ,.-.  .>)V-fi^*=-fl;y  =  .i-.*TP=[.-^^'(^)'] 


n\ 


Pour  que  ce  rayon  soit  égal  au  rayon  de  courhuro,  il  faut  et  il  suffit  que     T   .    =  ();     T  n'étant  pas 
constamnir-iil  nul.     ^  =^'  '•     l'i'»^'l'ce  est  circulaire. 

Les  coordonnées  du  centre  de  cette  sphère  s'obtiennent  facilement,  si  on  romiirque  que  ce  centre 
est  le  point  de  contact  avec  son  enveloppe  de  la  droite  pohire,  caractéristique  du  plan  normal;  il  est 
donc  défini  par  les  trois  équations 

/"  (x  —  f) -\- g' (y  —  fj)  -h  A- c  —  A  T )  =  0, 

-g'ix-n  +  ny-o)  =(n-^-*)n 

en  résolvant,  on  obtient  les  coordonnées  du  centre  : 

„c/o\  ,.       ...   /..         .d'A  ,         1-4- A'  d; 


=  _(1+^.,..^; 


x-/---(i-4-A-*)p(.7'+r2)'       v-.7=(n-*^)p(r-i/';f^). 


—  k'7  = 

d: 


'¥, 


Tour  que  ce  centre  coïncide  avec  le  centre  <le  courbure,  il  faut  et  suffit  que     V  =  (»,     donc  que 
l'hélice  soit  circulaire. 
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2336.     -  Elnnt  donné  le  Irh^dro  trirerlanglr  Osijz  mifinrl  la  droite  D  est  rapportée  par  les  équations 

^ a  =  i),     z  —  y  ^0,     on  abaisse  de  rhagui'  puint  M  de  rett<'  droitr,  sur  0:,  la  perpendiculaire  Ml  dont 

le  pied  est  I;  puis  on  considère  le  cercle  C,  de  centre  1  et  de  rayon  IM,  dont  le  plan  passe  par  Os. 

1»  Trouver  l'équation  de  lu  surface  il  engendrée  par  le  cercle  C. 

2"  fjtudicr  comment  varie  la  section  tic  cette  surface  par  un  plan  parallèle  à  Oxy  lorsque  ce  plan  se 
déplace  en  conservant  la  même  orientation. 

lï"  Déterminer,  sur  la  surface  1,  les  systèmes  de  cercles  autres  que  celui  qui  a  servi  à  sa  définition  et 
faire  voir  comment  on  peut,  pour  chacun  de  ces  systèmes,  donner  une  construction  géométrique  des  cercles 
qui  le  composent.  {École  polytecli nique,  concours  de  1917.) 

1.  Soit  A  la  cote  du  point  M;  les  coordonnées  de  ce  pi>inl  sont  a.  À,  X;  celles  du  point  I  sont  0,  0,  X. 

Le  cercle  ayant  pour  centre  le  point  I,  pour  rayon  IM  et  situé 
dans  le  plan  :1M  ost  à  rinlcrseclion  de  la  sphère  do  même  centre  et 
de  même  rayon  avec  lo  plan  :1M;  la  sphère  a  pour  équation 

aï*  4- . V' +(:—>•)'  =  «' 4- X«, 


et  1«>  plan, 


X 1/ 


ou 


Xx  —  01/  =0. 


«V 


L'équation  de  la  surface  il  s"ol)ti<»nt  en  rtMnplaranl  /  par        dans 
la  première  équation.  Ce  calcul  donni- 

(1)  j(x'4-t/H-;»  — a»)  — Srty:  =0. 
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Telle  est  la  surface  il;  c'est  une  surface  du  troisième  ordre. 

Cette  surface  contient  0-,  ce  qui  était  évident  a  priori;  de  plus  cet  axe  est  un  axe  de  symétrie  ;  car 
si  on  change  a;  en     —x,     y  en     —  y,     le  premier  membre  ne  fait  que  changer  de  signe. 

Il  est  évident  que  rien  ne  dislingue  Taxe  des  xj,  x  =  0,  2  =  0,"  de  l'axe  des  z;  cette  droite  est 
donc  aussi  sur  la  surface  et  est  un  axe  de  symétrie  de  celte  surface. 

Enfin,  si  on  change  y  en  —y,  :  en  —  z,  l'équation  ne  change  pas;  l'axe  des  x  est  donc  aussi 
un  axe  de  symétrie. 

Les  directions  asymplotiques  de  la  surface  sont  les  directions  isotropes  et  celles  du  plan  des  yz, 

^x^  0.     Tout  plan  parallèle  au  plan  des  yz  coupe  la  surface  suivant  une  droite  à  Tinfini  et  une  conique. 

Soit     X  =  <x.    un  tel  plan;  la  conique,  projetée  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  yz,  a  pour  équation 

a{y^-hz'-)  —  2ayz-hy.{x'  —  a'-)  =  0; 
c'est  une  hyperbole,  quand     a-  —  a^  <  0,     c'est-à-dire  quand  a  est  compris  entre     — a     et    -ha; 

c'est  une  ellipse  quand     a^  —  a^  >  0,     c'est-à-dire  quand  a  varie  en  dehors  de  cet  intervalle,  et  cette 

ellipse  est  imaginaire,  parce  que  le  terme  constant  est  de  même  signe  que  le  coefficient  des  carrés.  La 
surface  est  donc  lout  entière  comprise  entre  les  plans  x  =  a,  x  =  —  a.  Le  plan  x  =  a  coupe  la 
surface  suivant  deux  droites  confondues  avec  la  droite  D;  il  est  langent  à  la  surface  tout  le  long  de  la 

droite  D.  Le  plan  x  =  —  a  la  coupe  suivant  deux  droites  confondues  avec  la  droite  D',  dont  les 
équations  sont  x  =  —  a,  yz=  —  z;  il  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  la  droite  D'.  Cette 
deuxième  droite  joue  le  même  rôle  que  la  droite  D;  il  y  a  donc  déjà  un  deuxième  mode  de  génération 

tout  pareil  au  premier,  à  l'aide  de  la  droite  D'  et  de  l'axe  Os. 

2.  Les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  sont  des  cubiques  qui  se  projettent  en 

vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy  et  dont  l'équation  générale  est 

x{x^  -h  ?/2)  -i-x{h^  —  a^)  —  2aAî/  =  0, 

en  posant     z:=h.     Chacune  d'elles  admet  l'origine  pour  centre,  passe  en  ce  point  et  y  admet  pour 
tangente  la  droite 

y  _h^  —  a" 


x         '^ah 

Nous  nous  bornerons  aux  valeurs  positives  de  h\  car,  si  on  change  /t  en  — h  et  y  en  — ?/, 
l'équation  ne  change  pas,  et  ceci  montre  que  les  courbes  qui  correspondent  aux  valeurs  négatives  de  h 
sont  symétriques  de  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  positives,  par  rapport  à  l'axe  des  x  (en 
projection,  bien  entendu,  sur  le  plan  des  xy). 

Éludions  maintenant  l'équation  du  second  degré  en  y, 

xif  —  ^ahy  -h  x''  +  a?(A2  —  a-)  =  0, 
en  nous  bornant  aux  valeurs  positives  de  x.  La  condition  de  réalité  est 

a'h-  —  x'  —  x^h^—a')>0, 

ou 

(a;2-h/i')(a?2  — a2)  <0; 

elle  n'est  vérifiée  que  pour  les  valeurs  de  a;  comprises  entre    — a     et    -+-«;     la  courbe  est  tout  entière 

comprise  entre  les  deux  droites     x:=a,     x  =  — a;     elle  louche  chacune  d'elles,  la  droite     x  =  a 

au  point  d'ordonnée     y  =  h;     ce  point  s'élève  en  même  temps  que  h  grandit. 

Tant  que  h  est  plus  petit  que  a,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est  négatif,  le 

lerme  constant  de  l'équation  du  second  degré  en  y  s'annule  pour  une  valeur  positive,  x^  de  j",  plus 

petite  que  a,  

x^  =  \/a*  —  /t'  ; 

entre  0  et  x^,  l'équation  en  y  a  une  racine  positive  et  une  négative,  une  parallèle  à  Oy  comprise  entre 


ur, 
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ces  points  rencontre  la  courbe  en  un  point  au-dessus  de  Ox  et  un  au-dessous;  entre  x^  et  a,  les  deux 
rarines  sont  positives,  les  deux  points  de  rencontre  sont  au-dessus  de  Ox. 

Si  //  est  plus  grand  que  a,  la  courbe  ne  rencontre  Ox  qu'au  point  0,  les  points  de  rencontre  avec 

une  parallèle  à  Oy  sont  toujours  au-dessus 
de  Ox,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  l'origine  est  positif. 

Pour  /i^a,  la  tangente  coïncide 
avec  Ox;  c'est  un  cas  intermédiaire;  la 
courbe  est  encore  au-dessus  de  Ox. 

Enlin,  pour  x  =  0,  y  est  intini;  dans 
chacun  des  trois  cas,  l'axe  des  y  est  une 
asymptote.  Los  figures  1,  2  et  'A  correspon- 
dent aux  trois  cas. 

Dans   le   cas  particulier  où  b  est  nul. 
c'est-à-dire  où  le  plan  sécant  coïncide  avec 
le  plan  des  xij,  la  section  se  décompose  en  Taxe  des  »/,     j'  =  0.     et  le  cercle 

X*  -^  7*  =  a*. 

3.  Tout  plan  qui  coupe  la  surface  suivant  un  cercle,  la  coupe  encore  suivant  une  droite  réelle. 
Itéciproaueinenl.  tout  plan  passant  par  une  droite  réelle  de  la  surface  coupe  encore  la  surface  suivant 
une  conique  qui  a  pour  directions  asymplotiques  deux  directions  isotropes.  c'est-Ji-dire  suivant  un 
cercle.  II  y  a  donc  autant  de  systèmes  de  cercles  sur  la  surface  qu'il  y  a  de  droites  réelles  appartenant 

à  la  surface. 

Or.  toute  droite  réelle  de  la  surface  est  une  direction  asymptoliquc  réelle;  elle  est  donc  parallèle 
au  plan  xz={.).  Nous  aurons  les  droites  réelles  de  la  surface  en  coupant  par  des  plans  parallèles  au 
plan  des  »/:,  et  cherchant  ceux  qui  donnent  des  sections  décomposées.  En  remontant  ii  l'é^iuation 

a(t/»  -h  S»)  —  i'iijz  -+-«(«»  —  rt*)  =  0, 

nous  voyons  que  ceci  a  lieu  pour  les  trois  valeurs  a  =  0,  x  =  ±:a.  Nous  trouvons  les  quatre  droites 
signalées,  Oy,  0:  et  I),  D'.  Il  y  a  (juatre  systèmes  de  cercles  situés  sur  la  surface.  Les  deux  systèmes 
obli'nus  en  coupant  par  des  plans  passant  par  O:  et  ()»/  sont  le  système  indiqué  dans  l'énoncé  et  un 
autre  semblable  «lélini  avec  Oy  et  les  droites  P.  IV,  qui  sont  symétri(iues  l'une  de  l'autre  par  rapport 
aux  trois  axes. 

Les  deux  systèmes  définis  par  les  droites  D  cl  D'  sont  faciles  à  concevoir  :  tout  plan  passant  par  la 
•  Iroite  D,  par  exemple,  coupe  les  trois  autres  droites  en  trois  points  T.  Q,  H.  qui  définissent  le  cercle 
C()rres[K)Mdant. 

Honnes  HuluiionA  :  .MM.  MimirK.r.  h.  Giiérel;  A.-O.  Guihkrt.  h  Nanli's;  G.  I>KPKn»t>is;  E.  Compahot.  élùvc  delVroledes 
Mi.tC!»;  (i.  L\(;ii.  h  Douai;  !..  l.oMi.  à  t'li.-»l<«lleraiill;  J.  Contk.  i-ondiicleiir  dos  Pouls  cl  cliaussj'es  h  Espnlion. 
Assez:  l»ohncs  soluli()ns  ;  MM.  .M.  Vasski  h.  à  Lille;  L.  (;iiii;ANMt,  ii  >ir.,»|,ourg. 


2350.  —  On  donne  dans  uti  }>l(in  un  st/slèine  d  axes  reclnnijutnirrs  Ox,  Oy,  un  cercle  fixe  («o),  de 
rentre  0  et  de  raijnn  II,  enfin  d-jux  points  fixes  .\,  M,  situés  sur  l'axe  Ox,  dont  les  abscisses  sont  désignées 
rrspectivcmenl  par  ail  e/  ^H. 

l'n  point  mohil»'  M  dccrivanl  le  cercle  («•),  mi  considère  le  cercle  variable  (v,  circonscrit  au 
Inn'iijlc  MAIL  Soit  M' le  second  point  de  rencontre  de  (o>)  et  de  (y). 

I"  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  (y'),  orthogonal  à  {f),  qui  passe  en  M  et  M  .  Cas  où  <•'•  lieu  *».«/  un 
cercle. 

2"  Ai  loi  du  mouvement  de  M  stir  (i.A  étant  supposée  donnée,  on  désigne  par  V  et  V  respectivement  les 
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valeurs  algébriques  des  vitesses  de  M  el  deW  sur  le  cercle  (w).  Montrer  que  le  rapport  ^f  ne  dépend  que  de 
la  position  de  M,  et  non  de  la  loi  du  mouvement;  trouver  le  lieu  du  point  P  de  la  droite  MM'  qui  est  défini 
par  la  condition  que  Von  ait,  en  grandeur  et  en  signe. 


m 


PM' 


V 

V 


3"  Soit  f)  l'angle  polaire  {Ox,  OM)  de  M,  et  soit  p  le  rayon  du  cercle  (y).  Calculer  la  valeur  moyenne 
i) 

du  rapport  -,  considéré  comme  fonction  de  0,  pour  un  tour  complet  de  M  sur  le  cercle  (w).  On  supposera, 

P 

pour  ce  calcul,  que  A  ei  B  sont  tous  deux  intérieurs  au  cercle  (w);  on  montrera  que  la  valeur  moyenne 
demandée  est  alors  une  fonction  continue  du  seul  produit  ap.  En  est-il  de  même  pour  les  autres  positions  de 
A  e«  B? 

[École  polytechnique,  concours  de  1918.) 

1.  Le  cercle  (oj)  a  pour  équation 

<a~x^-\-y^  —  R-  =  0; 
le  cercle  (y),  qui  passe  aux  deux  points  A  et  B  de  Ox,  d'abscisses  aR  et  pR,  a  pour  équation 

Y  =  a;2  -+-  y-  —  (a  -+-  p)  Ra?  +  ap  R^  —  2X  Rj/  =  0, 

X  étant  un  paramètre  arbitraire.  Tous  les  cercles  (y)  ont  pour  axe  radical,  pris  deux  à  deux,  l'axe  des  x: 

donc  l'axe  radical  de  l'un  d'eux  et  du  cercle^(w),  coupe 

Taxe  des  x  en  un  point  fixe  I,  ayant  môme  puissance 

par  rapport  au  cercle  (w)  et  au  couple  AB.  Quand  le 

cercle  (y)  varie,  cet  axe  radical  tourne  autour  du  point  I 

et  détermine  sur  le  cercle  (w)  les  deux  points  M  et  M'. 

Celte  remarque  nous  sera  très  utile  dans  la  suite.  Les 

j        ■       j          •    »  T         .            (aS-i-l)R 
coordonnées  du  point  I  sont    x  =  ^-^ j/— ,     v  =  0: 

a  -f-  8  ^^ 

elles    s'obtiennent    immédiatement   en    coupant    l'axe 
radical, 

(a  4- p)a; -+- 2Xt/ —  R(ap -h  1)  =  0, 

par  l'axe  des  x. 

Tous  les  cercles  du  faisceau  (y),  (oj),  s'obtiennent 
en  combinant  linéairement  les  deux  équations  (y)  et  (w);  leur  équation  générale  est 

x'' -h  tf  —  {a -h  ^)  ï\x  —  2X  Ry  +  a|3  R^  -j-  ^  (x-  +  y-  —  R-)  =  0. 

Pour  que  l'un  de  ces  cercles  soit  orthogonal  au  cercle  (y)  il  faut  que  la  relation  habituelle 

2aa'-^nb'  —  c  —  c'  =  0 

soit  satisfaite.  Ici  cette  relation  est 

Ia-hp)R(a-|-P)R       ^XR.XR  «PR^  +  H-R' ^p. 

4(lH-|x)  "^"l-h[Ji.  '  l-f-jt  ' 

cette  relation  se  simplifie  et  s'écrit 

(a  H-  P)2  +  4XÎ  —  2ap  (1  -t-  pt)  H-  2[x  —  2ap  =  0, 


ou 


Prenons  les  équations  du  centre  : 

2a7  —  (a  +  P)  R  H-  2[x  ar  =  0, 


4X2-+-2(x(l  — ap)=0. 

2»/  — 2XRh-2[iî/  =  0, 
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cl  éliminons  >.  el  \t.  entre  ces  équations  et  la  relation  trouvée;  nous  aurons  successivement 
(il 


^*  ^  = 2Î '  ' — ^~1F 


(«*-+-?»-2)x*-h(«4-^;y-+-(«-l-?)(l-o.?)Rx  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu  des  centres;  elle  représente  une  conique  rapportée  ù  un  axe  el  à  la 
tangente  en  un  des  sommets  situés  sur  cet  axe. 
Four  que  ce  lieu  soit  un  cercle,  il  faut  que 

ou 


X 


S  =  — 1, 


2.  Faisons  tourner  Taxe  radical  !M  d'un  angle  inliniment  petit  autour  du  point  I;  appelons  M,  et  M, 
les  nouveaux  points  de  rencontre  avec  le  cercle  (w)  el  posons     .MM,  =  (/s,      M  M,  =  </*';      les  deux 

triangles  senihlaMcs  IMM,  et  IM  M,  ii<)u>  donnent  évidemment     j^j,  =  — ^;     par  suite,      j^  =  — ^. 

Le  rapport  des  vitesses  ne  dépend  que  de  la  position  de  l'axe  radical,  nullement  de  la  fonclion. 
0  =  /"(/),     qui  délinit  le  mouvement  du  point  M. 

Le  calcul  permet  aussi  de  se  rendre  compte  tje  cette  propriété  :  posons  a"  =  RcosO,  iy  =  l{sitiO, 
pour  représenter  les  coordonnées  du  point  M,  et  portons  ces  deux  valeurs  dans  l'équation  de  l'axe 
radical;  nous  aurons  l'équation  Irigonométrique 

(a-t-fJjcosO-i-  i/,  sinO  —  x[i —  1=0, 

qui  définit  les  deux  angles  0  el  0';  en  écrivant  qu'elle  est  vérifiée  pour    0  =  0',     nous  avons  la  deuxième 

équation 

(a  4-  p)  COSO'  4    2>.  Sin  0'  —  a?  —  1  =  0, 

et,  en  éliminant  À  entre  ces  deux  équations,  nous  avons  une  relation  entre  0  et  0  , 

(a-hp)sin(O  — 0')  — (a?+l){sinO— sinO')  =  0, 

qui  est  indépendante  de  la  loi  «le  variation  de  la  fonction  À,  el,  par  suite,  de  ta  loi  du  mouvement,  lieci 
suffit  à  démontrer  la  propriété  annoncée. 
Au  surplus,  cette  relation  s'écrit 

(«  -f-  p)  co8?-=^  —  («p  +  1)  cs*"^^  =  0, 

el  donne 

(« -+- P)  8in^-^((/0  —  rfO')  —  («^ -h  1)  sin?-=tl (rfo -f- «/O')  =  0; 

de  là  nous  déduisons 

^,^_„_(«-»-P)8in-"^'-»-(«.8-hl)sin^' 

Ccri  nous  montre  bien  que  le  rapport  -  ne  dépend  que  de  la  valeur  de  0,  puisijue  0'  est  donné» 
chaque  fois,  en  fonction  de  0  par  la  uïèine  relalinu. 

Le  point  I,  .sur  MM  ,  est  déterminé  par  le  nipporl      |m'  = ■•      '-<-*  point  I',  détermine  par  ie 
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PM'      v' 
rapport     ^^  =  —      est  donc  le  conjugué  harmonique  de  I  par  rapport  aux  points  M  et  M'.  Le  lieu  du 

point  P  est  la  polaire  de  I  par  rapport  au  cercle  (w);  c'est  la  droite 
■ou 

a  -H  [i  a[i  +  1 

Pour  vérifier  ce  point  par  le  calcul,  nous  écrivons 

V      ,  V      , 

X jx  y jij 


X\> ,  Xj\>  — 

l -,  l T 

V  V 


X,  ij,  X  ,  y'  étant  les  coordonnées  des  points  M  et  M'.  Le  calcul  de  Xi,  nous  suffira 

cos9  —  -jy7  cos6 

r>  «^ 

'"      — 7Z?l — ' 


cosO  [fa  -f-  p)  sin^-^  —  (ap  +  1)  sin^^j  —  cosO'  f (a  -|-  p)  sin^-^ -+-  («p  +  J  )  sii.  -^i-^l 

-2(a!i-4-l)sin^^ 


le  numérateur  s'écrit 

(a  H-  P)  sin    ~     (cosO  —  cosô')  —  (a^  -f-  1)  sin    ~^     (cosO  H-  cos6'), 

o/     ,    ON    •   /J  — 0'   •    0  +  0'       „,  „       ...    0  +  0'        0-f-O'        0  —  0' 
—  2(a4-^)sin2— 2—sin— ^ 2(ap+ 1)  sin— ,^-  cos— g— cos—^— ; 

nous  avons  donc 

/         ox    •   .,0  —  0'       ,  „        ,,        0  —  0'        0-t-O' 
(a  H- 8)  Sin^— ^^  4- (ap -+- 1)  COS^;j— COS^^ 

X,  =  R a?+i ^ ^  i 

or,  la  relation  entre  0  et  0'  nous  donne 

/  û        ix        0-1-0'       ,         ,,         0  —  0' 
(ap  +  1)  cos— ^—  =  (a  -1-  [•  )  cos— 2—  ; 

donc 

R(a-+-!5)  /    .    ,0  —  0'  ,0  — 0'\ 

puis 

_R(a-hp) 

^■•--TFTT-' 

ce  qui  inonlrc  (fue  le  point  P  décrit  la  droite 

_RM-|) 
■   ~    afi+1    • 

3.  Le  rayon,  p,  du  cercle  (y)  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  coti  l'angle 

AB  "* 

droit  sont  -^  Ct  Tordonnée  du  ccMitre  de  ce  cercle;  nuii>  iinous  donc 

'  4 

En  remplaçant  x  par  IlcosO;  jy  par  RsinO  dans  l'équation  du  cercle  (y),  nous  avons 

2ÀsinO=  1  —  (a  +  p)cosO-|-a8, 
puis 

fi''  _  [i  +  a^  —  (g  -h  j-i)  cosOp  +  (p  —  g)-  sin'O . 
U^"~  4  8in''0  ' 
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remplaçons  au  numérateur  sin*0  par     1  —  cos'O,     nous  aurons  finalement 

^L:^  =  ^/4«?cos«6  — 2 (a-t-P)  (!-+-«?)  cos6 -h  (H-ap)«-+-(  p  —  «)«, 

le  radical  devant  élre  pris  avec  le  signe  -h,  quand  sinO  est  positif,  et  avec  le  signe  — .  quand  sinO  est 

négatif. 

Nous  nous  placerons  dans  le  cas  où  a  et  (i  sont  positifs  et  plus  petits  que  1  et  nous  désignerons  par 

P  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres. 

La  valeur  moyenne  de  la  fonction     ,  fonction  de  0,  pour  un  tour  complet  du  point  M  sur  le  cercle 

P 

((!))  est  le  produit  de    -  par  la  somme  des  deux  intégrales  définies 

2  8iD0(/0  r-''      —  SsioOrfO 


0    s/4afJcos*0— "T^'  J,     s'42pcos»0—  ... 


si  nous  changeons  0  en     2::  — 0,     sinO  se  change  en     — sinO.     rfO  en     —  rfO,     et  la  deuxième  intégrale 
reproduit  exactement  la  première.  La  valeur  moyenne  de      est  donc  finalement 


T'Jo 


Sin'  ■"■ 


V4apcos«0  — 2(«  +  p)(l  4-  v;  '  "^O-hCl-haP)'-»-!?  — «)« 

2    z'  '  — du 

T.  . /,       7ïaP^"^^W^^f  '  '    »-  =^1^ )  u -+-(  1-4- «p)«-f- (?  —  «)« ' 

2    /•' du 


ou 

du 


ou,  enfin, 

du 


(/  désignant  la  variable  cosO. 
Ceci  peut  s'écrire 

1       r^'  du 

^\^J-i    s'»'  — 2.\«i-+-H' 
en  posant 

'^—  4ap  '  4«p 

Le  dénoiniualeuK  peul  se  mellr«  s()us  la  foru»e 


u        ...  --4;p[(i-4-«P)«-h(p-«)'1-(«-4-P)«(lH-«p)». 

ceci  s'écrit  successiTeineut  : 

(p  ~         .       -(p-a)«(l-4-«S)*  — (l-ap)»(p-«)«  __  p 

Tïîî'p'  ;  '  llia*p*  ~    ' 

Posons  alors     u  —  A  =  r,     liulégrale  devient,  en  se  bornant  d'aboml  ù  lintégrale  indéfinie, 

d, 


J    \lv*  —  L 


ou 


L|tt  — A->  v'h'  — 2Au-|-B|. 
est  facile  de  voir  que  \  est  plus  grand  qu<   I.  car  l'inégalité  \  —  1  >  0     donne 
(a-+-p)(l-4-»p)  — 4ap>0.  «{^_|)«-4-{j(e,_l)»>0. 
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et,  sous  celte  dernière  forme,  elle  est  évidente.  Comme  z<  varie  entre    —1     et    -+-1,     le  logarithme 
devra  s'écrire 

L  ( A  —  M  —  v'M-  —  2Aw  -h  B), 
et  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  est 

1     j^A  — 1  — y/l  — 2A4-B. 

TrVÔp     A  +  1  — v'iH-âA  +  B' 
or, 

1  _  2A  -4-  B  =  M  —  2(a  +  p.)  (1  +  gp)  H-  (1  +  g^)^ -f-  (^  —  a)^  _(l  +  ap  — 3  — a)^ 

"      ^  ~  4ap 

de  même, 

^H-2A  +  B=3^^^  +  'P  +  ^  +  ^)^ 

par  conséquent,  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  est 

Tt^ap"     a(p+l)2  +  p(aH-l)2  — (l-|-ap-ha  +  p)V2^' 
Le  numérateur  de  la  quantité  sous  le  logarithme  s'écrit 

OLf-  H-  pa2  —  4a;^  +  a  H-  p  —  ^2^^  —  ap  s  2^  -I-  (a  +  p)  v^ 

=  ap(a  +  8  —  2  y'^)  -f-  a  +  p  —  v^  -f-  v'2^(a  +  p  —  ^''2^) 
=  (v'P  -  sâ)'^  (ap  +  1  -h  2  V^)  =  (v/p  -  Va)'  (v'^F  +  !)'• 
Le  dénominateur  s'écrit 

af  -+-  pa2  +  4ap  +  a  -4-  p  —  ^2^  —  a,8  v^  —  (a  +  fi)  ^2^ 
=  (VP  -  Vâ)-^  (ap  -+-  1  -  2  v'ïp)  =  (v'.8  -  V«)'  (i?  -  1)^ 

Le  résultat  est  donc 

2     ^1  +  V^_ 

TTv^     1  — Vap' 
il  ne  dépend  que  àe  a^. 

Nous  nous  bornerons  à  ce  cas.  En  supposant  simplement  a  et  (3  positifs  et  tels  que     1  +  a,8  —  a  —  'i 

soit  positif,  rien  n'est  changé  aux  calculs  précédents;  le  résultat  est  le  même,  sauf  peut-être  la  façon 

d'écrire  la  quantité  soumise  au  logarithme.  Les  autres  cas  seraient  faciles  à  étudier,  mais  ne  conduisent 

plus  aux  mêmes  résultats. 

G.  LACll,  à  Douai. 

Très  bonnes  solutions  :  MM.  Roux,  instiluleiir  au  Creusot;  M.,  à  Guéret;  A.  0.  Guibert,  à  Nantes. 

♦ 

QUESTIONS   POSÉES  AUX  EXAMENS  OHAUX  (1920) 


ÉCOLE   POLYTECHNIQUE  (A'im). 


10510.  —  Trouver  le  plan  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  hypcrboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  l'axe 
est  vertical  ou  de  front. 

_  511.  —  On  donne  une  surface  Raiiclie  de  révolution  à  axe  vertical,  et  une  horizontale.  Mener  par  cette  droite 
un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

512.  —  Peut-on  placer  sur  une  surface  iJrauche  de  révolution  une  génératrice  parallèle  à  une  directicin  donnée? 

Résoudre  le  problème  quand  il  est  possible. 

—  518  —  On  donne  un  Iiyperboloïde  de  révolution  défini  par  une  frontale  tournant  autour  «l'un  axe  de  front. 
Trouver  l'ombre  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan  horizontal  (ombre  à  45"). 
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10514    —  Délerminer  un  hyperboloïde  de  rétrolulion  a  axe  de  front  passant  par  deux  droites  données. 

—  515.  —  On  considère  un  liyperboloïde  engendr-  par  une  horizontale  tournant  autour  d'un  axe  de  front.  Élanl 
diinnéc  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  la  projection  horizontale  et  le  plan  tangent. 

—  516.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperboliquf  à  plan  directeur  horizontal  et  ayant  une  génératrice  verticale, 
Constniirt^  le  lieu  de*  projections  d'un  point  donné  sur  les  g.-nératrices  horizonUles. 

517.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.  Trouver  un  plan  passant  par  une 
horizontale  coupant  la  surface  suivant  une  hyperbole  équilalère. 

_  518.  On  donne  un  quadrilaii-re  gauche  dont  la  projection  horizontale  est  un  parallélogramme.  Les  sommets 

ont  pour  cotes  0,  1,2,  3.  Ce  quadrilatère  définit  un  paraboloïde  hyperbolique.  Trouver  le  sommet  de  ce  paraboloïde. 

_  519.  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  et  une  sphère  ayant  pour  diamètre 

la  hauteur  du  cône.  Intersection  du  cône  et  de  la  sphère.  Points  remarquables. 

_  520.  On  donne  deux  paraboloïdes  de   révolution  ayant  leurs  axes  verticaux  dans  un  nu^me   plan  de   front. 

Trouver  leur-;  ombres  propres  et  l'ombre  portée  d'un  des  paraboloïdes  sur  l'autre,  les  rayons  lumineux  étant  de  front. 

_  521.  —  Un  hyperboloïtle  de  révolution  à  axe  verllral  est  coupé  par  un  plan  de  bout  suivant  une  ellipse  E.  On 
éclaire  par  im  point  lumineux  situé  au-dessus  du  plan  de  bout.  Construire  l'omb.e  portée  par  l'ellipse  E  sur  l'hyper- 
boloïde. 

522  —  Intersection  d'un  tore  h  collier  nul  et  «l'un  paraboloï<le  de  révolution  dont  la  parabole  méridienne  a 
pour  s  >mm'-l  le  point  de  contact  0  du  cercle  générateur  el  de  l'axe  du  tore,  et  est  osculatrie.-  on  0  à  ce  cercle.  Élude 
analytique  et  géométri<|ue. 

—  523.  —  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  ilont  les  axes  sont  dans  un  même  plan  de  front:  l'une  étant 
déliniepir  si  méridienne  principale  et  l'autre  par  une  courbe  quelconque. 

—  524.  -  Ou  donne  une  sphère  el  un  plan,  et  on  C')nsi<lère  la  section  comme  la  base  d'un  cône  de  soramel  donné. 
Mener  à  la  trace  horizontale  du  cône  une  tangente  parallèle  à  une  direction  donnée. 

—  525.  -  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  bout  ayant  pour  base  l'un  des  cercles  «le  front 
du  tore. 

—  526.  —  On  donne  un  paraboloïde  à  axe  vertical  ;  par  le  sommet  on  mène  un  plan  parallèle  au  deuxième  bissec- 
teur. l.a  section  est  la  section  droite  d'un  cylindre.  Trouver  l'intersection  du  paraboloïde  el  du  cylindre. 

_  527.  -  Par  un  puint  de  la  ligne  de  terre  on  mène  une  verticale  el  une  ligne  de  bout,  et  on  fait  tourner  autour  de  ces 
deux  dr  >iles  une  ligne  de  profil  également  inclinée  sur  les  plans  de  projection.  Intersection  des  deux  surfaces  engendrées. 

—  628.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  i\  axe  de  front,  et  on  demande  de  trouver  les  points  où  le  plan 
langent  fait  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

—  529.  —  On  donne  un  cube  ayant  une  face  dans  le  plan  horizontal  et  une  face  dans  le  plan  vertical.  On  considère  : 

1"  un  hyperboloïde  de  révolution  passant  par  le  cercle  inscrit  ilans  la  face  supérieure  et 

ayant  pour  cône  asymptote  le  cône  cngemlré  par  la  drojle  {mn,  tn'n)  tournant  autour  de 

la  verticale  qui  passe  ptr  le  centre  du  cube;  2'  un  paraboloïde  hyperbolique  ayant    un 

plan   directeur  de   front  et  ayant  pi^ur  génératrices  {ab,  a'b')  et  {cd,  c'd').  Déterminer 

l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

—  630.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  napp'  dont  l'axe  est 
vertical,  un  point  S  situé  sur  la  surface  et  une  sphère  inscrite.  Détermiu'îr  rint"r8'*ction 
de  l'hyperboloide  et  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  S  et  qui  est  circoascril  à<  la 

phèrc. 

—  531.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  \  axe  vertical,  une  droite  D 
parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  un  point  /)  du  plan  horizontal.  Trouver  sur  la  droite  l>  un 
point  lumineux  S  tel  ijue  In  limitf  -l-  l'ombre  portée  du  paraboloïde  *'ir  l"  plan 
horizontal  passe  par  le  point  /». 

632.  —  On  du/inedeux  droites  0  el  A,  rencontrant  la  ligne  de  terre  h  angle  droit  el  inclinées  à  45'  sur  le  plan 
hori/niiiiil,  mais  en  sens  contraires.  Ces  droites  sont  les  génératrices  d'un  paraboloïde-  hy|)crboliquo  à  plan  directeur 
horizontal,  l'ne  sphère  a  son  rentre  dans  le  premier  bissecteur  el  est  tangente  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'intersection 
du  [mrabolojde  avec  le  cône  circonscrit  à  la  sphère  el  ayant  pour  sommel  un  ptiint  de  la  ligne  de  terre. 

633.        On  considère    le  même  paraboloïde  que  dans  la  question   précédente,  et  on  demande  l'intirsn  ii.m  île 

cette  siirfai  (•  avec  l'hyperboloïde  de  révolution  engendré  par  la  droite  D  tournant  autour  «le  la  verticale  du  pied  de  A 
sur  la  ligne  de  terre.  Solution  analytique. 

634      -  On  donne  une  vertirale  située  dans  le   plan  vertical   et   une  droite  du  diMixirme   lus>e,-teur;  celle-ri.  en 
tournant  autour  de  la  verticale,  engendre  un  hyjterboloMle.  Trouver  l'intersection  de  cette  surface  avec   un   piirahol'i  1, 
défini  par  les  deux  droites  données  ri  un  plan  direclour  horizontal. 

-  636.  —  On  donne  un  cercle   r,  dans  le  plan  hori/onial  tangent  a  la  ligne  de  terre,  et  on  demande  l'inl 
du   lorc  engendré   par  le  cercle  lournant  autour  de  1 1    li^-ne  il.<  lerre   et  du   .  vlin  Ir.-   virlieal   pa^suit   par  le  r 
Trouver  l'éipialion  «le  la  projection  verlicale. 

-  636.        Intersection  d'un  hyperboloïde  de  r.'voliiiii»n  à  axe  vertical,  et  d'un  cône  de  révolution  d  axe  vertical,  le 
cône  ayant  une  génératrice  parallèle  à  une  génératrice  île  l'hyperboloïde. 

—  637.  —  On  donne  uq  cône  de  révolution  h  axe  vertical.  On  prend  un  point  sur  l'axe,  sommet  d'un  deuxième 
cône  de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  k  la  ligne  de  terre  el  qui  a  une  génératrice  parallèle  à  l'une  des  génératrices 
de  contour  apparent  vertical  du  premier  cône.  Déterminer  l'intersection  des  deux  cônes. 
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V.  —  Cinématique. 

10538,  —  Démontrer  que  si  une  droite  d'un  corps  en  mouvement  est  perpendiculaire  à  la  vitesse  d'un  de  ses 
points,  elle  est  perpendiculaire  aux  vitesses  de  tous  ses  points.  En  déduire  l'existence  du  centre  instantané  de  rotation 
dans  le  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan. 

2  0 

—  539.  —  Un  point  parcourt  la  courbe    p  =  2«cos    -,  avec  une  vitesse  aréolaire  constante.  Trouver  l'hodographe. 

—  540.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  A  dans  son  plan;  un  point  se  déplace  sur  le  cercle  de  façon  que  l'accé- 
lération passe  constamment  par  le  point  A.  Étudier  le  mouvement. 

—  541.  —  On  considère  le  point  mobile  M  qui  a  pour  coordonnées    x  = y  =  è  tg  j,    ?  étant  une  fonction  de  / 


C0S9 


•8(î+i) 


Igtf  =  nt. 


définie  par  l'équation 

L 
Trouver  l'hodographe  du  mouvement. 

—  542.  —  On  considère  un  arceau  de  la  cycloïde  x  =  «(:p  — sinç),  y  =  a(l  —  cosi.),  ç  variant  de  0  à  2-.  Un 
point  M  se  meut  sur  l'arceau  de  façon  que  l'arc  BM  (B  étant  le  sommet)  soit  une  fonction  sinusoïdale  du  temps.  Trouver 
l'hodographe. 

—  543.  —  On  considère  un  point  mobile  qui  décrit  Tellipse  x  —  acom,  y  =  b  sin  u,  u  étant  fonction  de  l.  Déter- 
miner cette  fonction  de  manière  que  la  vitesse  aréolaire  autour  du  foyer  soit  constante. 

—  544.  —  On  considère  un  mouvement  tel  que  la  vitesse  et  l'accélération  soient  dans  un  rapport  constant  et  que 
l'angle  de  l'accélération  et  de  la  vitesse  soit  constant.  Étudier  le  mouvement.  Hodographe. 

—  545.  —  Un  point  M(x,  y)  décrit  la  parabole  y2  _  ^px  =  0  de  façon  que  la  projection  de  la  vitesse  sur  l'a.xe  des  y 
soit  égale  à    V«/^  +  p'^-    Trouver  la  loi  du  mouvement  et  l'hodographe. 

—  546.  —  Étudier  le  mouvement  où  la  vitesse  et  l'accélération  totale  sont  deux  vecteurs  rectangulaires  et  égaux. 

—  547.  —  On  considère  une  parabole  de  foyer  F  et  un  point  qui  se  déplace  sur  la  parabole  de  façon    que  l'accélé- 

-.0 

ration  passe  constamment  par  le  point  F.  Établir  la  formule    y  =  F'    ï  désignant  l'accélération,  v  la  vitesse,  p  le  rayon 
vecteur  FM. 

—  548.  —  Un  point  décrit  la  cardioïde  p  =  a(l  -h  cosw)  de  façon  que  l'hodographe  relatif  au  pôle  soit  le  cercle 
p  =  a  costo.     Étudier  le  mouvement;  calculer  p  et  w  en  fonction  du  temps. 

—  549.  —  Diagrammes  des  vitesses  et  des  accélérations.  Comment  p^ut-on  passer  de  l'un  à  l'autre? 

—  550.  —  Un  point  se  déplace  sur  la  courbe  x  =  -^ ,  y  =  b\.g:^  de  façon  que  la  vitesse  aréolaire  autour  de 
Torigine  soit  constante.  Déterminer  9  en  fonction  de  t. 

—  551.  —  Un  point  décrit  un  cercle  avec  une  accélération  constante.  Trouver  l'hodographe  du  mouvement. 

—  552.  —  Un  corps  solide  est  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal.  On  considère  une  droite  de  ce  corps  et  on  demande 
le  lieu  des  vecteurs  vitesses  de  tous  les  points  de  cette  droite  à  l'instant  t. 

—  553.  —  Un  mobile  M  décrit  la  parabole  y2_2px  =  0  avec  une  vitesse  égale  à  trois  fois  la  distance  du  pDlnt  .M 
au  foyer  F.  Étudier  le  mouvement. 

—  554.  —  Un  point  se  déplace  sur  un  cercle  de  façon  que  l'accélération  fasse  un  angle  de  i")"  avec  la  tangente. 
Étudier  le  mouvement  du  point. 

VI.   —   Statique. 

—  555.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'arc  homogène  de  la  courbe  y^~,  z  =  —  ,  compris  entre  l'origine 
et  un  point  d'abcisse  x. 

—  556.  —  On  demande  de  déterminer  Je  centre  de  gravite  (l  d'un  arc  de  parabole  y-  —  2  m-  =  0,  comiiris  eiUri>  le 
sommet  O  et  un  point  M.  Quel  est  le  lieu  du  point  G,  quand  .M  décrit  la  [iirabole*  -Montrer  géométriquement  que  la  tan  - 
gente  en  G  à  ce  lieu  passe  par  le  point  M. 

—  557.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'une  demi-boucle  de  la  lemniscate    r  =  a  \'cos20. 

—  558.  —  On  donne  deux  axes- et  un  point  A.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  vecteur  .\B  ayant  pour  origine  le 
point  A  et  tel  que  le  rapport  des  moments  de  ce  vecteur  par  rapport  aux  axes  lionnos  ait  une  valeur  donnée. 

—  559.  —  On  donne  un  cercle  et  un  point  M  dans  son  plan.  C'î  point  est  attiré  par  tout  élémint  1*P'  du  orcle  sui- 
vant une  force  proportionnelle  à  l'élément  et  inversement  proportionnelle  à  la  distance  de  .M  à  l'élément.  Trouver  la 
résultante  de  toutes  ces  forces. 

—  560.  —  On  divise  une  demi-circonférence  de  diaraHre  .\B  en  n  parties  égales  fl^r  le?  points  A,.  \,,  ...  A,i-i . 
Chacun  de  ces  points  attire  B  avec  une  force  proportionnelle  à  la  distance.  Trouver  la  résultante  de  ces  forces. 

—  561.  —  On  donne  un  système  de  forces  par  sa  résultante  générali'  (X.  Y,  Z)  et  son  moment  résultant  par  rapport 
à  l'origine  (L,  M,  N).  Décomposer  ce  système  en  deux  forces  dont  l'uni'  passe  par  un  point  donné  de  0;  et  dont  l'autre 
est  dans  le  plan  xQy.  Montrer  que  cette  décomposition  est  possible  et  trouver  la  ligne  d'action  de  la  force  située  dans  le 
plan  .'  Oy. 


/tTA  QUESTIONS    PROPOSÉES 


—  562.  —  Trouver  les  positions  d'équilibre  d'un  point  assujetti  à  se  déplacer  sur  un  ellipsoïde  poli;  ce  point  est 
attiré  par  les  trois  sommets  voisins  par  des  forces  proportionnelles  à  la  distance,  et  inversement  proportionnelle?  & 
l'axe  corres[»ondant. 

563.  —  Même  problème  en  supposant  le  point  atlir.-   par  les  axes  proportionnellement  au  carré  de  la  distance. 

564.  —  On  considère  une  ellipse  homogène,  pesanle.  de  poids  Q,  |>ouvant  tourner  autour  d'un  de  ses  foyers  dans 

un  plan  vertical.  Un  poids  P  est  attaché  à  une  c«jrde  enroulée  sur  l'ellipse.  Trouver  la  position  d'équilibre. 

—  565.  —  Une  barre  pesant.;  liomovène  s'appuie  d'une  part  par  son  extrémité  A  sur  un  plan  horizontal  et  par 
l'autre  exlrcmilé  H  sur  un  discjuc  circulaire  reposant  sur  le  pl.in  horizontal.  Il  y  a  frottement  en  A,  puis  en  B.  Trouver 
la  positions  d'équilibre. 

—  566.  —  Di'terminer  les  positions  d'équilibre  d'un  p-inl  pesant  assujetti  À  rester  sur  un  paraboloide  de  révolution 
à  axe  vertical,  et  repojssé  par  l'axe  suivant  une  force  pro;iurlionnelle  a  la  dislance. 

(Pin.) 


QUESTIONS    PItOPOSEES 


2501.  —  Oa  considère  le  champ  de  forces 

X  =  x*  —  y-  —  ;*,  \  =  — Xj"»/,  Z  =  — |jix:. 

1»  D'Hcniiinor  X  et  ji  de  façon  que  ce  champ  dérive  d'une  fonction  de  force,  et  trouver  cette  fonrfion  de 
force,  V(x,y,  z). 

2»  Trouver  la  forme  des  surfaces  de  niveau,  montrer  que  les  lignes  de  forces  sont  des  courbes  planes  dont 
le  plan  pa.ssf  par  Ox. 

3"  On  considt're  rinterseclion  des  surfaces  de  niveau  par  un  plan  passant  par  Ox,  et  les  lignes  de  forces 
situées  dans  ce  plan.  I-Uudier  ces  diverses  lignes. 

4»  Déterminer  la  surface  engendrée  par  les  lignes  de  forces  qui  s'appuient  sur  la  courbe 

jr  =  0,  y»  -\-  z«  =  6'. 

M.VRCEI.  VASSEUH,  étudiant  à  Lille. 


2502.  —  On  considère  l'ellipsoïde 
et  l'hyiterboloïde  à  une  nappe 


X*         11-  -' 

I.-H«y,-;.-'=0. 


Par  un  point  M  de  l'hyperboloïde  on  mène  le  plan  tangent,  P,  à  Thyperbololde. 

1»  Trourer  le  lieu  du  point  M,,  piMo  du  plan  P  par  rapport  à  l'ellipsoide,  quand  le  point  M  décrit  l'hyper- 
boloiilc. 

2"  Trouver  le  lieu  ilu  centre  de  la  section  faite  par  le  plan  P  dans  l'ellipsoïde  et  le  lieu  de  la  polaire  du 
{•oint  .M  par  rapport  h  celte  coni(|Uc. 

3»  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  OM  avec  la  perpendiculaire  à  OM  abaissée  du  pninl  M,. 

K.  H. 
2503.  —  IJésouilie  les  éi|uations 

x^   t-  ftx'  -t    bx  'f-  c  =  0,  .r'   t-  «'j'  -i-  b  X  -i   c'  =■  0, 

■achant  qu'elles  admcllenl  une  racine  double  commune.  Application  pour  : 

«  =  0,  6^  —  3»»,  c^2i*,  a'=zl,  6'  = -a. 

N.  AMHAMKSr.O,  maître  de  c onférences  à  l'Université  de  Cluj  (lloumanie). 
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Concours  spécial  d'octobre  1919. 

2341.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaii-es  Ox,  Oy,  et  on  trace  un  cercle  de  centre  0,  de  rayon  R, 
rencontrant  la  partie  négative  de  Vaxe  Ox  en  un  point  A.  On  définit  un  point  M  variable  sur  le  cercle 

donné  par  l'angle  0  que  forme  le  rayon  OM  avec  Vaxe  Ox,  et  on  désigne  par  B 
le  point  de  rencontre  de  Vaxe  Oy  avec  la  parallèle  à  Ox  menée  par  M. 

1°  Déterminer  la  courbe  C  lieu  du  point  P  de  rencontre  de  la  droite  AB 
avec  la  parallèle  à  Oy  menée  jar  M.  Construire  la  courbe  C;  déterminer  les 
tangentes  parallèles  aux  axes  et  les  tangentes  issues  du  point  A. 

2"  La  droite  AB  rencontre  la  courbe  C  en  un  second  point  variable  P' 
provenant  d'une  seconde  position  M'  du  point  M.  Déterminer  et  construire 
l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  B  sur  les  droites  MP' 
ou  MP. 

1"  Le  point  M  a  pour  coordonnées    a;  =  RcosO,     ?/  =  RsinO     et  l'équa- 
tion de  la  droite  AB  s'écrit,  en  fonction  des  coordonnées  à  l'origine     0Â  =  —  R,     OB  =  RsinO, 


X 


y 


1=0. 


—  R   '    RsinO 

P  est  à  l'intersection  de  AB  et  de  la  droite     a-rr^RcosO  : 

(  a?p=R  cosO, 

l  yp  =  (a7pH- R)  sinO=:  RsinO(l +  cosO). 

Pour  obtenir  la  courbe  (C)  lieu  de  P,  il  suffit  évidemment  de  faire  varier  0  de  0  à  -.  On  a 

xl  =  —  R  sinO,     yl  =  R[cosû(l  +  cosO)  —  sin^e]  =  R(2  cos^O  -h  cosO  —  1), 
dy 2cos^6-h  cosQ  —  1 


dx' 


smO 


y',^  s'annule  lorsque     2  cos'^0  H-  cosô  —  1  =  0,     ou  pour     cosO  = 


1 


4 


cosO  =  ^,  cosO  =  —  1, 


c'est-à-dire  pour     0  =  ^^,     0  =  ,t.     La  première  valeur  donne  un  maximum,  puisque  y'^  passe  du  positif 
au  négatif  lorsque  0  croît  :  _ 

La  seconde  donne  à  y  la  valeur  minimum  0. 

Enfin,  la  valeur  de  -A  est  indéterminée  pour     0  =  ^:.     L'jipplicalion  de  la  règle  de  l'IIôiiilal  donne 

,.     dy      ,.     sinO -f-2sin20      sinz -h  2sin27r      „ 

limT^=:lim . = =:0, 

dx  cosô  COSt: 

et  la  courbe  (C)  est  tangente  à  Ox  en  A. 

Le  tableau  et  la  courbe  ci-dessous  résument  les  variations  de  x  et  j/  : 
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X 

y; 

y 

du 
dx 

0 

^ 

11 

x^ 

"2 

X* 

T, 

0 

— 

0 

-+-U 

\ 

\ 

0 

\ 

* 

-R 

2R 

-+- 

0 

— 

0 

0 

^ 

2rV3 

max. 

\ 

|{ 

\ 

0 

X 

0 

-4-1 

0 

On  voit  de  plus  que  la  langenle  au  point  (0,  R)  de  (C),  correspondant  à     0  =  ;^,     passe  par  A. 
2"  Pour  (il)lenir  les  coordonnées  de  I*',  il  suffit  de  changer  0  en     (t.  —  0)     dans  celles  de  P  : 

Tf.  =  —  RcosO,  y,.  =RsinO(l  —  cosO). 

Le  coefficient  angulaire  de  MP'  est 

t/^  — j/p.       RsinO-    RsinO  1— cosO) sinO 


Xn Xpt 


RcosO -h  RcosO 


2    ' 


celui  de  MI'  est  aussi  ^^  et  MP'.  M  P  sont  paiiillèles.  L'équaliun  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  R 
sur  M  P' et  MP  est  donc 


y—  RsiiiO=x(-^^,  ) 


ou  encori- 


2x 


V  —  R  sinOH — — . 
'  smO 


=  0. 


l'our  clierrlier  l'eiiveloppe  de  celle  drttile,  dérivons  par  rappori  i\  0  : 

„         ,        —  2rro8  0       ^ 
—  RcosO    ;  -  =0. 

s.ii'O 

Les  coordonnées  du  point  de  conlacl  sont 

V  =  2R  sinO. 
En  éliniinanl  le  paramètre  0  entre  ces  équati(u»s,  on  oldienl  celle  de  l'enveloppe  : 


R      ,, 
.T  =  —  -.  sin-0. 


fesl  une  pjiraliole  ayant  pour  axe  Ox,  pour  soniuiel  rt»ri«mr  M,  puur  langenle  au  soinmel  Oj/, 
pour  parau.èlre  Wi  et  pour  foyer  le  point  (-  :iU.  «M.  ••■.•sl-à-diro  le  syniélrique  de  O  par  rapport 
a  A.  l'allé  loiirne  sa  concavité  vers  les  .r  négatifs. 

Lu  forme  parumélrique  do  l'équation  de  C'lh«  p;iral»Mle  montre  «|ue  l'enveloppe  cou)prcnd  seule- 
ment lare  limite  aux  points     f  —  ^y      '   2R|.     I  —  j,     — 2R|- 

Nous  n'insistiins  pas  sur  la  construction  de  la  courbe,  qui  est  facile. 
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Remarque.  —  La  solution  géométrique  de  cette  dernière  partie  est  très  simple.  Soit  (D)  la  perpendiculaire 

menée  par  B  à  MP'  et  M'P  qui  sont  parallèles  car  MPM'P'  est  un  parallé- 
logramme. 

Menons  en  B  à  (D)  la  perpendiculaire  BF  qui  coupe  OA  en  F.  La  droite 
BF  est  parallèle  à  M'P  et  il  en  résulte  que  les  triangles  rectangles  PMM', 
BOF  sont  homothétiques.  Conséquemment.  les  médianes  issues  des 
sommets  homologues  P,  B  sont  parallèles;  or,  celle  issue  de  P  passe  par  B, 
donc  elles  sont  confondues  et  A  est  milieu  de  CF. 

Le  point  F  est  fixe  et  on  en  déduit  que  l'enveloppe  de  (D)  est  une  para- 
bole d  e  foyer  F  et  de  tangente  au  sommet  OB.  Pour  obtenir  l'arc  utile  de 
cette  e  nveloppe,  il  suffit  de  considérer  la  position  limite  de  MP'  atteinte 
lorsque  M  est  sur  OB. 

H.-L.  MENiNESSIEB,  à  Évreux.^ 

Bonnes  solutions  de  MM.  P.  Abadie,  sous-lieutenant  au  81»  R.  A.  L.,  Metz;  L.  Chicane,  155' R.  A.  P.-E.  M.,  Strasbourg; 
J.  Conte,  •conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Espalion  ;  Dodat,  à  la  Ferlé,  Allier;  Emile  Dival,  à  Lambézellec; 
A.  HuTiNEL,  à  Cannes;  M.  Labro,  à  Villefranche;  G.  Lach,  à  Douai;  L.  Long,  à  Cliàtellerault;  Ch.  Face,  enseigne  de 
vaisseau,  à  bord  de  la  Ville  d'Vs;  X.  Picard,  école  normale  de  Parlhenay;  M.  Roux,  au  Creusot. 


A 


IlOK^ 


2342.  —  Uiie   porte  rectangulaire,  homogène,  ayant  2™  de  hauteur  et  1™  de  largeur,  du  poids  de 
100**?,  est  montée  sur  deux  gonds  verticaux,  placés  aux  angles;  ces  gonds  sont  agencés  de  telle  façon  que 
^1  la  réaction  du  gond  supérieur  est  nécessairement  horizontale,  tondis  que  celle  du 

gond  inférieur  peut  avoir  une  direction  quelconque. 

i°  Détei miner,  graphiquement  ou  par  le  calcul,  les  efforts  exercés  par  la  porte 
sur  les  gonds. 
V/  li  '  2°  A    Vangle  supérieur  de  la  porte,  on  attache  une  ficelle  qui  passe  sur  une 

poulie  très  petite  fixée  à  la  paroi,  à  l'angle  de  la  porte  dans  la  position  de  fermeture, 
et  on  pend  à  cette  ficelle  un  poids  de  10''^.  Déterminer  la  traction  à  exercer  norma- 
lement à  la  porte  et  au  milieu  du  bord  vertical  pour  maintenir  la  porte  ouverte  sous 
un  angle  donn^  6.  Déterminer  les  efforts  supportés  par  les  gonds.  On  admet  que  le 
poids  tenseur  de  10"*^  tire  sur  la  porte  dans  la  direction  de  la  ficelle;  on  néglige  le 
poids  de  cette  ficelle  ainsi  que  tous  les  frottements. 

1°  Soient  Fj  et  Fj  les  réactions  des  gonds  A  et  B  ;  elles  sont  dans  le  plan  aOs  par  raison  de  symétrie. 
Appelons  P  le  poids  de  la  porte. 

Formons  le  tableau  des  diverses  forces  appliquées  à  la  porte,  de  leurs  composantes  et  des 
•coordonnées  de  leurs  points  d'application  : 


B 


-a 


F 

X 

Y 

z 

X 

y 

*f 

F. 

X, 

0 

0 

0 

0 

0 

F, 

X, 

0 

Z2 

0 

0 

9, 

•P 

0 

0 

—  100 

i 

2 

0 

1 

Les  équations  d'équilibre  sont 

vX  =  X,-t-X,  =  0, 


2Z  =  Z,— 100  =  0, 


s  (sX  —  xZ)  =  —  2X, -1- 50  =  0, 


■d'où  l'on  tire    X,=  25,     Z,=  100,     \,  =  —  2b. 

Les  efforts  de  la  porte  sur  ses  gonds  sont  évidemment  égaux  à,  l\  et  F.^  et  direclemenl  opposés.  Fn 
valeur  absolue,  l'effort  sur  le  gond  A  sera  25'<e,  l'effort  sur  B,     V(2y)'-1- (lC()y-  =  25  VÏ7  =  103'*t?,8. 

2°  Désignons  par  T  la  traction  à  exercer  sur  la  porte  pour  la  maintenir,  par  Q  la  tension  ck;  la 
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ficelle.  Nous  pouvons  former  le  tableau  des  nouvelles  forces  avec  leurs  coœposanles  et  les  coordonnées 
de  leurs  points  d'application  : 

F 

F. 
fi 

Q 

T 

V 


X 

Y 

z 

X 

y 

: 

^. 

V. 

0 

0 

0 

0 

\. 

V^ 

y. 

0 

0 

2 

—  lOsin^^ 

0 
—  lOcos,^ 

0 

1 

0 

0 

0 

T 

0 

1 
1 
"À 

(J 

—  1 

0 

0 

—  100 

0 

-  1 

Les  conditions  d'équilibre  seront 
i:X  =  X.-h  \-10sin<^^  =  0,  vY=Y,  i-Y,-10cos^-+-T  =  0, 


2 


i:z  =  z,  — 100  =  0, 


i:(j/Z-:Y)  =  2Y,-f-T  =  0, 
On  en  lire  facilement 


T=  lOcos^^, 


i:(:X  — xZ)  =  — 2X,-+-50  =  0,  i:(xY  — yX)  =  — 10cos^-+-T=0. 


et 


X,  =  25, 
X,  =  -X.,-f-10sin'^=-5(5-2sin|j, 


Y,  =  —    =  — .">cos^, 


Y  =  — Y 


Z,=  100, 


-t-  b  cosn. 


F,  =  :;Y/26-20sin^-+  3sin»|,  F,  =  r;y/^ 

Les  cITorls  sont  exprimés  en  kg,  Cii.  PACK,  à  bord  de  la  Ville  (fVs. 
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Uoniies  s()hili.)n>  île  MM.  PnnI  nKiiwmi.  ii  Paris;  J.  Cunte,  ;i  Esp.ilion  ;  Dodat,  à  la  Ferli-,  AHitT;  H.  Pifiur,  école 
priiiiiirc  supëriciire  de  (livel;  L.  (Im  riiiKi»,  luirlucleur  des  l»onls  et  Cliaussées,  à  Craponne,  llaule-Loire;  U.  Hkinkmann, 
insiiiutciir  à  I.evallois;  M.  Lahro,  ù  Villefranehe;  II.-!..  Mkn.nkssieh,  à  Kvreiix;  André  Tk.not  et  Pio.non,  Arls  el  Méu'ers. 
2"  I),  Angers. 


2343.  —  ffdiis  un  punilU-togrammi'  .\BC1)  on  donne  l'angle  .\,  le  périmèlre  2/)  el  le  rapport  (!>•$, 


dinnanales     nyr  =  k. 


Calculer  les  côtés,  la  surface  et  le  sinus  de  l'angle  des  diagonales  du  paralUlo- 
yrnmtnt'.  Discuter. 


l'osons     AB  =  j,     AI)  =  //,     nous  aurons  immédiatement 


avec 


^  -^  .y  =  Py 


J*  H-  y*  -'  -  2 J  V  cos  A , , 

X*  H-  y*  —  'Ixxi  cos  A  ~     • 

liU'  =  j-  t-  y*  —  'Ixg  cos.\. 


puisque  ÂC'  =  x«-ht/'-j-2xycosA  et 

Celte  éciiialion  (2)  peut  s'écrire 

(X  -t-  y)*  —  ixy  .Hn»*^       p»  —  ixy  sin»|) 


(1) 
(2) 


A«  = 


A Â' 

(x  4-  y )•  —  4xy  cos»         p»  —  Atij  cos»  J 


d'où  l'on  déduit 


^ 


=  E-V 


2 
A»_l 


*    A'cos»^-sin»2 
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X  et  y  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 


p' 


A^cos*^  —  sin*^ 


=  0. 


(3) 


Nous  supposerons  A  aigu  et,  par  conséquent,     A;  >  1. 

Les  valeurs  de  a?  et  y  doivent  être  :  1°  réelles;  et- 2°  positives,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

1  <  ^  <  cotg  2  • 

Désignant  par  S  la  surface  du  parallélogramme,  par  m  el  n  les  deux  diagonales    (A G  =  m,    BD  =  n) 
et  par  0  l'angle  de  ces  diagonales,  nous  aurons 


d'où 


S  =  xij  sinA  =  ^mn  sinO, 

g_p^       (^^  — l)sinA 

4  '  ,,       ,A         •   2 a' 
k^  cos^^  —  sin^â 


.  ,A 


m^  =  p-  —  Axy  sin^  ^  =  p*  —  p 


{k'-l)sin'-~ 


p^k^  cosA 


^■^cos^^ — sin^^      A^  cos^TT  —  sin^Tr 
2  2  2  2 


^2  ^  p2  —  /ixy  cos^^  =  p-  —  p- 


(A-^-l)cos^l 


p^cosA 


.„.,A' 


A*  cos- sin-^      k'^cos^-^  —  sin-  . 

^2  2  2 


et 


^.2 1 

sin6  =  — ^^tgA. 


En  résolvant  l'équation  (3),  on  trouve 


y     ^^ 


'cos^^— A'^sin-^ 
À-cos-^  — sin*2. 


P.  L. 


à  É 


Bonnes  solutions  de  MM.  Dodat,  à  la  Ferté,  Allier;  G.  Lach,  à  Douai;  L.  Long,  à  Châtellerault;  II.-L.  Mexxessieh, 


a  Evreux. 


M 


AL 
l-  ■ 


y 
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2345.  —  Devant  un  petit  miroir  sphérique  concave  M  mobile  autour  d'un  axe  vertical  .\,  on  place  ui.e 
règle  T  rectiliyne,  horizontale,  graduée,  sur  laquelle  on  cherche  à  obtenir  rimage  nette  d'un  filament  o 

lumineux,  rectiligne  et  vertical  d'une  lampe  électrique  fixée  dans  le  plan  de 
la  règle  et  mobile  avec  elle. 

i°  Si  r  est  le  rayon  de  courbure  du  miroir,  on  demande  à  quelle  distance- 
du  miroir  il  faut  placer  la  règle  pour  obtenir,  sur  elle,  une  image  nette  du 
filament,  l'axe  optique  horizontal  du  miroir  étant  supposé  perpendiculaire 
à  la  règle  qiCil  rencontre  à  la  hauteur  du  filament. 

Que  peut-on  observer  sur  la  règle  si  le  miroir  tourne? 
2"  La  longueur  de  la  table  sur  laquelle  doit  être  faite  toute  l'instal- 
lalion  ne  permet  d'éloigner  la  règle  du  miroir  qu'à  une  dislance  l  insuffisante  pour  obtenir  une  image 
nette;  on  interpose  alors  entre  le  miroir  et  la  règle,  pour  obtenir  sur  celle-ci  une  image  nette  du  filament, 
une  large  lentille  convergente  de  longueur  focale  f,  à  distance  x  du  miroir;  on  demande  d'établir  la  rela- 
tion qui  existe  entre  les  longueurs  f,  r,  l  et  x  quand  l'image  est  nette. 


AGI)  KCOLi:    CENTHALE 


Appliration  numérique  :     r:=2"',     /^O^.SO,     f^\.'^,'li\. 

3"  Diins  la  relation  entre  /",  /•,  /  et  a,  si  r  et  l  sont  donnés  et  si  l  <  r,  fesl  fonction  de  x;  on  tracera 
la  courbe  figurative  de  cette  fonction  en  portant  f  en  ordonnée  et  x  en  abscisse;  on  tracera  en  traits  pleins 
In  région  de  la  courbe  (jui  correspond  à  des  solutions  réalisables  expérimentalement  sur  la  table  donnée  et 
en  pointillé  les  régions  de  la  courbe  correspondant  à  des  solutions  purement  mathématiques. 

parmi  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  des  solutions  réalisables,  dire  celles  qu'il  est  préférable 
d'adopter  et  celles  qu'il  faut  rejeter  au  point  de  vue  expérimental  et  en  donner  les  motifs. 

1.  Limage  du  lilaineiil  devant  coïncider  avec  le  filament  lui-même,  celui-ci  doit  tHrc  au  centre  du 
miroir,  donc  à  une  dislance  r. 

Si  le  miroir  tourne  d'un  angle  a,  le  rayon  réfléchi  au  sommet  du  miroir  tourne  d'un  angle  double 
et  l'image  se  déplace  sur  la  règle  de  la  quantité  »lga,  mais  elle  ne  reste  nette  que  pour  de  petits 
déplacements. 

2.  Les  rayons  issus  du  lilament  doivent  revenir  sur  eux-mêmes  pour  former  une  image  dans  le 
plan  de  la  rèf:lc.  11  faut  donc  qu'après  avoir  traversé  la  lentille  ils  tombent  normalement  sur  le  miroir, 
ou  que  le  centre  de  celui-ci  soit  conjugué  du  filament  par  rapport  à  la  lentille,  ce  qui  fournit  immédia- 
tement la  relation 

1 L__i 

/_j.       r-.r—f 
ou 

X*  —  (r  -h  /)  j-  -+-  j7  —  fr  -i-fl  =  0. 

L'application  numériciue     ?-  =  2,     /=0,8     cl     /'=1,2     donne 

a-»  — 2,8^4-0,1(1  =  0, 

érjualion  dont  les  deux  racines  sont     x'  =  0,0(i     et     x"=:2,7i. 

La  première  valeur  convient  à  la  queslion,  mais  non  la  seconde,  puisqu'elle  est  supérieure  ii  0,K. 

La  signilicalion  physique  de  celle  seconde  valeur  esl  la  suivant»-.   Si  la  lenlillo,  |»lacée  à  S'jli  du 

miioir,  rrce^ait  de  droite  à  gauche  de  la  lumière  conver^iant  vers  le  point  ^,  celui-ci,  jouant  le  r<Me 

d'objet  virtuel,  donnerait  une  image  réelle  siUiée  au  centre  du  miroir.  Au  retour,  la  lumière,  repassant 

d'abord  par  le  centre  du  miroir,  donnerait  ensuite  dans  la  lentille  une  image  virluelle  située  en  s. 

3.  L'équation,  résolue  par  rapporta  f,  (levit'nl 


f .x*  —  Ir-h  l)x-+-rl      (x  — /)(x  — i) 

f-    — ^^ï F^=T — 


et  représente  une  parabole  à  axe  vertical,  qui  reuronlre  l'axe  des  r  aux  points  d'abscisses  l  et  r,  et  l'axe 

des  /"au  poiul  d'ordonnée     ^-;^j-     A^f'"'  '''^  valeurs  numériques 

/  ci-dessu>,    les    points    remarquables  ont    pour  coordonn»'es    : 

/  T  =  0,      f='^^;      x  =  O.S.      f=zO\      x  =  2.      f=0;     x=l,t, 

/  /■=  —  (>,.{     (sommet). 

/  Seule,  la  région  lU),  correspondant  ù  des  valeurs  de  x  posi- 

tives el  inférieures  à  /,  donne  des  solutions  réalisables.  Mais  si 


AL 


J  X  élail    voisin  de   /,  f  serait    très   petit,  la    lentille   de  petit 

-  diamètre;  si  le  miroir  lournail,  le  faisceau  réfléchi  donnerait 

une  mauvaise  image  ou  pourrait  même  ne  pas  rencontrer  la  lenlille.  Il  ne  faut  pas  non  plus  que  x  soit 
trop  pelil  :  la  lenlille  pourrait  .miOtlicr  le  miroir  de  tourner.  Les  valeurs  moyennes  sont  donc  celles 
4|u  il  «si  préférable  d  adopter. 
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2346.  —  Dans  un  eudiomètre,  à  20'""''  d'un  gaz  :omposé  d'hydrogène,  de  carbone  et  d'azote,  que  nous 
désignerons  par  A,  on  ajoute  30"™'  d'oxygène. 

Une  étincelle  provoque  une  combustion;  de  la  vapeur  d'eau  se  condense  et  le  gaz  sec  qui  reste  dans^ 
r eudiomètre  a  pour  volume  35'"°^ 

Dans  ce  gaz,  la  potasse  absorbe  20*"°'  d'anhydride  carbonique. 

Au  gaz  restant  on  ajoute  23'^™'  d'hydrogène,  on  fait  passer  une  étincelle,  et  de  l'eau  se  condense.  Le 
volume  restant,  formé  d'hydrogène  et  d'azote,  est  de  25"°". 

1°  Quelle  est  la  formule  moléculaire  du  corps  A? 

2°  Quelles  sont  les  formules  des  diverses  réactions  ainsi  réalisées? 

3°  Les  expériences  décrites  suffisent-elles  pour  établir  que  A  ne  contient  que  de  l'hydrogène,  du  carbone 
et  de  l'azote? 

1.  La  première  combustion  ayant  produit  un  volume  d'anhydride  carbonique  égal  au  volume  du 
gaz  essayé,  une  molécule  de  celui-ci  produit  en  brûlant  une  molécule  d'anhydride  carbonique  et  contient, 
par  conséquent,  un  atome  de  carbone. 

Après  l'absorption  de  l'anhydride  carbonique,  il  reste  15"=™'  de  gaz  et  le  mélange  de  ce  gaz  avec 
25om3  d'hydrogène  permet  une  nouvelle  combustion  qui  ramène  le  volume  à  25"'°'  et  produit,  par  consé- 
quent, une  contraction  de  15""'. 

Le  tiers  de  cette  contraction,  soit  5"°",  représente  le  volume  de  l'oxygène  contenu  dans  le  premier 
résidu.  Celui-ci  contenait  donc  35  —  20  —  5  =  10""'  d'azote,  ce  qui  correspond,  pour  la  molécule  du 
gaz  analysé,  kun  atome  d'azote. 

Enfin,  sur  les  30"""'  d'oxygène  ajoutés  au  début,  5  se  retrouvent  dans  le  premier  résidu,  20  ont 
été  transformés  en  anhydride  carbonique;  donc  les  5  restants  ont  dû  brûler  10"°"  d'hydrogène,  ce  qui 
représente,  pour  une  molécule  de  A,  un  atome  d'hydrogène. 

La  formule  du  composé  A  est  donc  CAzH,  c'est  l'acide  cyanhydrique. 

2.  La  première  combustion  se  formule,  en  supposant  le  volume  moléculaire  représenté  par  10""", 

2CAzH  +  30^  —  2C02  -+-  Az^  +  H^O  +  ^0^ 

L'absorption  de  l'anhydride  carbonique  par  la  potasse  produit  du  carbonate  neutre  : 

CO-  +  2K0H  =  CO'K^  -+-  H^O. 
Enfin  la  seconde  combustion  sera  représentée  par  l'équation 

1 02  ih  I H^  +  Az^  =  H^O  +  2  H'  ^-  ■^^'• 

3.  Les  expériences  décrites  ne  suffisent  pas  pour  établir  que  A  ne  contient  que  de  riiydrogène,  du 
carbone  et  de  l'azote.  Par  exemple  si,  en  outre  de  ces  trois  éléments,  A  contenait  de  l'oxygène,  ce 
supplément  d'oxygène  se  changerait,  dans  la  première  expérience,  en  vapeur  d'eau  ou  en  gaz  carbo- 
nique. Cela  ne  changerait  rien  aux  conclusions  relatives  au  carbone  et  à  l'azote,  mais  les  volumes 
d'hydrogène  et  d'oxygène  contenus  dans  le  gaz  seraient  indéterminés. 

les  expériences  ne  permettraient  pas  non  plus  de  reconnaître  la  présence  d'ufl  élément  qui,  comme 
le  silicium  ou  le  phosphore,  donnerait  en  brûlant  un  produit  fixe,  ni  d'un  élément  qui,  comme  le  chlore, 
pourrait  rester  libre,  du  moins  en  partie,  ou  compliquer  les  combustions. 

On  aurait  une  vérification  de  la  composition  trouvée  si,  connaissant  les  densités,  on  vérifiait  que 
le  poids  du  gaz  employé  est  bien  la  somme  des  poids  des  éléments  dont  la  proportion  a  été  évaluée. 

lîonne  solution  de  M.  Cn.  Pvcé,  à  bord  de  la  Ville  d'ïy. 
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QIESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1920) 


ÉCOLE  CENTRALE  {Suile). 


10543.  —  Définir  I<'S  fonctions  liypcrl>oliqiies;  leurs  relations  avec  les  fondions  circulaires  el  inversement.  Parlant 
de  rcx[>r<  i»>ion  <le  sin3x  en  fonction  de  sinx,  en  déduir»;  l'expression  de  8li3-r  en  fonrlicin  de  ■sli.r. 

—  B44.  —  Définir    sh(n-iy).    On  considère  les  ileux  courbes 

cosyshx^^,  sinychT=c6; 

montrer  qu'en  un  point  commun,  ces  deux  courbes  sont  orthogonales. 

—  B45.  —  Calculer    lliU  4-  i^j- 

—  B46.  —  Démontrer  que  t-*»"**  h- jr**-»-» -t- i*-,  ou  a,  //,  c  sont  trois  nombres  entiers  ef  positifs,  esl  toujours 
divisible  pnr    x'-f-xH-  I. 

—  547.  —  Qu'appelle-t-on  équation  Iran^^formée  d'une  ciiualion  donnée?  Ou  donne  1  équation  j-^ -»- pj -t- 9  ^  0: 
former  l'équalion  aux  inverses,  puis  léqualion  aux  carrés  des  racines  de  cette  équation. 

—  548.  —  Discuter  les  équations    jr"  4- x -+- a  =  0.    x^  —  4ax -t- 6  =  0. 

—  549.  Condition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  l'équation  x* -^- />.r -(- ç  =  0  ail  ses  trois  racines  réelles  et 
distinctes. 

—  550.  —  On  considî-re  l'équation  c^  —  x  —  vi  =0.  Trouver  le  nombre  des  racines  i^elles  suivant  la  valeur  de  m; 
démontrer  que  si  ./'  désigne  une  racine  négative  de  cette  équation    x'-+-m    tend  vers  0  quand  m  ten<l  vers    -»-«. 

—  551.  —  fUude  de  rè(|ualion     x  =  ç(r);    application  à    x  =  asinx    (a  <  1). 

552.   —   llésoudrc   par  approximations  successives   l'équation    .f  =  / -+- e  sin  x.    en  supposant   e   compris   entre 

0  et  1,  /  étant  un  nombre  donné. 

—  663.  —  Nombre  des  racines  de  l'équation    x  =  3 -(- .,  sinx. 

—  654.  —  Calculer  la  plus  petite  racine  de  l'équation  x  =  2h-»cosx  par  h  méthode  des  approximations 
successives. 

—  555.  —  l-Iludier  l'équation  ./•=  l  -f-^  Ihx  par  la  méthode  graphique,  puis  lui  appliquer  la  méthode  des  approxi- 
mations successives. 

—  556.  —  Uacines  réelles  <le  l'équation     c' =  -  .     Valeurs  a|>procliees  de  la  ra<ine. 

—  557.  —  Itésoudre  l'équation     =  A*™-.    Que  peut-on  dire  sur  le  calcul  de  la  plus  petite  racine? 

COSCd 

558.  —  A|>p1iquer  la  méthode  des  approximations  successives  h  l'équation    t=  a  sinx.    On  donne  un  cercle  de 

rayon  H,   déterminer  une   eorde  .\B,   par  l'angle  au   centre   correspondant,   telle  qu'elle   détache  «lu  cercle  une  aire 
donnée  ::>*. 

—  559.  —  Hésoudre  l'équation    x'— *  =  y'-v. 

—  660.  —  (Ju'est-ce  qu'une  différentielle  totale?  .Montrer  que  l'expression  P(/.t -4- Q'/y  n'cst-p»«  en  général  une 
différeiilielle  totale  (V  et  (j  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y).  Quelle  est  la  condition  pour  que  celte  expression  soit  une 
dilTcriiiliellc  totale? 

—  561.  —  Valeur  moyenne  d'une  fonction  dans  un  intervalle  donné.  Valeur  moyenne  du  rayon  vecteur,  issu  d'un 
foyer,  dans  une  demi-ellipse. 

—  662.  —  Valeur  approchée  d'une  intégrale  définie  par  la  méthode  des  Irapè/.es. 

563.  —  Kxpli(|uer  le  procédé  d'intégration  par  changement  de  variable.  Cas  oi'i  l'intégrale  h  calculer  contient  un 

radical  <lu  deuxième  degré,  la  quantité  sous  le  radical  étant  un  trinôme  <lu  second  degré. 

664.  --  Décomposer  en  éléments  simples  la  fraction     -j r    et  en  déduire  la  valeur  de  l'intégrale       /     ,  '- — -.  • 

Peut-on  faire  le  calcul  plus  simplement? 
666.  —  Cilculer  les  intégrales  : 

f  (l-xi)*'  ./a-HTn'  ./  xl-4-x-f^  l'  ./iî^n"  ,1  {1^^\)*'  ./  (Ï^Si»)» 

/•  '''         ..  f   ■      ''"-^       ..  riJiLt^,  fjpL^     ld.sl.nKue.   suivant  la  parité  de  »>. 

J  {j:  l)i'  J  X*  -t-  x*  -t- 1  ./  X»-+-X»-*-1  J  x*-hi      "■  '^  • 

AîT^rfx.  fs'TTTtdx.  P'  '  f r-=f=î' 

J  J  .       \.i'   f   l  ,/  (X  —  a)  \x*  -+-  i 
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10566.  —  Calculer  les  intégrales  : 

f  du:  r     dx  r     dx  r      dx  r     dx 

J  cosx'  j2cos;i  — 1'  Ja-hbcosx'  J  (2  +  cosa,)^'  Js  +  sin^a;' 

n       ^^  Aaî-n  dv       r   ^^  r     ^^-  rcos3r . 

Jo    a-cos2j:+62sin2x'  ^  lo  ^•«■'^,  Jtgr_tgO'  J  1  -  cosa.  cosa'  J  ^^H^^'^''' 

fcosmx.cospxdx,  f,^f,^.,,'  f,Jx-r  /r^'  fsin^e^dx,  f^^arclgxdx, 

T. 

/  a;»  arc  tgxrfx,  /  earcsinj-^a;,  /  %osx  \/cos2x(/a:,  /      ,    ^^ .    dx. 

J  J  Jo  Jo     (•'^+1)P 

—  567.  —  Évaluer  géomélriquement  l'aire  d'une  ellipse. 

—  568.  —  On  donne  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes;  déterminer  l'abscisse  d'une  sécante  perpendiculaire  à  l'axe 
transverse,  telle  que  l'aire  comprise  entre  l'arc  sous-tendu  et  sa  corde  ait  une  valeur  donnée  k'^. 

—  569.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'angle  a  connu.  On  le  coupe  par  un  plan  parallèle  au  plan  tancent  au 
cône  le  long  de  la  génératrice  S.\.  Trouver  le  plan  coupant  le  cône  suivant  la  parabole  de  surface  maximum. 

—  570.  —  Représentation    des    fonctions    hyperboliques   par   l'aire   d'un    secteur.   Analogies    avec   les    fonctions 
circulaires. 

—  571.  —  Aire  de  la  cissoïde    y^  =  .  _     ;    aire  comprise  entre  la  cissoïde  droite  et  son  asymptote. 

2 
.7-3   { 

—  572.  —  Construire  la  courbe    y  =  80^^        „;    calculer  l'aire  limitée  par  la  courbe,  l'axe  des  x  et  deux  ordonnées 
quelconques. 

\l\    _)_  x* X  Z'+K 

—  573.  —  Etudier  les  variations  de  la  fonction    y  =  - — ■ — -,     puis  calculer      /        ydx.    Même  question  pour 

Vl  H- J^-  —  X 

y  =  - 


a;3 

—  574.  —  Soit   la  courbe    y'^^x^;    au  point  M  d'abscisse  Xq  on  mène  la  tangente,  qui  rencontre  la  courbe  en  un 
second  point  A.;  calculer  l'aire  OAM  limitée  par  la  courbe  et  la  tangente. 

—  575.  —  Construire  la  courbe    y  =z  x'^ -i — .    Démontrer  que  l'aire  du  trapèze  formé  par  la  tangente  en  un  point 

de  la  courbe,  l'axe  des  y,  l'axe  des  .r  et  l'ordonnée  du  point  de  contact  est  constante.  Inversement,  trouver  toutes  les 
courbes  jouissant  de  cette  propriété. 

—  576.  —  Aire  dune  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  Appliquer  aux  courbes  suivantes  :     p  =  l  -(-  cosw  ; 

—  , r;—  3  Sinto.COSo) 

p  =  2  +  C0S(.);     p  =  Vcos2a);     r,^=—. — -, ; 7-- • 

•^  '     '^  '^        sin*w  +  cos*w 

—  577.  —  De  quel  ordre  est  la  dilTérence  entre  l'arc  et  la  corde  par  rapport  à  rinTiniment  petit  principal  Ax  ? 
Application  à  la  parabole    y-  =  2p>-. 

—  578.  —  Consl  uire  la  courbe    y'^^=2x';    calculer  la  longueur  de  l'arc;  relation  entre  la  longueur  de  l'arc  et  la 
longueur  de  la  tangen', 

—  579.  — On  trace  la    '  urbe    y  =  e^    et  deux  tangentes  TM  et  T'M;  démontrer  que    T'M— T.M  — arcMM' =  L 


•8i 


«n  désignant  par  a  et  a'  les  a    j.les  que  font  avec  Ox  les  tangentes  TM  et  TM'. 

—  580.  —  Soit  la  courbe  j/  =  L(x2  —  1);  la  construire  et  la  rectifier.  Exprimer  la  longueur  de  l'arc  .MM'  en  fonc- 
tion des  longueurs  AP,  AP',  BP,  BP'  (on  désigne  i>ar  P  et  P'  les  projections  sur  Ox  des  points  M  et  M'.  A  et  B  sont  les 
points  de  l'axe  des  x  qui  ont  pour  abscisses  ±  I). 

—  581.  —  Construire  les  courbes  y  =  L{x -i- \  x^  —  \)  et  :  =  L(x  —  yr^  —  l)  ;  que  représente  Icnscmble  des 
deux  courbes?  Rectifier  la  première. 

—  582.  —  Arc  de  la  courbe    x  =  cos*/,    2/  =  sinW. 

—  583.  —  Longueur  de  la  cycloïde. 

—  584.  —  Développante  de  cercle.  Expression  des  coordonnées  d'un  point.  Longueur  de  l'arc. 

—  585.  —  Calculer  l'arc  de  la  courbe    x  =  lihl  —  cht,    y  =  l  vUt  —  sh  t. 

—  586.  —  On  considère  un  tonneau  dont  la  hauteur  est  2h,  le  rayon  le  plus  grand  est  R  et  le  rayon  du  fonds  r. 
Trouver  une  expression  du  volume  en  consi*lérant  le  tonneau  comme  fragment  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

—  587.  —  Équation  de  la  cissoïde.  Volume  engendré  par  la  surface  comprise  entre  la  cissoïde  et  son  asymptote, 
quand  la  courbe  tourne  autour  de  son  asymptote. 

—  588.  —  Comment  peut-on  évaluer  un  volume  tel  que  l'aire  de  sa  section  par  un  plan  de  cote  z  soit  une  fonction 
connue  de  z?  Étant  donné  un  solide  satisfaisant  à  la  condition  précédente,  on  le  coupe  par  deux  plans  variables,  de 
distance  constante  li;  déterminer  la  cote  de  façon  que  la  portion  de  solide  contenue  enti-e  ces  deux  plans  ail  le  plus 
grand  volume  possible. 


464  OUKSTIONS    l'HOPOSÉKS 


10589.  —  On  considère  un  prisme  triangulaire  droit.  ABCABC,  qui  repose  sur  le  plan  horizontal.  Il;  on  considère 
la  diagonale  AB'.  Une  droite  .MN  s'appuie  sur  AB'  et  8ur  CC  en  restant  parallèle  à  H.  Quelle  est  la  surface  engendrée 
par  MN?  Kvaluer  le  volume  en  arrière  entaillé  par  cette  surface. 

—  590.    -  Airt'  de  l'ellipsoïde  de  révolution,  du  panittoloïde  de  révolution. 

—  691.  —  Aire  engendrée  par  un  arc  d'hyperbole  équilatère    j-y=  1,    en  tournant  autour  d'une  asymptote. 

—  592.  —  On  donne  la  courbe  y  =  chj;  trouver  le  centre  de  gravit."  d'un  arc  M.M'  de  cette  courbe,  puis  le 
centre  de  gravité  de  l'aire  comprise  entre  l'arc  MM",  l'axe  des  x  et  les  ordonnées  «les  points  M  et  M'.  Ces  deux  points 
ont  milme  abscisse  que  le  point  de  rencontre  des  lang<nles  à  la  courbe  en  M  et  M'. 

—  593.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  la  courbe  jr=cosW,  y  =  sinW.  Même  question  pour  la  courbe  x  =  ch»/. 
y  =  8hV. 

—  594.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  la  courbe    x  =  a  ch^l.    y  =  fi  sh»  l. 

—  595.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  de  parabole,  puis  centre  de  gravité  de  l'aire. 

—  596.  —  On  donne  l'hyperbole  équilatère  xy  =  a-  et  on  marque  les  ordonnées  PoMo,  PiM,  correspondant  aux 
obscisses  x,  et  .r,;  trouver  le  centre  de  gravité  de  l'aire  Mol'oPiM,. 

—  597.  —  Aire  de  la  courbe    y=  Y  ~^  t    pu's  centre  de  gravite  de  celtr  aire. 

—  598.  *-  Centre  de  gravité  de  l'airé  comprise  entre  la  cycloïde  et  sa  base. 

—  699.  —  Centre  de  gravité  de  l'aire  de  la  cardioïde. 

—  600.  —  Moment  d'inertie  d'une  sphère  par  rapport  à  son  centre;  par  rapport  à  un  <le  ses  diamètres. 

—  601.  —  Moment  d'inertie  d'un  cylin.lre  de  révolution  par  ra|>porl  h  son  axe;  calcul  du  rayon  dagiration. 

—  602.  —  Moment  d'inertie  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son  axe;  rayon  de  giration. 

—  603.        .Moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  <le  révolution  par  rapport  à  son  axe. 

—  604.  —  .Moment  d'inertie  d'un  parallélépipède  re -laiigle  par  rapport  à  son  axe. 

—  605.  —  Moment  d'inertie  d'un  cylindre  elliptique  par  rapport  à  son  axe. 

—  606.  —  .Moment  d'inertie  d'une  ellipse  :  1°  par  rapport  à  l'un  de  ses  axes  de  symétrie;  2"  par  rapport  à  un  dia- 
mètre quelconque. 

{A  luivre.) 


OU  ESTIONS    PHOPOSEKS 


U.'.O'i.  nu  lionne  deux  axes  rectangulaires  i)x,  Oy,  deux  points  A  et  11  mip  Oy  ayant  pour  ordonnées 
±a{a>  0),     et  un  point  t'  sur  Ox  ayant  |>our  abscisse     —  .^• 

1"  Former  IV-quation  de  la  parabole  passant  par  les  points  A  el  U,  doni  l'axe  pa.sse  par  le  point  C  et  a  pour 

pente  t. 

2'  On  fait  varier  /.  Trouver  l'enveloppe  de  la  tancente  au  .sonimol.  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  tan- 
gentes en  A  et  11  et  le  lieu  du  foyer. 

3"  Montrer  que  la  parabole  est  tangente  au  cercle  décrit  sur  AH  comme  diamètre.  Outre  la  tangente  avi 
point  de  contact,  les  deux  courbes  admettent  deux  autres  tangentes  communes;  trouver  le  lieu  du  point  de 
rencontre  de  ces  tangentes.  <i.  P. 

*ii?o;».  -  On  (•onsid"''re  toutes  les  coniqties  ayant  pour  axes  deux  droites  rectangulaires.  O.r  et  Oy,  et  passant 
par  un  point  lixe  A  «lonl  les  coordonnées  .sont  a  et  /». 

I"  Trouver  le  lieu  du  milieu  de  la  portion  de  la  tançante  au  point  A  à  ehacune  d'elles  el  comprise  entre 
les  axe»  Ox  et  Oy. 

2'  Trouver  le  lieu  lie  l'extréniiti'  du  diamètre  conjugue  de  i»A. 

2"  Trouver  le  lieu  <lu  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  situé  sur  t).r  sur  la  tangente  en  A. 

4»  Il  y  a  deux  coniques  de  ce  faisceau  tangentes  à  une  droite  (D)  aux  points  M  et  M'.  Trouver  le  lieu  de 
milieu  de  MM'  quand  la  droite  (D)  pivote  autour  d'un  point  fixe  (x,.  y^.         '  E.  II. 


Le  Ri'dacteui-Géntnt  :  II.  VIIREIIT. 


Coulommiers.  —  linp.  Pail  BUODAHD. 
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REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


Note  (le  la  Rédactiun.  —  Ne  seront  pas  publiées  :  les  solutions  des  questions  2483,  2491,  2496. 


PREMIÈRE    PARTIE 


GEOMETRIE 


2355.  —  Le  pôle  normal  d'une  corde  focale  d'une  ellipse  est  situé  sur  la  parallèle  au  grand  axe 
menée  par  le  milieu  de  cette  corde. 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  l'ellipse  et  la  corde  focale  MN,  qui  passe  par  le 
point  F';  les  normales  en  M  et  N  sont  les  bissectrices  des  angles  NMF  et  MNF. 
KUes  se  coupent  au  pôle  normal  0,  et  FO  est  la  bissectrice  de  l'angle  MFN. 

F*ar  suite,  si  on  désigne  par  l  le  point  de  rencontre  de  FO  et  de  MN,  on  a 

FN  _  FM  _  FM  —  FN 
ÏN  ~  JM  ~  IM  — IN  * 

Or     FM -+- F'M  =  FN -h  FN     ou     FM  —  FN  =  F'N  —  F'M  =  2F'co,     w  étant 
le  milieu  de  MN;  de  même     IM  — IN  =  2I(... 
On  a  donc 

FN  _  FM  _  F'o) 
IN-"~  iM  ~  ho  ■ 

Mais,  dans  le  triangle  IVIF,  on  a  aussi 

FM       FO  .  FO       F'<o 

T¥=io'        '^^^^        oî=Tc;r' 

et  ceci  montre  que  0«)  est  parallèle  à  FF'. 

P.  VASSFUH,  lycée  de  Rouen. 

Bonnes  soliilions  analytiques  et  géométriques  par  MM.  Giillauton,  à  Lesvellec  (Morbihan);  G.  La<;h,  à  Donai;  M.. 
à  Gnérel;  M.  N.,  à  Toulouse;  G.  Roy,  à  Paris. 


2356.  —  Trouver  le  lieu  des  axes  des  cônes  circonscrits  à  une  famille  de  quadriques  homofocales  et 
ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

On  sait  que  les  axes  des  cônes  circonscrits  de  sommet  S  à  une  famille  «le  surfaces  homofocales 
sont  les  normales  en  S  aux  trois  surfaces  de  la  famille  qui  passent  par  ce  point.  Il  n'y  a  donc  pas  de 
lieu,  tous  les  cônes  circonscrits  ont  les  mêmes  axes. 

F.  VASSEUR,  lycée  de  Rouen. 


w>  (;komktiîie  analvtioi  f 


GKOMKTIUE  ANALYTlnlK 


2351.  —  Tran-^fofinov  homofjrnphiiutcmpnl  et  démunlrer  la  propriélé  suivnritp  :  lorsque  deux 
roinijiies,  Vuiii'  iuscrili;  dans  un  Iritiiufli',  l'autif  rirronscrite  nu  mhuf  trinnffl»',  xont  Innijfntes  l'uue  ù 
Iniilri'.  lu  corde  romniune  à  ces  conit/ues,  ussufiéc  n  lu  Itiuf/rulr  nu  jutiul  où  elles  se  tourhetit,  passe  par 
un  point  fixe. 

Si  les  deux  coniquos  sont  viiri;il»les,  le  triangle  élanl  lixe,  la  proprii'léénoncée  n'esl  pasexacle; 
on  piMil  montrer  ru  illcl  que  la  corde  commune  envisagée  peut  occuper  une  position  quelconque  (A) 
dans  le  plan. 

Soit  en  ellel  une  conique  quelconque  (v)  inscrite  dans  le  triangle  donné  ABC.  et  rencontrant  la 
droite  (A)  aux  deux  points  I)  et  E.  Par  les  rinq  points  A,  B,  C,  1),  K  passe  une  conique  (y),  el  les  équa- 
liuris  des  deux  coniques  dépondent  de  deux  paramètres,  puisque  (v)  est  choisie  arbitrairement.  On  peut 
alors  déterminer  ces  paramètres  de  façon  que  la  corde  commune  associée  à  (A)  soil  tangenleà  l'une 
des  ronifjues  :  cela  ne  donnera  même  qu'un*»  relation  entre  les  deux  paramètres. 

I.a  propriété  est  vraie  dans  le  cas  parliiulier  où  la  conique  inscrite  est  fixe. 

pour  le  démontrer,  nous  faisons  une  transformation  homograpliique  telle  que  les  points  A  et  H  se 
transforment  en  les  points  cycli(iues.  La  coni((ue  in.scrite  au  triangle  A  PC  devient  alors  une  parabole  qui 
a  pour  foyer  le  point  K,  transformé  du  poiril  ('..  et  la  conique  rireonserilc  est  un  eerele  p.TSsaiit  par  le 
point  l". 

La  parabole    étant    li\e,    nous   pouvons   la  délinir   par  l'équalicm   liabiluelle     ,/'  —  ■ipxz=0\     la 

t.ingente  en  un  point   M  di-  celte  courbe  a  pour  équation      //  —  tii.r—  /'  =i\.     In  cercle  lanircnl  en  M 

il  cette  parabole  la  rencontre  en  deux  autres  points  P  el  Q,  tels  que  la  droite  PO  ait  pour  pente     —  m. 
L'équation  du  cercle  sera  de  la  forme 

>.(V'       '^/'.r)    I    (il     -utx  —  J^^{y^r  iitj    ■    •'         n 

iMTivons  que  celte  équalimi  représente  un  cercle  passant  par  le  foyer  K(  'j,  uV  nous  obtenims 

/     «        .V  Hi)ni 

A  =  —  (W--I     \),  }*=       .,      ■ 

P:ir  suite.  I.i  Cdi-di'  p(  i  a  |iiiiir  ei|ualion 

elle  passe  par  le  point  fixe     ( — "^,  0  j     qui  est  le  symétrique  du  foyer  par 

rapport  à  la  directrice.  . 

Si  l'on   revieni  à  la   première  ligure,   l'axe  de  la  parabole  devient   la 

droite  CC,  la  direclrice  devient  A  B';  le  symélri(|ue  du  foyer  par  rapport 

h  In  directrice  esl  alors  le  point  I,  conjugue  harmonique  de  ('.  par  rapport  à  II  et  C  :  c'est  le  point  de 

rencontre  des  trois  droites  AA',  BB',  CC. 

Donc  le  point  lixe  esl  le  point  I. 

P.  VASSErB.  lycée. do  Houen. 
soliilion  jinalogiir  par  M.  daiildn  Hot. 
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2372.  —  On  considère  un  point  M  variable  sur  une  ellipse  et  le  cercle  Mb^F'  passant  par  lepoint  M 
et  les  deux  foyers. 

1°  La  parallèle  au  grand  axe  menée  par  le  centre  du  cercle  coupe  ce  cercle  en  deux  points  dont  le  lieu 
est  une  hyperbole  équihilère. 

2"  IjC  Uni  de  Vorthocentre  de  ce  triangle  est  une  quartique  ayant  deux  points  doubles,  b! rainer  l'aire 
de  la  boucle  comprise  entre  les  deux  points  doubles  et  celles  comprises  entre  la  courbe  et  ses  asymptotes. 

1.  Le  point  M  n'intervient  pas  dans  la  première  partie;  le  cercle  envisagé  n'est  pas  autre  chose 
qu'un  cercle  quelconque  passant  par  les  deux  foyers  de  l'ellipse.  Si  donc  npus  prenons  pour  équation 
de  l'ellipse  l'équation  habituelle, 

ce  cercle  aura  pour  équation 

x^--hy-  —  TAy  —  c-  =  {), 
À  étant  un  paramètre  arbitraire. 

Là  parallèle  au  grand  axe  menée  par  le  centre  de  ce  corde  a  pour  équation 

et  le  lieu  des  points  do  rencontre  avec  le  cercle  s'obtient  on  remplaçant  À  par  y  dans  {'('([nation  du 
cercle;  ce  lieu  est  l'hyperbole  équilatèrc 

X-  —  y-  —  (-2  =  0. 

2.  Les  trois  sommets  du  triangle  Ul\''  ont  pour  coordonnées  :  r/cos-j,  bs'\nj;  r,  {);  — r  oi  0. 
L'une  des  hauteurs  est  la  parallèle  au  petit  axe,     x  —  rtcosci=^0;     l'une  des  autres  hauteurs  est  la 

perpendiculaire  abaissée  du  point  I'"  sur  le  cc'tté  Ml'";  or  le  cocnicicnl  angulaire  de  M  h    csl  ^     ; 

*       *^  '■  '^  Il  cos  Œ.  H-  c  ' 

donc  la  hauteur  envisagé(^  a  pour  équation 

rt  COS'i    1-  c,' 


y  = 


/y  sin: 


■{x-r). 


Nous  aurons  h»   lieu  en  éliminant  .i    entre  les  é((iiations  de  ces  deux  hauteurs;  ce  (mIcuI  donne 
successivement 

by  si  n  '^    I  -  j;^-  —  c^-  =  {),  bhf  U—Ç^^  (x^  —  c^-)\ 

finalement 

l'Yi"-  —  ^^)  =  "■  {^-  —  ^■')-'- 

C.ette  courbe  est  une  quartique  ayant  pour  axes  de  symétrie  les  deux  axes  de  coordonnées  et  pour 

points  doubles  les  deux  foyers. 

Pour  construire  cette  courbe,  nous  calculerons  y, 


a     x^  —  c- 


.'/  — 

x^r    -   x^ 

nous  prendrons  la  détermination  positive  du.  radical  et  nous  ferons  varier  x 
de  0  à  a;  y  sera  négatif  de  0  à  c,  et  positif  de  r  à  a;  la  dérivée,  y',  est  tou- 
jours positive  dans  l'intervalle  (0,  a). 


y 


ax      2a-  —  .r- 


cl  la  fonction  1/ croît  d'abord  d(>     --.   à     0.  pui^^,  de  (»  à       i   x;     il  n'y  a  plus 


qu'il  tracer  celle  portion  de  courbe  et  achever  par  symétrie. 


\m  tiKOMKII'.lK    ANALYTIOl'E 


Pour  avoir  l'aire  de  la  boucle,  nous  calculerons  l'aire  du  triangle  curviligne  OAC  et  nous  mulli- 
plierons  le  résultai  par  i.  Ceci  donne 


L'inlégralc  indéfinie  se  décompose  en  deux 


I 


I.a     seconde    est    immédiate;    c'est     — c'arcsin-  ;     pour    avoir    la    première,    nous   dérivons 


X\là*  —  a.-*,     ce  qui  donne 

X»  a»  —  ta-' 


D .  T  v'a»  —  .T»  =  xVi»  -  X»  — 


en  intégr.iiil,  nous  obtenons 

,-= — j      .       •  X    a  r  ^*^^ 

r\ti^ —  Hrrr  ^;- are  sm     — si   ; 

(l  J  yja*  —  X* 

par  conséquent, 

r    x^dx  1  /  ,         .   X  ,  -, ^i\ 

I ^Tr  =  -  (  <;■  ;irc' <iin     — x\la*  —  x- J. 

./   ^Ja^  —  x*       2\  o  J 

I,  intégrale  indélinie  annoncée  est  done  linalemenl 

—    ^-  va*  —  J-  -H  -fj  (a-  —  2r-)  arc  sin-  , 

en  rélablissatil  le  facteur    ,   • 

Celte  intégrale  est  nulle  à  la  borne  inférieure;  l'aire  A  a  done  pour  valeur 


2*1,   ,        .  ,  .    r 

,  (a*  —  2(*)arr  sin    » 


ou 


^   /. 


'^(1  r 

2/ir-f    ,  (a*  -2/"*)  arc  sin    • 

f>  Il 


Mais,  d'après  les  règles  des  signes  des  aires,  elle  est  négative;  done  l'aire  véritable  est 

\  —  5/f    1        (2r'  —  ^»')  are  sin-. 
i>  n 

l'iHir  avoir  l'aire.  A,,  comprise  entre   la  courbe   et  les  asymptotes,  il  suflil  de  prendre  la  mémo 
intégrale  indélinie  entre  les  limites  r  et  a. 

l'oiir     .r-=n,      l'intégrale  indéfinie  prem!   I.i  v.ili'iir      ',('/'  — ^'■«  t:      il  n'y  a  plus  (ju'à  retrancher 

la  v.iliMii   i|iii  correspond  a      /  r-  c     ou.  ce  qui  revient  au  même,  ajouter  A;  ceci  donne 

A,  r=*^(a*_2r»)  fl       are  sin  '^^  -»    tnr. 


ou 


A,  =  yj  /i* — 2f *)  are  COR '_ -4  2<i 

(i.  LACII,  à  Oouai. 


tac. 


lionne*  solutions  :  MM    M.  Vashii  h.  a  l>ille. 

Ahhi./   tKtiiiie»  solulionf  ;   MM    i:.  {.•.iikw«i>;  M  .   a  i.iiéiel;  Hoiimbr;  A.    HiTtNBL.  h  C»nnc»|  Ténot  Andr«,  à  An«er«. 
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2373.  —  Soient  M  un  point  d'une  parabole  (Q),  C  le  centre  de  courbure  et  P  le  point  de  Frégier 
relatifs  à  ce  point  M.  Trouver  les  lieux  du  point  K  qui,  avec  M,  C,  P,  forme  une  division  harmonique. 

Nous  rapporterons  la  parabole  à  ses  axes  habituels  et  nous  pren- 
drons pour  équation  de  cette  parabole 

y^  —  2/ja?  =:  0. 

Représentons  par  2pf  l'ordonnée  du  point  M  ;  son  abscisse  sera  2/3/-, 
et  les  coordonnées  du  point  M,  en  fonction  du  paramètre  l,  seront 

X  =  "2.1)1^,  y=:2pt. 

Cela  posé,  parmi  les  cordes  qui  sont  vues  du  point  M  sous  un  angle 
droit,  il  y  a  la  normale  MN,  et  la  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  M', 
symétrique  de  M  par  rapport  à  Or;  le  point  de  rencontre  P,  de  ces  deux  droites  est  le  point  de  Frégier. 
Or,  la  sous-normale,  HN,  est  constante  et  égale  au  paramètre;  la  longueur  M'P  est  donc  égale  à  2p,  et 
les  coordonnées  du  point  P  sont  x  =  2pt^ -h''2p,  y  =  —  2pf..  Le  lieu  de  ce  point  est  une  parabole 
égale  à  la  proposée  obtenue  en  faisant  subir  à  celle-ci  une  translation  parallèle  à  Taxe  et  damplilude  2». 
Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  C,  centre  de  courbure,  nous  formerons  l'équation  de  la  nor- 
male à  la  parabole  et  nous  clierclierons  son  point  caractéristique.  L'équation  do  la  normale  est 

Api  {x  —  2/9^-)  -\-2p{y—  '2,pt}  =  0, 


s 

H 

0 

iVl'V                       'p^^. 

.c 


ou 


2te 


la  dérivée  par  rapport  à  t  donne 


y 


ipt^  —  '^Ipt  z=zO; 

x  =  p  -+-Qpf^; 
la  dérivée  par  rapport  à  /,  prise  après  avoir  divisé  par  t,  donne 


Les  coordonnées  du  point  C  sont  donc 


y 


Hpt\ 


yc  =  —  Hpt\ 


Appelons  a  et  p  les  coordonnées  du  point  R,  et  supposons  que  ce  point  soit  le  conjugué  harmonique 
de  M  par  rapport  à  G  et  P;  nous  aurons  p  en  établissant  la  relation  harmonique  entre  les  ordonnées  des 
quatre  points;  ceci  nous  donnera 

2/9/ p  +  iiîp'l'  —  (p  +  2/?/)  (^  2/)/  —  Spt^)  =  0, 
ou 

p{ipt  -h  Hpt^)  =  —  ApH^  —  •S2pH% 
ce  qui  donne 


P~"  4-t-2<*    ' 


l'a?  est  fourni  par  l'équation  de  la  normale, 

2/a  =  ^^^^V+y^-f2p/(l  +  2r^), 


_     8/^  4-1  H- 2(1 -h  2/-^) 


■2\2 


Les  équations  paramétriques  du  lieu  du  point  R,  dans  ce  cas,  sont  donc 


Hl^  +  16/-  -h  :i 
'        1  -+-  2/'^       ' 


(1) 


X. 


p- 


8/*-4-16/M-3 


,(«<■ 
'  =  —  l)(^, 


1) 


2/2  -M       '  »  —      ''*  W  -h  1 

Supposons  maintenant  que  le  point  K  soit  le  conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  aux 
points  M  et  C,  et  appelons  encore  a.  et  [i  les  coordonnées  de  ce  nouveau  point.  La  relation  harmonique 
entre  les  y  des  quatre  points,  ceux  des  couples  P,  R  et  .M,  C,  est 

—  2p/p  —  liîpH'  —  ([i  —  2^/)  (2f)/  —  S/;/-»)  =  0  ; 


,,7,,  (iKoMKTIUE   ANALVIlnUI-: 


c'll<!  s't'cril 
cl  doniif 

Nous  aurons  a  en  porlanl  dans  1  iqualioii  «li-  la  normale;  ce«i  nous  dunn»' 
Les  éfjualions  pîirannjlriques  de  ce  nouveau  lieu  >ont 

p  1-^8/-  — S/'  _;'^(i-  «/') 

Cherchons  enlin,   pour  Icrniiner,  le  lieu  «lu  point  U,  conjugué  liarnïonique  de  C  par  rapport  aux 

points  M  et  V. 

La  relation,  dans  ce  cas,  est 

—  8/>/^fi  —  4//-/-  =  (»,  et  ?  =  —  ^'^  ; 

alors 

Les  équations  paramétriques  de  ce  dernier  lieu  sont 

H-i/-  i-8/*  p 

(3)  x  =  p      -  ^^,         ,  u  =  -^r 

l'équation  cartésienne  s'obtient  iminédiatcmont  et  est    px  =  y^-hp^-\-  j  ,- 

Le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  degré  qui  admet  pour  asymptote  l'axe  des  x  cl  pour  parabole 

asyuiplole  la  parabole. 

/Jx  =  .»/»-+-p»; 

de  plus,  comnu"  cela  était  évident  a  priori,  !•'  iifu  est  symétrique  par  rapport  à  i)x. 

Le  lecteur  construira  celte  courbe  sans  peine. 

Pour  construire  la  courbe  (1),  nous  remarquons  que  le  changement  de  (en  — /  laisse  t  inva- 
riable et  change  7  en  — »/;  la  courbe  est  symétrique  par  rajiport  à  Ox,  ce  qui  était  évident  aussi, 
et.  en  tenant  compte  de  celle  symétrie,  il  suTtil  de  faire  varier  /  de  0  à      •    x  . 

l'oiir  /  =  (»,  x  =  '.\p,  t/  =  '*;  pour  /  r=  )- x .  x  est  inlini  comme  /',  cl  7,  comme  — /;  il 
y  a  une  branche  parabolique  dans  la  direction  Or.  En  prenant  les  dérivées  de  x  el  de  y,  nous 
vovtms  de  suite  que  j"  est  toujours  croissante  et  y,  toujours  décroissante;  la  première  tangente  est  verli- 

ralc,  et  la  direction  de  la  tangente  tourne  dans  le  sens  positif.  La  courbe, 
^^''  ^''  bien  qu'étant  du  quatrième  degré,  a  l'aspect  d'une  parabole. 

Pour  contruirc   la  courbe  (2).  nous  faisons  les  mêmes  remarque» 

'' I      \ 

3^\^  j       initiales;  puis,  nous  classons  les  valeurs  particulières  de  /  :  0. 


0 


h'/'ITm'    |Hiiir     /  Il  (IcMiiil  nul  (ri  lucatif  ensuiteV  ./prend  la  vab'ur  '     ;  la  courbe  traverse  l'axe 
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Ox  on    un    point   13;    pour     l  =       .     r  cl   '/  deviennent  inlinis     (x=z   \    x,?/=   -x),     et  ensuile, 

changent  de  signes  tous  deux;  pour     /  :=  W  - — ~- ,    x  devient  nul  et  positif  ensuite,  y  prend  une  eer- 

-.  taine  valeur  positive,  voisine  de  7/j;  et,  enlin,  pour     <=  |-ao  ,     .i- est 

infini  comme/-,  et  y,  comme  /;  il  y  a  une  branche  parabolique,  dans 

la  direction  Ox.  Nous  pouvons  donc  tracer  le  schéma,  placé  à  côté. 

Il  nous  reste  à  vérifier  ou  à  modifier  cette  forme  par  l'étude  des 

dérivées  : 

dx_ljL    :20  —  3if- -h  32/' 
dt  ~  2  ■   "  (1  — 2^-')^       '  " 

dy_    (1  — 22f-  +  16rO 
dt~P        {^i  —  <2r-Y 

La   dérivée   de   x  ne   s'annule  jamais,  elle    est    toujours   posi- 
tive; la  fonction  x  est  toujours  croissante. 

La  dérivée  de  y  s'annule  deux  fois;  la  première  valeur  de  /-  est  comprise  entre  l  et    ;  le  n)aximiim. 

C,  de  y  est  compris  entre  A  et  B;  la  deuxième  valeur  de  t-  est  plus  grande  que  1  et  plus  petite  que 

"    /^   \     le  minimum  E  de  y  a  lieu  avant  le  point  D  :  le  schéma  est  exact. 

11  reste  à  trouver  l'asymptote.  Nous  avons  d'abord 

//_   2/(1  —  8/-) 


1 


a7~l-h8/^  — 8/^' 


y 


pour     /=-^,     la  valeur  de  -  est 
sj'-l  X 

c  =  V2=^  =  -v2; 

c'est  le  coefficient  angulaire   de  l'asymptote.  Four  avoir 
l'ordonnée  à  l'origine,  nous  formons 

y  —  cx^=zy  -r-  X  \'2, 

^         /(l  — 8r-lv2  +  l-|-8/2  — 8/'' 
y  --h  X  v'2  =  ]) ^-^— — - — = , 

1  +  /  V2  -h  8/''  —  8/^'  v2  —  8/' . 


y^x  s 2  =  f 


(1  — 2/2)^/2 


le  numérateur  est  divisible  par     1  —  /v2      et      y~}-xyJ'-2 

s'écrit 

.         l-+-2/v/2-t-12/--h4v'2t3 

et  prend  la  valeur  —^4;  l'asymptote  est  déterminée,  et,  comme  la  courbe  est  une  quarlique,  la  posi- 

H  2v'2 

tion  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  est  évidente. 
Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lacii.  à  Douai";  A.  Hltinki.,  à  Cannes. 
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2306.  —  Acfi:  un  nu-iiie  Iv/uide,  on  réalise  les  ex/jévienccs  suivatilex  : 

1"  /  /(  micioscnpi;^  dont  l'axe  est  veitual,  est  mis  au  point  sur  Vinlerseclion  J  de  deux  (mils  finement 
trarés  sur  un  plan  horizontal;  puis,  ayant  déposé  en  .1  une  youtle  sphérique  du  liquide,  on  rétablit  la  mise 
au  point  par  un  déplacement  h  du  mirroscope  suivant  son  axe. 

2"  Après  avoir  prooinjué  l'accroissement  de  la  goutte  G  par  l'ahsiirptinn  d'une  gnutle  voisine  G',  on 
perd  la  mise  au  point  que  l'on  rctronoe  par  un  nouveau  déplacement  h'  du  microscope. 

.'{"  (hi  enfonce  l'extrémité  d'un  tube  capillaire  en  verre  de  «"""  de  diamùtre  datis  un  vase  renfermant 
du  lit/nidc  donné  de  masse  spécifique  p  et,  apvs  avoir  aspiré  du  liquide  dans  le  tube  pour  mouiller  le  tuhi\ 
on  constate  que  le  liquide  prend  une  dénivellation  verticale  permauentr  H. 

4"  Un  miroir  plan  renvoie  verticalement  de  bas  en  haut  la  lumière  provenant  d  un  collimateur.  Cette 
lumière  tombe  sur  une  lentille  plan-convexe  L,  faite  avec  un  verre  d'indice  N,  et  obturant  un  tube  dont 
l'axe  est  vertical;  la  face  plane  de  la  lentille  est  tournée  du  côté  d'où  vient  la  lumière  et  le  raqon  de  la 
face  courbe  a  pour  mesure  r.  .\yant  versé  du  Hi/uide  étudié  dans  le  tube  jusqu'à  ce  que  l'image  de  la  fente 
du  collimateur  se  forme  dans  le  plan  de  la  surface  libre  du  liquide,  on  nu-sure  la  han'-'ir  II  'A-  /"  •••>l<ni>ii< 
liquide  ainsi  obtenu»'. 

/iéduire  de  là  : 

a)  le  rapport  des  masses  des  gouttes  G  et  (î  , 

/*)  l'indici'  n  du  liquide  et  les  ragons  des  d>'ux  gouttes  G  et  G', 

c)  la  tension  superficielle  A  du  liquide. 

Application  numérique  : 

/i  =  2°"»;  //  =U ,o;  .    />=1,02; 

intensité  de  la  pesanteur,        ;7  =  98l;  H  =<)"";  N=l,52;  >=5'",2;  11,  =  37-. 

En  supposant  une  erreur  possible  de  ."i  microns  sur  les  longueurs  mesurées,  évaluer  l'ordre  de  gran- 
deur des  erreurs  qui  en  résulteraient  sur  les  résultais  calculés. 

1"  Désinnons  pur  .1  l'iniagc  du  poinl  .1  iloiinei'  par  la  fjoulle  el  reinarcjuons  qu'elle  csl  formée  par 
dos  rayons  réfruclés  exclusivemenl  par  la  face  supérieure  de  la  goulle.  Soit  p  le  rayon  de  celle-ci. 
Appliquons  il  la  réTraclion  dans  la  face  supérieure  S  la  formule  aux  dislances  conjuguées 


n  l  n  —  \  ,,  ,,  2  ,  ,,-1.        ^(»  —  i) 

zsSJp  2  —  fi"^  2  —  n 


Oii  l'ii  déduit 
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'-2°  De  même,  <?  étant  le  rayon  de  la  goutte  après  son  accroissement,  on  a 

'  "  =  -ifn-'V^'  ^  ''">  "=  ^'^^  "^  ^'^■ 

Soit  û'  le  rayon  de  la  goutte  U'  et    x  =  '"      le  rapport  des  masses  des  gouttes  (î'  et  G. 


m 
m 
On  a 


.,'3 


x  =  ^  et  d'autre  part  a^  =  c' -f- p'^  =  (  1 -4- a;)  p^ 

d"où,  à  l'aide  des  expressions  (1)  et  (^ïi),   . 


i-\-X=' 


x=r^~\  ==1,953,  j;  =  0,9o3. 


Pour  évaluer  l'erreur  possible,   assimilons    les   erreurs   à    des    différentielles    et    différenlions 
l'expression  de  x  : 

dx  =  ;ii 


Jh-^h'Y-hdh'  —  h'dh 
\-h-)  ¥ ■ 


Faisons    tlh' =  —  rf/i  =  0,005.     on  trouve 

rfx  =  0,015. 

3"  Écrivons  que,  dans  le  tube  capillaire,  le  poids  du  liquide  soulevé  est  équilibré  par  la  tension 
superficielle  le  long  de  la  ligne  de  raccordement  : 

i:aA  =  TT  j-ll/j//. 

Évaluons  les  grandeurs  en  unités  G.  G.  S.  : 

a  =  0,05,  H  =  6,  p=1.02,  ^  =  981. 

On  trouve 

A  =  75. 
Erreur  possible  : 

dk  =  f^â(^adïi-+-Hda}  avec  da  =  dtt  =  O'"' ,000o . 

On  trouve 

(/A  =  0,75. 

4°  La  face  plane  de  Ui  lentille,  recevant  normalement  la  lumière  qui  vient  du  collimateur,   ne 
produit  pas  de  réfraction.  L'équation  généi:3le  des  dioptros,  appliquée  à  la  seconde  face,  donne 

l';="7".  J-O"  «=,|^"_;-.N  =  Jlx  1,82=  1,33,. 

Erreur  possible  : 

,        -,  ?'rflL  —  li,(/r 

Faisons     dll^=:  —  rf/'  =  0'""',005,     précision  d'ailleurs  invraisemblaiile  ici.  Il  vient 

(//!  =  1,5^  X  —  X0,00o  X  0,000018. 


\J,D  é  ^f  ^^u,„j   ...» 


Eniin^  pour  avoir  p  et  p',  remplaçons  d'abord  dans  la  formule  (i)  «'et  h  par  leur  valeur  : 

D'autre  part,  on  a 

o'  =  v'ïo  =  0,98  iû  =  2""". 00. 
Erreur  possible  : 

rfp  =  rf/«  =  0'"'",005. 

Solution  partielle  de  M.  E.  Loukak». 
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2307.  -  -  On  Irailr,  a  chaud,  par  un  excès  d'aride  c/ilurhi/driijue  mnrenlrc,  3«,.'M»  de  sulfure  d'anli' 
moine.  /Jérrire  In  réaclinn  et  indi(fuer  lu  nature  l'i  te  volume  du  gaz  obtenu. 

On  pyrli'vi'  .*{0""'  du  ijaz  uht<-nu,  supposé  pur,  et  on  rinlrnduil  dans  une  cloche  courbe  où  l'on  n  placé 
un  morceau  d'rtnin.  Ou  chauffe  Inmjuement,  puis  on  laisse  refroidir. 

/nr/ii/uer  la  nature  et  le  volume  du  iptz  restant. 

Montrer  cmninent  cette  di'rnii'rc  expérlrncr  permit  de  ditirininrr  lu  r<nnpiisilioii  du  </</:  /vunii  pnr 
lu  première  expérience. 

/Junnees  et  renseiijnements  numeriifues  :  Puiils  nlomiifui's  :     Sl>  =^  120.     S  =  .'{i. 

Le  volume  de  .'{(K'°'  a  été  mesure  sec  a  0°  et  ^-mis  lu  pression  de  "(K)""', 

/.PS  viiliime.s  demanilcs  s<'riint  cvalm-s  dans  les  mêmes  conditions. 

Lcicliun  do  lacide  clilorhydriquc  concenln-  sur  le  sulfure  d  aiilinioine  produit  du  chlorure  d  anli- 
rnoiiie  (|ui  reste  dissous  dans  l'eveés  d'acide  clilnrliydrique  el  un  di'gageuienl  d'acide  sulfliydri^iue  qui, 
lave  avec  un  peu  d'eau  puis  desscelié  sur  le  chlorure  de  calcium,  peut  êlre  recueilli  pur  sur  la  cuve  à 
mercure,  f.a  rcHlioii  se  l'ormulf 

rdlCI-i  SI.-<'  =  3H»S-)  tisi.cn. 

Celle  réaction  n  a  liru  (ju'aulanl  que  la  cunrenlralion  de  l'acid»,'  esl  supt-neur**  a  11*. I,  »»H-0  environ  ; 
vers  la  lin  de  l'exprrience,  on  constate  sur  les  parois  du  liallou  un  dépôl  rouge  oranp"  qui  n'est  autre 
(|ue  du  suHure  d'antimoine  lornié  par  réaction  inverse  de  l'hydrogène  sulfure  tpii  se  dégage  avec  le 
chlorure  projeté  sur  \\'S  parois. 

lU  poids  de  sulfure  représenté  par  Sh'-'S',  c'est-à-dire  ."i.'M»'-',  fournil  3  molécules  de  ga/,  c'esl-à-dire 
nii  volume  de     .'ix  22',^  =:(i7',:2.     Le  poids  donné,  qui  est  llK)  fois  plus  petit,  fi»urnil,  «iTi*^"'. 

\u  contact  de  letain  chaulFé,  le  soufre  de  l'acide  suiniydri<|ue  se  lixe  sur  le  métal  et  l'hydrogène 
est  lihéré  : 

H*S-»  Sn  =  SnSH   II-. 

Le  volume  du  ga/.  restant  est  donc  le  même  <jue  celui  de  l'acide  sulfliydrique  el,  par  conséquent. 

de  30""'. 

InversemenI,  la  constalation  de  ce  résultat  montre  que  l'acide  sulfliydrique  contient  son  volume 
dhytlrogène  rt  (juiine  molécule  d'acide  contient  une  molécule  d'hydrogène  II-'.  In  poids  d'acide 
suHhydriqiie  représenté  par  sa  densité  1,19  contient  dimc  un  poids  d'hydrogène  représenté  par  la 
densité  de  ce  ga/.  0,07  et,  par  conséquent,  un  poids  de  scgfr»-  représenté  par  1,12.  Or  ce  nombre  est 
précisément  la  moitié  de  la  densité  de  la  vapeur  de  soufre  à  haute  température,  c'esl-Si-dire  de  soufre 
dialomique.  La  molécule  d'acide  sulfhydri(|ue  contient  donc  un  ati>me  de  soufre  el  sa  formule  est  H'S. 

Fail  L.VHAT,  élève  à  l'Kcole  polytechnique. 

Uulincs  8uliili<in>  ilc  MM.  .1.  Itm  <  m  \itv.    \.  Ili  riNKi..   1).  i.oi.KMti) 

/ 

« ■ 
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2606.  -  l  n  |M)inl  pt  ;<.iiil  <'sl  asliciiit  .i  so  ini>iiv..ii  sur  un  ccrilc  Mtui  dans  un  plan  vertical  <'l  esl  allin' 
par  uuf  lies  exlrcniilc.H,  \\,  du  «liaïuèlro  horizonlal  proporlionnellemcnl  à  la  dislanc-  Il  -si  lanc»'-  en  l'auln; 
exlr/-niilé,  A,  de  ce  m^me  diamètre  avec  «ne  vitesse  v„. 

Trouver  la  loi  des  vitesses  du  point  inalt^riel  sur  le  cercle  cl  «étudier  sommairement  le  mouvement  de  ce 
point,  à  l'nide  do  celte  loi.  yuels  sont  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter? 


ÉCOLE    CENTRALE 


47  r; 


Trouver  les  positions  d'équilibre  du  point  sur  le  cercle  et  dire  si  en  ces  points  l'équilibre  est  stable  ou 
instable. 

Voir  ce  qui  arrive  quand  la  force  émanant  du  point  ({  est  une  répulsion  proportionnelle  à  la  distance. 

E.  H. 

2507.  —  Une  coni((ue  (X)  est  tangente  à  une  droite  (D)  en  un  poiat^.  Par  un  point,  P.  lixe  aussi  dans 
le  plan  de  cette  conique,  on  mène  une  sécante  variable  qui  renconlr^a  conique  aux  deux  points  M  et  N;  les 
tangentes  en  M  et  N  coupent  la  droite  fD)  en  M'  et  N'. 

1'^  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MN'  ^M'N.  Montrer  que  ce  lieu  est  une  conique 
tangente  à  la  droite  (D)  au  point  A  et  qui  rencontre  encore  la  conique  (S)  aux  points  de  contact  des  tangentes  A 

issues  de  P.  /'  AM^ 

2"  Dire  ce  qui  arrive  lorsque  le  point  P  est  sur  (D)  ou^'sur  (S). 

3'^  Étudier  les  cas  particuliers  où  la  conique  (il)  je^t  un  cercle  et  le  point  P  le  centre  de  ce  cercle,  où  la 
conique  (S)  est  une  parabole,  la  droite  (D)  la  droite^rfe  l'infini  et  le  point  P  le  foyer  de  la  parabole. 

R.  DÉAUX,  professeur  à  Chimay  (Belgique). 

2508.  —  Soit  A,;" le  point  de  coordonnées  (a:,,,  i/,,).  On  considère  l'ensemble  des  points  A,,,  A,,  A.^,  . . .  A„,  . . . 
défini  par  un  premier  point  k^ix^,  y„),  non  situé  sur  un  axe  de  coordonnées,  et  par  les  formules  de  récurrence 

Xn+i  =  ax„  +  byn,  yn+\  =  cxn  H-  dy„,         Jj^  ^ qj^C .  ioujLOCfl  X^j  kJL  îi  h 

ai1-bc  =  l,  |a  +  (/|<2.  Ç  H.  =  »«>  Ç^tW         ^/J_^ 

Dans  quels  cas  ces  points  sont-ils  en  nombre  infini?  l  '      /n--/  1^7-? 

.Montrer  qu'ils  sont  alors  distribués  sur  une  courbe  (i^)  sur  laquelle  ils  forment  un  ensemble,  dense  en  tout  .  ^ 
point.  fdufAAi 

Puis,  en  supposant  les  coordonnées  rectangulaires,  prouver  que  l'aire  du  secteur  A„OA„-(-i  limité  à  l'arc  A„ An-i-i   ^oi.r  tâ.1 
de  (V)  a  la  môme  valeur  quel  que  soit  a.  ûf/.  é'i4M. 

M.,  à  Guéret. 


ou 
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2357.  —  Soient  Ox  e.l  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  .VB  la  droite  dont  V équation, 
par  rapport  à  ces  axes,  est     x  —  a  =  0,     a  étant  une  longueur  positive  donnée.  A  chague  point  K  de  cette 
y  droite  correspond  une  parabole  (P)  axjant  pour  foyer  F,  pour  axe  principal  la  droite 

OF  et  tangente  à  Vaxe  Ox. 
^  On  demande  de  trouver,  de  reconnaître  et  de  construire,  le  point  F  décrivant  AB, 

l"  le  lieu  du  sommet  S  de  (P); 

2"  le  lieu  du  point  Q,  pied  de  la  directrice  de  (P)  sur  son  axe  OF; 
li"  Venveloppe  de  la  directrice  de  (P). 
Nota.  —  Les  considérations  géométriques  seront  appréciées. 

i"  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  l'axe  OF  de  la  paraholo  et  sa  tangente  au  sommet  .SY.  Son 

équation  sera 

Y'^  — 2/>X=0. 


Mi) 


KCOI.i:  nKNTIlALK 


Posons     (Oj-,  ÔK)=:a;     on  a 


0F  = 


COS  X 

L'équalinn  «le  O.r  r^l 


cos  ï       :* 


ou 


'^     \  rosa        3/ 


X  sin  a    1   Y  «osx-j-  a  l^a  — '.  sina  =  (>. 


Écrivons   que   l«*s   coefliiitMils     H  =  sina,     i)  =  cosa,     «•  =:  <i  Iga  — '.^sina     sali^^Tonl  ii  Injuation 

lan^îcnliclli'     jtc-  —  ïJu/r=:0;     il  vient 

,  ,    sin-ï   ,         .    ,         .. 

'  COSat         ' 

d'où 


sm-a 


a  sin^a 


pz=i(i'--  "  ol         OS=i— ^^ a     "'  ~  =  <!  cosa. 

'  cos a  cos a  cos a 

Les  coonlonncos  du  jtoinl  S  par  rapport  aii\  a\cs  Ox,  ()•/  s«uil  donr 

.r  =  <JC08'a,  1/ =  ri  c<»sa  siha, 

cl  \o-  lieu  de  S  es!  I«î  citcIc  do  diamcln-  n\  : 

j-    ■    >/'•  —  uj-  =  {). 


ri'  J)('  uit^n)c. 


Il  sin-a  cos  2a 

00  =  US  —  ()S  =  <»cosa  —  '   =:<icosa  — a  =  <i      - 

^  i  cos a  cos« 


et  It'S  i-iMirdoiuu'cs  du  poinl  O  sonl 

r  r:r:  ff  rosia,  »/ rr  n  COS^a  Iga. 

l'IliiniiKUis  /.  iiniiv,  iilili'iiuiis  I  r.iualuMi  carlcsii'um'  du  liiMi  (\\' ()  \ 

('.'(«si  une  slropliohle  droilc  d'a\c  0.r,  ayant  l'orif^inc  ronuno  i)oinl  douMe,   langcnlc  en  A  ii  la 
droite     x  — «=:()     et  admettant  la  droili"      /        '       <»     pour  asymptote. 

.'{   La  dir<clrice  de  (P)  a  pour  équation 

r  —  (1  cos!ia    i-(y  —  a  cosia  Igot)  Iga^O, 

T-f-i/lga       'm1— |g»a)^0. 

Éliminons   le   paramMre  ii^i  ciili-c  «-cite  cqualioii  ci   I  ri|ualioii 
tlérivée  par  rapport  à  tj;». 

7  —  i«  lga=;ll. 


ou 


nous  »d»lenoiis  I  ((lualion  de  IVnveloppc  : 

!/'  =  4/1  (x  —  «i). 
('/est  la  parabole  d'axe  Oj-,  de  sommet  A  et  de  directrice  Oy. 

Solution    géométrique.  I      l^t  perp^nilioulairo   menée    par    le 

foyer  K  de  lu  parabole  à  la  lanKcnte  Ox  renconlre  celle  lani^enle  en  uu 
poinl  .V  silué  sur  la  InDgenlo  au  somniol.  I.e  somniel  S  est  donc  le  pied  de 
la  noriualr  a  nK  is>ue  île  A  el  le  lieu  du  point  S  rsi  le  eerele  de  diamètre  <»\ 
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2°  Soit  R  l'intersection  de  AQ  avec  O.y.  Nous  avons  QS --=  SF  et  le  triangle  QAF  est  isocèle.  Il  en  est  de 
même  du  triangle  semblable  QRO  et  Oa  =  IlQ.  Le  lieu  du  point  Q  est  la  stroplioïde  droite  ayant  0  pour 
point  double,  Oa;  pour  axe  et  langente  à  AB  au  point  A. 

30  Soit  F'  le  point  où  la  directrice  QK'  coupe  AF;  on  a  (-videmment  F'A  =  AF.  Joignons  F'  au  point  G 
symétrique  de  0  par  rapport  au  point  A.  Les  droites  OF  et  F'G  sont  parallèles  et  par  suite  F'G  et  QF'  sont 
rectangulaires. 

L'enveloppe  de  la  directrice  QF'  de  (P)  est  donc  la  parabole  de  foyer  G  et  de  directrice  Oy. 

Cn.  PACÉ,  enseigne  de  vaisseau,  à  bord  de  la   Ville  d'Vs. 

Bonnes  solutions  de  MM.  P.  Ukk.naiii.,  ii  Paris;  A.  Buoissi:;  L.  Giiici.v.wK,  à  Strasbourg;  J.  Comk,  c-onihicteur  des 
Ponts  et  Gliaussées,  à  Espalion;  G.  DKLOR(iK,  à  Gaen;  R.  Dlfolk.  E.  P.  S.,  à  Givet;  Emile  Di  val,  à  Lambézellec; 
L.  GAcriiiKn,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Craponue;  IIoktkt,  lycée  de  Saint-Ktienne;  A.  Huit.vKL,  à  Cannes; 
G.  Lach.  à  Douai;  H.-L.  .Mkn.nkssikk,  à  Kvreux;  Uommkr.  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées;  A.-O.  Glihkrt,  candidat  à 
la  licence,  à  Nantes;  M.  N.,  à  Toulouse;  M.  Uoix,  instituteur  au  Greusot;  A.  Tknot,  Arts  et  Métiers  d'Angers. 


2358.  —  Dans  un  plan  vertical  V  pris  pour  plan  de  la  figure,  on  considère  un  point  fixe  0  et  deux 
poulies  circulaires  non  déf'ormables  :  Vune  .V  mobile,  Vautre  li  fixe,  c  est-à-dire  soutenue  par  une  tige 
cglindrifjue  C  invariable  de  forme  et  de  position  et  dont  les  génératrices  reclilignes  sont  perpendiculaires  à 

r,  V.  Le  raijon  de  la  poulie  B  est  le  triple  de  celui  de  son  œil,  de  même 

centre  et  circulaire,  et  la  section  droite  de  la  tige  cylindrique  C  par  V 
est  un  cercle  de  rayon  quelconque  moindre  que  celui  de  Vœil. 

Un  cordon  flexible,  de  résistance  illimitée  et  d'épaisseur  négli- 
geable, est  attaché  au  point  fixe  0;  il  soutient  la  poulie  A,  passe  sur 
la  poulie  ]\  et  supporte  un  poids  tenseur  P.  Au  centre  de  la  poulie  A 
est  suspendue  une  charge  égale  aussi  à  P.  On  admettra  quil  n'y  a  pas 
de  frottement  du  cordon  sur  la  poulie  \  et  que  ce  cordon  ne  peut  pas 
glisser  sur  la  poulie  \i.  On  ne  tiendra  pas  compte  des  poids  des 
poulies  et  du  cordon. 

i"  Dans  r  hypothèse-  ou  il  n'y  a  p(ts  de  frottement  de  la  poulie  H 
sur  la  tige  C,  calculer  V angle  aigu  a  que  fait  le  cordon  arec  la  verticale  0-,  lorsqw  l'appareil  est  on  équilibre. 
2"  Dans  l'hypothèse  où  il  y  a  frottement,  de  coefficient  égal  ù  l'unité,  de  la  poulie  B  sur  la  tige  C, 
calculer  à  un  millième  près  les  cosinus  des  angles  aigus  y.'  et  x  ,  râleurs  de  l'angle  a  qui  correspondent 
aux  positions  d'équ'Uibre  limite  de  l'appareil,  et,  pour  chacune  de  ces  positions,  calculer  à  un  gramme  près 
les  réactions  du  point  fixe  0  et  de. la  tige  fixe  C,  sachant  que  I*=  1  TiiO^»'. 

Nota.  —  On  suppose  la  dislance  de  C  à  0:  assez  grande,  tes  rayons  des  poulies  assez  petits  et  la  lon- 
gueur totale  du  cordon  assez  grande  pour  assurer  le  libre  jeu  de  l'appareil,  tout  au  mn'ins  dans  les  limites 
qui  comprennent  les  positions  d'èipùlibre  visées  ci-dessus. 


i°  Dans  Ihypollièse  où  il  n'y  a  pas  de  rrollement  de  la  poulie  B  sur  la  lige  C,  la  tension  du  cordon 

est  égale  .'i  P;  celle  tension  éiiuilibrant  une  charge  P  sur  la  poulie 
mobile  A,  la  somme  géométrique  de  trois  vecteurs  P,  P,,  P„,  égau.\ 
à  P  est  nulle;  le  triangle  des  vccleurs  équipollenls  à  P,  P,,  P»  est 
un  triangle  équilaléral  dont  le  côté  P  est  placé  verlicalement;  les 
deux  autres  côtés  P,  et  I'.,  donnent  les  directions  du  cordon  reliant 
respectivement  la  poulie  A  à  la  poulie  B(P,)  et  la  poulie  A  au  point 
lixe  0(P.,).  L'angle  a  est  égal  à  (iO". 

"2."   Dans  l'iiypotln'se  011  il  y  a  frollement,  désignons  par  0  'îi 


n« 
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tension  du  cordon;  la  condilion  d'équilibre  df  la  poulie  mobile     (P) -+- (0|)  4- (Oi)  =  '^i     équivaut  à 

«•Ile  nous  donne  à  la  fois  la  tension  du  cordon  et  la  réaction  du  point  0,  égale  et  opposée 
à  Q,.  Ueslo  à  étudier  léquilibri'  de  la  poulie  lixe.  Soient  lo  le  centre  de  l'œil,  I  le  point 
de  contact  avec  l'axe,  0  l'angl"'  de  <.>!  avec  o>x  (hori/onlale),  N  et  T  les  composantes 
normale  et  tangentielle  de  la  réarlion  K  de  l'axe  sur  l'œil,  £  l'angle  que  fait  le  vecteur  H 
avec  la  normale  «oN  aux  deux  surfaces  en  contact.  Ecrivons  les  trois  équations 
d'équilibre  pour  un  système  plan  : 

NrosO  — TsinO  =  Qsina,  NsinO--    T  cosO  =  P -f- Q  cosx,  (P— Q»  X  ii'=  T.r. 

p 

ilemplai/ant  N  et  T  respectivement  par  Hcos-,  Itsins  et  Q  par  sa  valeur  ;^^ ,   il   vient    pour 


les  deux  premières  équations, 


Hcos(0-i-£)  =  Qsin«  =  ;j  Iga, 
ilsin(OH-£)=  P-}  Ocos«=  ., 


d'un      Uz^^tg"*»   '-*•*•     et  pour  la  troisième. 


3(|>_--J!_)  Eltsine, 
V  2  COS  a  / 


d'où 


8ine  = 


\\-lvO<, 


I 


ou  encore      sin£'<;\,       cl.  par  suile. 


'■M'icosg—  1  )^  ^  1 
1    '    Hcos'a    ^2' 


v'sili    a         '.I  Ci»>   a 

Pour  que  1  équilibre  ait  lieu,  il  faut  que 
(ii  cos*x  —  72cosa-h  17  ^0. 


Les    acines  du  premier  membre  sont     '- — t-t— -t     séparées  par  la  valeur     ^,  (sin£=:0). 

Il  faudra  (|ur  Inii  ;ii(     cosa"  <  COSa  <  cos  a      et  par  suile     a   <  a  <  a". 
CalfuI  nunti'riifiif.  —  Ou  trouve  : 


co8a"  =  !L=ii3^o.;{:{Ti.s 

In 

eosï  —       *     —0,  ,h,h:> 

I  II 


(a"  =  "(>■■  IH'  environ), 
(a'  — ;W"-'.I»">. 


P 


875 
COSa 


/{''action. du  immi  {)  ;     Q  =  — - —  =  — ' 

iCOSa        CD! 

Q"  =  2ftil.V,  g'=llllv. 

fh'acliun  de  la  tigr  :    \[  =  -^i  »coH*z  _  ,  »  ;,  /^  ><  •  g  ^^3 ,  _  |  i 

H  =i7l3iî. 


2  cos  a 


P.  L. 


Uoniu'*  Noltitionii  (If  .M.M,  J.  i...-,!»,  comJuulcnr  tWf   Ponln  el  r.linin»ée«.  /i   K^palitm;   L.  Gauhikr.  conducteur  (!•• 
'onU  cl  Cliau»s«of,  l'i  Crnponne;  A.  Ui;i(>kl.  à  Cnnne»;  Rohmkh,  condmleur  «le;*  l'oiUi»  c(  Cliaii««<'e-«  :  A.  Tknot,  Art»  ei 
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2359.  —  Étant  donné  un  triangle  cquilatéral  ABC  dont  h;  côté  est  égal  à  C  unité  de  longueur,  on 
considère  un  point  variable  D  sur  le  côté  BG  entre  B  et  C,  el  on  désigne  par  x  l'angle  ADB. 

1°  Exprimer  en  fonction  de  x  les  dislances  du  point  A  aux  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  deux 
triangles  ADB  et  ADC,  puis  étudier  les  variations  de  la^sovime  et  du  produit  de  ces  deux  distances  quand 
on  fait  varier  x. 

2°  Déterminer  x  de  façon  que  la  somme  des  rayons  des  cercles  insn-its  dans  ces  deux  triangles  ADB 
et  A\)G  soit  égale  à  une  quantité  donnée  k.  Discuter,  calculer  le  produit  de  ces  deux  rayons  en  fonction 
de  leur  nomme  k  et  trouver  pour  quelle  valeur  de  k  Vun  des  ragons  est  double  de  Vautre. 

1"  Dans  le  triangle  ABI,  les  angles  ont  pour  valeurs     JB  =  30'^,     A=:60"  — ^,     î  =  90^4-^;     on  a 

donc 

d'où     AI  := 


AI     _ 

AB                   1 

sinaO" 

sin  (90° +  1")      cos|' 

;     de 

ScoSg 

même, 

dans  le  triangle  AI'G, 

G  — 30", 

Â  = 

-5-30°,             f-lso-'-J, 

Al' 

A  G 

-     ^                  M'-      ^ 

sin30" 

sin 

i(l80"- 

x\          .    .r'    -                       a    ■    ^ 

Désignant  par  g  la  somme  et  par  z  le  produit  des  deux  distances  AI  et  AI',  on  a 

—      ^  1  .  _  1  _      1 

•^        .        X      a    •    x^  "       ,    .    X         X      2sinx" 

^cos^      Ssin^  '<  sin^  ces  ^^ 

Lorsque  D  parcourt  le  côté  BG,  x  varie  de  120"  à  60";  on  voit  do  suite  que  le  produit  :  décroît 

1  1 

de  —jusqu'à  un  minimum  égal  à  -  (pour     a;  =  90",     correspondant  au  milieu  de  BC)  et  croit  ensuite 

11 

de  -  à  -^  en  prenant  des  valeurs  égales  pour  des  positions  de  D  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  BC. 
Pour  étudier  la  variation  de  rj,  on  calculera  la  dérivée  : 


y 


sm'g — cos\^ 
sm-^  cos-^ 


g    variant  de   60"  à  30°  et  par   conséquent  en   décroissant,   y'  d'abord    positive   s'annule    pour 

tg|  =  1  {x  =  90'),    puis  devient  négative  ;  x  décroissant  de  120"  à  90»,  y  varie  dans  le  même  sens  que  x 

et  décroît  de     1  H-  —    à  un  minimum  égal  à  v'2;  x  continuant  à  décroître  de  90"  à  60",  xj  varie  en  sens 

v/3 

contraire  et  croît  de  ^2  à    1  +  —  ;     comme  :,  la  fonction  //  prend  des  valeurs  égales  pour  des  positions 

^3 

de  D  symétriffues  par  rapport  au  milieu  de  BG. 

2°  Soient  r  et  r'  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  les  deux  triangles  ABD,  ADG.  On  a 


. .     .    /            x\           1       /  \/'3        X      y    .    x\ 
•  =  AI.  sm   60"  —  9    = r  (  V  ^os,,  —  ^  sm,j  ) , 

^  "'      2cos|^-         -       "       "■ 

.•'  =  AI'.sin(|-30")  =  -i^(>^^sin|-^cos^), 


W\ 


\l.(.Li;i;l-.  ET   ANAL\>1'-; 


d'où 

^xj 1_. 

r-»-r' varie  entre    V  cl     ^'^~    .     Si  donc  on  pnnii  ,<A<^'-^^-,     on  aura     r-hr'  =  k     pour 

2\3  2  .  -\'*  - 

Ips  valeurs  de  ./  fournies  par  la  forrnuli: 

1 
sin  i= 


x3  — i/. 
Calculons  enlin  le  produit  n'  : 


4  sin^  cos„ 

-2/.-        •       /'•       ,  ,  -       2/.*      ., 

Soil     »-  =  2r  :     comme     /    :    /   —A',     on    aura     /*=  .^  ,     ''  =  ^^     'l-    P^'r     suite,     ;t  =   ,^  :     il 

faudra  donc  prendre  A-  de  façon  à  vérilier  l'équaliun  du  second  degré 

2A'_2Av:J— 1 
»  —         K 

c'esl-k-dire 

ICA-       IHAvi  +  9  =  0. 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  celte  équation  les  valeurs  limites  et      ^-^-- —  .     il 

-\l  2 

on  en  conclut  que  les  racines  suiii  réelles,  et  que  la  ])lus  petite  seule  convient  au  problème,  savoir 


Les  valeurs  correspondantes  de  r  et  deV  sonl    7- =    - -„ 


•*v^-   •'       ,,      ..  _  3  >/3  —  1 1 
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2347.  —  "il  iitnsi({f)i'i'  lu  frarlimi  rntinnnr/fr 


l'.t  nn  (IriiKliiilr  ih'  dclrniliii'''    ■■    ■"">'    ,""    ^"   rrf.ifi,,,,  .fin   il., il  exister  ''nfre  7  >'!  S  jimn-  ijif  I  '•.•i:.,r  il--  «"•' 
rntxonnellr . 

2"  Ou  fii'il  t'itsnilc  a  =  p  et  on  tienitindc  lir  rnlriilr)'  celle  inté(]ralc,  ainsi  ijuc  la  dé.rxvae  serondr  de 
celle  fraction  ralionnrllr.  Dnnnrr  nusxi  Ir  dérplo/'p^nicnl  en  s^rir  pour  les  petites  valeurs  de  .1 . 

1"  pour  (jiie  l'inlémnle  de  la  Irailion  ratitniiielle  sctit  rationnelle  aussi,  il  faut  évidemment  cju'il 
n'entre  aueiiii  facteur  linéaire  au  premier  degré  seulement  dans  le  dénolfTiiiateur.  Celui-ci  doit  donc 
être    un    eafré    parfait,    c'est    évidemment    le    carré    parfait    de     «'— x-+-l;     or.    en    développant 
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{x'  —  x-h  if,     nous  avons     x^  —  2a;*  +  Sx-  —  2x-  4-  1  ;     par  conséquenl,     v  =  3,     et  la  fraclion  s'écrit 

»  /-.x  _  -a^''  —  2a;''  4-  'Sx"*  —  2.r^  +  «3^  H-  j^  _      ,   (a— i)ar+ft 
^   '~       a;*  — 2a;M-3a;2  — 2a:-f-l       —  "^  "*"  (a;^ _ x  4- 1)^ " 

Décomposons  celle  fraction  en  éléments  simples;  nous  aurons 


Il(a-)  =  a;-f-^-^,,  +  r^^-+-        ^  '^' 


habituellement  les  racine,s  cubiques  de  l'unité.  Pour  que  Tintégrale   fK{x)dx 
t  il  suffit  que  A'  et  B'  soient  nuls,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

}i{x)^x 


i^-^JY     i^-hj)     (^-f-ZT     C^+Z)' 

J  et_y-  désignant  comme 
soit  rationnelle,  il  faut  e 

Développons  et  identifions;  nous  aurons 

A  +  B  =  0,  A/-^Bi  =  ?^-i,  \j-^Bf  =  p, 

car  J^  =  1. 

Nous  lirons  de  là     B=:  — A,     A(f— j)  =  — ^,     A^y— )^)  =  [i;     par  suite,  la  relation  entre  a 
et  ,8  s'obtient  immédiatement  par  l'addition  des  deux  dernières  relations;  c'est 

a +  2^  —  1=0. 

2°  Faisons     [i  =  a;     ceci  nous  donne     3a=l,     2  =  ^;     les  relations  précédentes  nous  donnent 

1 


Ki-f) 


Prenons    j= ^^ — —',     nous  aurons  alors 

f  =  -^i±2>l^.  et  j-f  =  -.i^s,  X  =  ^=-^-  =  i^^. 

''  2  "^      "^  3tV3      3^3         9 

La  fraction  R(a?)  est  donc 

K(a;)  ^  X  +  y  (^^-^,  _  ç^^j,^?j 
ou  ' 

,,,    ._  1  237—1 

Gomme    2.r — l     est  la  dérivée  de    x'^  —  a?+l,     l'intégrale  est  immédiate  et  est 


Écrivons  maintenant 


R(x)sx^-^[(a;+j)-^-(a;-^-/n; 


nous  aurons  de  suite,  en  dérivant  deux  fois  successivement, 


ou 


Le  second  membre  peut  s'écrire 


2t  y  3   (g-H-.;-)^  — (a-+.;)^ 
3     ■       (a;*  — a? -4-1)^      ' 
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ou 


)iiyj:i  Hr -7>' H- mp - /)x'  +  40'- -i  ) j -4- i' -i*  2^J  (r-7;(^-6^'H-i). 


donc  enfin 

U"t  ^\      <* 

{x^—x  +  iy 


^  '  (x-  —  X 


Telle  esl  lu  dérivée  seconde  de  la  fraclion  lU  '  ). 

Pour  développer  celle  fraction  en  série  converf^enle  pour  les  peliUs  valeurs  de  x,  nous  écrirons  la 
fraction  K(x)  ainsi  : 


A       _A        1        _A/        x\  * 


et  nous  appli(juerons  la  formule  du  hinuuie 


ce  qui  nous  donnera 


/.         X         .       w         m  {m  —  l)x' 
(  H-  X)'"  =  l-h-j  r  -f-     V|  ^ 


\        jJ  J  J  f 

A  /,       J-X-*       ,  /l         ,         3x-      4x^      ...         , 


nous  avons  de  même 


or, 


•V,    ,  xy'       ,/l      <,     ,  ;Jx-       tx»      ..  j       \ 

lletninclions  la  seconde  égalité  de  la  premiire;  nous  aurons  finalement 

\\{x)  =  x-h\(\—i\  [l  —  At^—Ax'  -4-  Ox»  -f-  7x«  .  . 


le  développement  en  série  de  U(x),  valable  pour  les  valeurs  de  /   plus  pelils  que  I  en  valeur  absolue, 
est  donc 

H  (x)  =  X  -+-.*,(  1    -  .'{./•-  —  tx'  +  tix=  H-  7x«  . . .  ). 

La  loi  de  lurmalion  esl  évidente. 

On  |)eul  obtenir  aussi  ce  développement  en  divisant  le  ntiniérateur     .,(1       ixi     par  le  dénomi- 

nalenr  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x.  La  loi  de  formalion  des  Icrmes  du 
quotient  serait  plus  diflieile  à  établir;  ici,  elle  découle  du  calcul  même  qui  a  élé  suivi. 

Honncs  soliilions  :  MM.  I>.  Kkiinmih,  à  P.iri;*:  M.,  à  (iiiérot;  Cli.  P.ir.é.  ensei^nr  <lc  vaisseau. 
An-f/.  lionne  soliillon  :  .M.  II.  l'uvn»,  à  l*arthcna>. 
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2333.  —  /.(/  liQiir  (le  Icne  -xij  csl  le  petit  axe  du  cadre; 

Une  surface  gauche  de  révolution,  fjui  a  son  axe  vertical,  a  j^our  centre  le  point  (o,  o'j;  lea  ijénéralrices  recti- 

lignes  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  4b''  et  le  raijoii  du  cercle  de  gorge 
est  de  't"". 

Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  le  plus  à  gauche  du  cercle  de 
gorge;  son  axe  est  parallèle  à  xy  et  les  génératrices  rcctilignes  font  avec  l'axe  un 
angle  de  45'\ 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  le  solide  commun  au  cane  et 
a  l'hyperboloïde,  limite  au  plan  horizontal  de  projection  et  au  plan  île  bout  V. 

On  demanae  aussi  une  seconde  projection  verticale  de  ce  solide,  en  prenant 
x^xifi  pour  nouvelle  ligne  de  terre,     mt.  =  T"^'",     tgO  =  2,15. 

(École  centrale,  1916.) 

Sur  les  deux  projections  principales,  horizontale  et  verticale,  les  contours 
apparents  des  deux  solides  se  construisent  immédiatement.  Pour  l'hyperboloïde, 
nous  utiliserons  la  génératrice  frontale  qui  a  pour  trace  horizontale  [k,  A'). 

L'intersection  des  deux  surfaces  se  construit  par  la  méthode  des  sphères 
auxiliaires  ayant  pour  centre  commun  le  point  de  rencontre  des  axes  de  révolution,  c'est-à-dire  ici  le  centre 
(o,  o')  de  l'hyperboloïde.  La  tangente  [mt,  m't'),  en  chaque  point  (m,  m')  ainsi  obtenu,  se  détermine  facilement 
par  la  méthode  du  plan  normal. 

Le  plan  du  cercle  de  gorge  et  le  plan  méridien  frontal  étant  des  plans  de  symétrie  communs  aux  deux 
surfaces,  les  deux  projections  de  la  courbe  d'intersection  seront  deux  coniques.  Pour  en  déterminer  la  nature, 
cherchons  les  points  à  l'infini,  en  substituant  à  l'hyperboloïde  son  cône  asymptotique  qui  aurait  même 
sommet  (s,  s")  que  le  cône  proposé.  Les  deux  cônes  se  toucheront  suivant  leurs  génératrices  de  contour 
apparent  vertical;  et  il  en  résulte  que  la  conique  du  plan  vertical  est  une  hyperbole  équilatère,  homothétique 
à  la  méridienne  de  l'hyperboloïde,  tandis  que  dans  le  plan  horizontal,  avec  une  direction  asymptotique  unique 
et  frontale,  nous  aurons  une  parabole. 

Par  raison  de  symétrie,  l'hyperbole  a  un  sommet  en  s',  et  l'autre  est  fourni  par  la  sphère  limite  inscrite 
dans  l'hyperboloïde;  on  trouve  ainsi  le  point  o'.  L'hyperbole  rencontre  xy  en  un  point  u',  déduit  de  la  sphère 
auxiliaire  contenant  le  point  {k.  k').  Quant  au  point  c'  où  cette  hyperbole  s'arrête  sur  la  trace  du  plan  (P'),  le 
plus  simple  est  de  le  considérer  comme  l'intersection  de  la  courbe  et  d'une  parallèle  à  l'une  de  ses  asymptotes. 
La  corde  o'v'  étant  considérée  comme  diagonale  d'un  rectangle  dont  les  côtés  seraient  parallèles  aux  asymp- 
totes, la  seconde  diagonale  sera  le  diamètre  conjugue  de  cette  corde.  On  l'obtiendra  en  joignant  le  centre  c/  au 
point  /'  oîi  la  droite  o'k'  rencontre  la  trace  de  (P'i,  et  le  tracé  s'achève  d'une  manière  évidente. 

Les  points  u'  et  «'  se  rappellent  horizontalement,  le  premier  en  u  et  »,,  le  second  en  r  et  r,,  sur  les 
parallèles  correspondants  de  l'hyperboloïde.  Le  sommet  o'  étant  rappelé,  de  son  côté,  en  g  et  y,  sur  le  cercle 
de  gorge,  la  parabole  horizontale  qui,  complétée,  aurait  pour  sommet  s,  se  réduit  aux  deux  arcs  symé- 
triques gvu  et  r/iCiî/,,  les  portions  gv  et  g^r^  comptant  chacune  deux  fois,  comme  on  le  constate  en  suivant  la 
projection  verticale. 

Le  plan  horizontal  de  projection  donne,  dans  les  deux  solides,  l'arc  de  cercle  «6»,  appartenant  à  la  base 
de  l'hyperboloïde,  et  l'arc  d'hyperbole  équilatère  ucui  situé  sur  la  surface  du  cône.  Le  centre  est  en  s,  et  le 
sommet  c  est  déterminé  par  la  génératrice  frontale  (.se,  s'e').  On  peut  en  construire  d'autres  points,  avec 
leurs  tangentes,  soit  en  coupant,  par  les  sphères  auxiliaires  (jui  nous  ont  déjà  servi,  le  cône  et  le  plan 
horizontal,  soit  en  faisant  simplement  une  perspective  horizontale,  avec  le  point  de  vue  (.s,  s),  des  points  (»i,  m') 
et  de  leurs  tangentes. 

Il  nous  reste  à  représenter  les  sections  faites  par  le  plan  ^P)  dans  les  deux  solides.  Comiiu:  il  est  parallèle 
à  la  fois  à  deux  plans,  dont  l'un  serait  tangent  au  cône  donné  et  l'autre  au  cône  asymptote  de  l'hyperboloïde, 
les  deux  courbes  sont  des  paraboles,  i>rojetées  verticalement  suivant  deux  segments  de  droites,  et  horizontale- 
ment suivant  deux  arcs  de  paraboles  nhi,  et  rcr,,  d'axe  commun  so,  et  dont  les  sommets  d  et  f  proviennent  des 
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points  de  rencontre  d',  e'  de  la  trace  du  plan  (P')  avec  la  génératrice  de  contour  apparent  s'cl  du  cône  et  la 
méridienne  de  l'hyperboloïde.  Le  point  e'  se  construit  comme  le  point  r'. 

Nouvelle  projection.  —  Le  nouveau  contour  apparent. du  cône  se  déduisant  du  premier  à  l'aide  d'une  sphère 
inscrite,  on  n'a  plus  à  effectuer  que  des  rappels  de  points  et  de  tangentes,  en  appliquant  la  méthode  des  change- 
ments de  plans.  L'intérêt  consiste  dans  la  séparation  des  deux  branches  de  la  courbe  gauche  et  l'apparition  de 
véritables  arcs- de  paraboles,  remplaçant  la  droite  primitive  d'e'. 

„      Aucune  difficulté  pour  la  ponctuation.  On  remarquera,  sur  la  projection  horizontale,  la  moitié  conservée 
du  cercle  de  gorge,  constituant  un  contour  apparent  virtuel.  j    |_ 

M.  H.-L.  Mennessier,  à  Evreux,  a  envoyé  une  très  bonne  épure. 
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Trigonométrie. 

10607.  —  Calculer  sin.Sx  en  fonction  de  sinx,  cos3a-  en  fonction  de  cosa;.  Calculer  également  sh3xen  fonction  de 
sha-,  ch3a;  en  fonction  de  cha:. 

—  608.  —  Calculer  sin^  en  fonction  de  sinx,  tg^  en  fonction  de  sinx. 

—  609.  —  Décomposer  en  éléments  simples  la  fraction     —. 77-;    on  pose    cost  =  x.    cosa=://. 

—  610.  —  On  considère  deux  nombres  x  et  y  liés  par  la  relation    sinx.  chy=i.    Calculer  les  lignes  trigonomé- 

ce 
triques  de  x  et  ^  en  fonction  des  lignes  hyperboliques  de  ?/  et  inversement.  Calculer  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  y  el 

inversement  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x. 

—  611.  —  Théorème  d'addition  pour  les  fonctions  hyperboliques;  calculer    sh(x-+-y)    et   ch(.<-4- »/). 

—  612.  —  Vérifier  que  les  solutions  réelles  de  l'équation     tg^xx  tg-^  =  I     satisfont  à  l'équation     cos2t  =  1  —  y'.^- 

1  3 

—  613.  —  Démontrer  que  l'équation     sina;  =  ^  sin(2v -f- j)    est  équivalente  à  celle-ci  :     tgt.r  4- y)  =  -  Igy. 

—  614.  —  Résoudre  l'équation  a  cosa; -+- i  sinx  =  r.  Montrer  que  résoudre  cette  équation  revient  à  trouver  Tinter- 
soction  d'une  droite  avec  un  cercle  de  rayon  1. 

—  615.  — Résoudre  l'équation     sin  3a;  =  w  sin a-. 

—  616.  —  Résoudre  l'équation     8cosa:  =  -;^' 1 

^  -  sinx      cos.?- 

—  617.  —  Rendre  calculables  par  logarithmes  les  racines  d'une  équation  du  second  degré. 

—  618.  —  On  considère  la  quantité  sin  rt  +  si  ni  4- sine  —  sin  (a  +  6 -+- c);  rendre  cette  quantité  calculable  par 
logarithmes.  Que  devient  cette  expression  quand  a,  b,  c  sont  les  angles  d'un  triangle?  Que  devient-elle  si  l'on  fait 
a  =  TT  —  A,     6  =  7r  —  B,    c  =  ti  —  C.    A,  B,  C  étant  les  angles  d'un  triangle  ? 

—  619.  —  Kntre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle,  on  a  les  relations 

a  =  6  cosC -4- c  cosB,  6  =  c  cos.\  +  a  cosC,  c  =  a  cosB -f- 6  cosA. 

L'équation  obtenue  en  éliminant  a,  b,  c  entre  ces  trois  équations  équivaut-elle  à  la  relation     A  4-  B  -1-  C  =  u? 

—  620.  —  On  donne  l'équation  x^  —  px- +  qx  —  r  =  0;  ses  trois  racines  sont  les  côtés  d'un  triangle.  Trouver 
l'équation  qui  admet  comme  racines  sinA,  sinB,  sinC. 

—  621.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  angles  et  le  périmètre  ip. 

—  622.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base  a,  la  médiane  m  relative  à  ce  côté  et  la  différence  B  —  C  des 
auf^'les  a  la  base. 

—  623.  —  Construire  et  résoudre  un  triangle  connaissant  la  base  </,  la  bissectrice  /  et  l'angle  A.  Discussion. 

—  624.  —  Résoudre  un  triangle  isocèle,  connaissant  la  base  (i  et  la  longueur  d'une  bissectrice  d'un  angle  a  la  hase. 

—  62B.  —  Démontrer  que,  dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  en  progression  arithmétique    (2a  =  6 -H  0),   -on  a 

lg5.lg|^==^     et    A<60«. 


iH'J  KXAMKNS    (HîAl  X     KCOLK    CENTHAKK,    lO^Oi 

Géométrie  analytique  et  mécanique    MM.  Tresse  ET  V.VLIRON). 
Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

10626.  —  Un  point  N  dt-cril  la  droite  x  =  a\  connaissant  les  coordonnées  d'un  point  M  pris  sur  la  droite  ON' 
trouver  Ifs  coordonnées  du  point  M  ,  i  onju^ué  harmonicfue  de  M  par  rapport  à  (»  et  à  N. 

—  627.  —  Con<lriiirc  la  courhe    y  =  j  ±  V^'*  —  •1  !     asymptotes. 

—  628.  —  Asymptotes  de  la  courbe    y  =  \'x*  ■+■  :j — ^  7-'  -^  2  —  2j  . 

—  629.  —  Omslruire  les  courbes  suivantes  : 

/  =  -1-  -4-     •  —  (  X  —  <  [      _  4  (      _        1  8 

,,  ^ i_     .  _1_ .  )  „  _  2/  )      _  \  )     _        1  g 

—  630.  —  Construire  la  courbe    j  =  /3,    i/  =  --i--;    étudier  la  concavité. 

—  631.  —  On  donne  la  courbe  ./  (t -+- .»/)2  —  y»  =  0:  exprimer  les  coonlonnées  .»•  et  //  cl  nu  p.iint  de  celle  cotirl>e 
en  fonction  d'un  parann-lre.  Tanjfenle  en  un  point  (xo,  vo). 

--  632.  —  On  donne  la  courbe  ;/  =  x'-+-.i-  et  la  l.it\gentc  en  un  poini  M:  «Ile  rencontre  la  ro'urbe  en  un  second 
point  M':  lieu  du  milieu  du  segment  MM  . 

—  633.  —  Soit  la  courbe    .i-3 .+.  y' _  «jy  _  o  ;    ]ui  mener  des  lanKcnles  par  le  point  A  de  Oj-,  dabscisse  ». 

—  634.  —  On  donni- la  cubi<|ue  .r(.rS  4.  ;/î)_  yî  +  j.  =  0;  ladroite  y  =  l.r  la  coupe  en  deux  points  À  et  H  .-lutres 
<|ue  le  point  O.  r:<iiialion  du  faisceau  des  parallMes  menées  par  l'oripue  aux  tangentes  h  la  courlw  en  A  et  H. 

-  635.  --  On  coupe  la  cnbiiiuc    .r(x- -+- y*)  —  oy*  h '"•  =  0     par  la  droite     y  =  Ij  ;     relation  enire  les  an^b-s  ,|ii, 
font  avec  le  rayon  vecteur  les  tanKcnles  aux  deux  points  d'intersection  (autres  que  0). 

—  636.  —  On  donne  la  stroplioïde  droite  x(x* -f- j/î)  —  a(.T*  —  y»)  =  0;  équation  K«''nérale  des  eordeu  vues  de 
l'origine  sous  un  angle  ilroit. 

—  637.  —  On  considère  la  courbe  (2.r  4- 3y){j« -♦- i/î)  —  Ti.ry  s=  0;  on  mène  une  droite  OM  el  la  perpendiru- 
l.iire  O.VI';  M  et  M  étant  les  p<ùnts  de  rencontre  de  ces  droites  avec  la  eourlM';  former  réi|ualion  de  la  droite  MM  eu 
fonction  du  eoefljcieiil  angulaire  de  OM. 

638.        (îoiisiruire  les  courbes  suivantes  : 

./  (y  —  .1)*  =  j-  H-  »/  (Lingenles  parallèles  à  Oj). 

■'  '  (y  —  '  )  —  .'/"        0.  .»•»  -f-  Hy^  —  2iy  ^  0,  .1  '  —  2.r»/-  -»-  .t»  -+-  ^ï  =  0.  (.r*  —  4j/»)  (.r  -i- y)  —  .r»  —  y*  =  0, 

(r  ^-  1/)  (y  -  -  ; »/-  >       i.'  '/  ■--  0.  JT*  —  2xïy  -4-  .'■*.v-  4-  j/*  —  y  =  0,  .<  (  r  —  y)  (1    i .  3i/^  -u  i/î   u  r  ^  n. 

.'/•-('  -4-  1)  —  i'ti'r  -4-  4)  -+-  .1»  4-1=0. 

—  639.        i'.onsiruirc  les  rourbny  suivantes  : 

. ,..       ,    ,„.,  tgw  2  !•  int.i  eosw 

•^  '        sitiut   «   eosdt'  «^    -  4 -+- 2  cos  M  '  r       3,,.  ,  sm,.,  2cos*w— 4 

^  eosi..  •  '"^1    )-eos2<..  '        -inii..'  '''       ^      '  '"  .U.,' 

cos-^ 

p  =  1  —  y2cos»o,  -=:ii        y2roKi<i,  p=  — 


\  t  —  ieos'r.i  P  I.,.,  -^inc) 

(direclioii-,  ;iHyuiplolii|ues  i-t  as\  niploirs). 

—  640.  —  Déterminer  sur  la  courbe  p  rt:  siri(,).c  lis  pidnt^  oii  l.i  tiirigenle  est  pnr.'illele  .1  une  direction  fai-.nni 
l'angle  a  avec  l'axe  p<dairo. 

641.  —  (lonclioïdes;  définition,  (^tiulioïde  d'une  droite. 

—  642.  —  n.'non  de  <-ourbure  en  un  point  de  la  courbe    .ry' —  a^. 
-'  643.         Développée  de     xi/- =ï  n\ 

—  644.  On  d<mne  la  courbe  p  =  H.cu>-  .;  on  iIimiihhIi-  ilr  clfUTniiinT  s.i  di'\i-|o|i|i,'iiili',  en  |iriii.int  |ioiir  ori- 
gine des  îircs  le  point     Afin  rr=  0,     p  =  n). 

—  645.  In  triangle  isocèle  OPH,  de  sommet  0  cl  dont  l'un  des  e«\té8 'égaux,  01',  est  situé  sur  Ox,  «e  défoime 
de  telle  tneon  (|ue  le  «uumet  H  décrive  iiiie  droite  donnée;  du  point  0  on  abaisse  la  perpendiculain*  sur  HP:  lieu  du 
pied  M  de  celte  perpendiculaire. 

—  646.  —  On  d(uine  deux  axes  de  coordonnées  reet.mgulaires  <>.>,  0;/  et  deux  points  A,  A  sur  O.».  d'abscisses/r  el  a  . 
I.ieu  des  centres  des  cercles  tangents  .'1  O»/  et  qui  coupent  Or  en  deux  |M)inls  conjugués  barmoniques  l'un  de  l'autre  p.ir 
nip|iort  aii\  points  A  el  A'. 

—  647.  Un  donne  deuv  circonférences  tangente-  en  H;  lune  des  rirctmfercnces  est  lise,  l'autre  varie:  on  bnr 
mène  une  tangente  commune  :  lieu  du  point  de  contact  M  de  cette  tangente  avec  la  circonférence  variable. 

—  648.  --  On  donne  un  cercle  lixe  •>  et  sur  ce  ccrcli-  nn  point  A  ;  on  considère  les  cercles  i.i  (tassant  |»ar  le  point  A 
et  orllio^onniiv  ,in  cercle  O,  ii  un  mène  les  InniienleH  ci«iniiuine»  MN.  M  N  ;  lieu  des  points  de  conlnei  N  cl  N  avec  le 
cercle  •... 
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10649.  —  On  donne  une  circonférence  de  centre  A  (x  =  a,  .y  =  0)  et  de  rayon  R;  on  considère  les  cercles  ortho- 
gonaux C  à  la  circonférence  A  et  tangents  à  Oy.  Enveloppe  de  Taxe  radical  des  cercles  A  et  G;  reconnaître  la  nature 
de  cette  enveloppe. 

—  650.  —  Réduire  en  axes  rectangulaires  l'équation  (y  —  2j.)^ -t- x -+- 3»/ —  2  —  0.  Théorie  générale  de  la  réduc- 
tion des  coniques.  _f 

—  651.  —  On  a  la  eonique    h/  —  8x)-  —  2.7-  +  5//  =  0;     sa  nature?  Kqiialion  de  la  tangente  au  .sommet. 

—  652.  —  On  donne  iineel!i|)se  rapportée  à  ses  axes  et  une  circonférence  concentrique;  lieu  des  milieux  des  cordes 
de  lellipse  qui  sont  tangentes  à  la  circonférence. 

—  653.  —  On  donne  l'ellipse  ^^  +  -j'^~\  =  o  et  nn  diamètre  fixe  .M.M'  de  celte  ellipse;  déterminer  le  point  P 
sur  la  coiiihe  de  f.açon  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  MP.M'  ait  le  plus  grand  rayon  possible. 

7'"-  7/2 

—  654.  —  On  donne  l'ellipse     "^  +  ^ 1=0;    déterrniner  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  h.  celte 

ellipse  par  un  point  donné     P(x  =  2,     y  =z  3). 

—  655.  —  On  donne  l'ellipse  ^  -1-^  —  l  =0  et  la  droite  y  =  2.r;  trouver  sur  cette  droite  les  points  d'où  l'on 
peut  mener  à  l'ellipse  des  tangentes  faisant  entre  elles  un  angle  de  'ta". 

—  656.  —  On  donne  l'ellipse  ^ -t- =^  —  1  =  0  et  un  cercle  «h;  centre  .7=3,  7  =  0  et  de  rayon  7,;  tangente 
commune  à  ces  deux  courbes. 

—  657.  —  Lieu  des  projections  do  l'origine  (centre)  sur  les  normales  à  l'ellipsp      ^-<-xi  — '  =0. 

—  658.  —  Soit  l'ellipse  ^^"^  — 1  =  0;  la  normale  en  M  coupe  l'ellipse  en  un  second  point,  P;  lieu  du  milieu 
de  MP. 

—  659.  —  On  donne  l'ellipse    .1-2 -+- 4y2  _  «2  =  0 ;    lui  mener  des  normales  par  le  point    x  =  j,    y  =  0. 

—  660.  —  Etant  donnée  l'hyperbole  y-~  -7-4-1  =  0,  trouver  les  deux  tangentes  parallèles  dont  la  distance  est 
égale  à  1. 

—  661.  —  On  donne  une  hyperbole  équilatère  jy  =  a^;  un  point  M  est  variable  sur  cette  hyperbole;  lieu  de 
l'intersection  de  la  normale  MN  avec  le  diamètre  conjugué  à  sa  direction. 

—  662.  —  On  donne  la  courbe  xy  =  a-;  soit  M  un  point  de  la  courbe,  MN  la  normale  en  ee  jioint.  On  prend  la 
bissectrice  de  l'angle  OMN;  lieu  de  la  projection  de  l'origine  sur  cette  bissectrice. 

.7-2  ï/2 

—  663.  —  On  donne  l'ellipse  <.  + 'i ^  —  1  =;  0  et  la  parabole  y-  =  2px;  on  mène  à  la  parabole  la  tangente  en 
un  point  P;  elle  coupe  l'ellipse  aux  deux  points  A  et  B;  lieu  du  milieu  de  AB  quand  la  tangente  varie. 

—  664.  —  On  considère  un  triangle  OBC  dont  le  sommet  B  décrit  la  parabole  y'-^=1px,  l'angle  BOr,  est  constan 
et  de  plus  le  coté  BC  est  vertical;  lieu  du  point  V,. 

—  665.  —  On  donne  la  parabole  y^  =  2px;  par  un  point  iM  pris  sur  la  p.irai>t)le,  «m  iiiènr  hi  |i.uallele  à  <•//;  li<Mi 
du  point  de  rencontre  P  de  cette  droite  avec  la  bissectrice  de  l'angle  MOy. 

—  666.  —  On  donne  la  parabole  y-  ^-2px  et  un  point  M  sur  cette  parabole,  enveloppe  de  la  droite  menée  par  le 
point  M  et  faisant  avec  O.M  le  même  angle  que  OM  avec  O.r, 

-■  667.  —  On  considère  la  parabole  y-  =  2px;  soit  A  le  pied  de  la  directrice  sur  l'axe  de  la  parabole:  on  le  joint 
à  un  point  M  variable  sur  la  courbe.  Lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  OAM. 

—  668.  --  On  donne  la  paraliole  y-  =  2px,  un  point  M  sur  cette  courbe,  la  tangente  en  ce  |)oinl  qui  ci»u|ie  lave 
des  X  en  T  et  le  foyer  F;  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  MTF. 

—  669.  —  Soient  les  deux  paraboles  y-  =  2px,  x'^=:2(/y;  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  rectangu- 
laires aux  deux  paraboles. 

—  670.  —  Normale  en  un  point  dune  |»arabole;  équation  du  cc'rcle  circonscrit  au  triangle  formé  parles  pieds  des 
normales  issues  d'un  point. 

—  671.  —  Lieu  des  projections  de  l'origine  sur  les  normales  à  la  jtarabolc    ?/-  =  2px. 

—  672.  —  Equation  de  la  nnrntale  en  un  point  de  la  parabole;  é(iuation  de  la  normale  en  fonction  de  son  coeflieienl 
angulaire.  Lieu  des  points  d'où  on  peut  mener  à  la  i)arabole  deux  normales  recUingulaires. 

—  673.  —  Soit  une  droite  x'x,  une  droite  A,  dans  son  plan,  non  parallèle  ii  x'x,  et  un  point  quelconque  A;  construire 
une  parabole  d'axe  x'x  et  telle  que  A  soit  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à  celte  parabole. 

—  674.  —  Position  de  la  courbe  y-  rz=  2px  -{-  (/x-.  Trouver  sur  la  droite  j- =  «  (ou  sur  la  droite  y  f>)  le  ou 
les  points  d'où  l'on  peut  mener  à  cette  conique  des  tangentes  rectangulaires. 

—  675.  --  Foyers  de  la  courbe    y-  —  ipx  4-  qx-.     Foyers  de  la  courbe     »/'■'  —  ix  -+-  3x2  =  0. 

—  676.  —  Condition  pour  que  d(!ux  ccmiques  ayant  les  mêmes  axe-;  se  coupent  (U-lhogonalement  en  lem-^  (pialre 
points  d'intei'section. 

—  677.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  O.r  et  O//;  sur  Ox  un  point  A,  d'abscisse  x  =  «,  sur  O»/  nn  point  B 
d'ordonnée  ,v  =  i;  on  prend  en  outre  un  point  .M  sur  la  droite  MN  il'équalion  .i=2n.  Former  l'équation  générale 
des  coniques  passant  par  les  quatre'  points  O,  A,  H,  M. 
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10678.  -  On  .lonne  .l.ux  axes  re<-Un?ulaircs  Ox  et  (h,;  former  léqualion  .l'une  conique  tangente  à  Oj-  en  un  point 
aal»:,.i,,e  j  =  |,  a  Oy  en  un  p"Mil  .lonUinné.-  y  =  2.  sachant  que  le  centre  de  cette  conique  est  situé  sur  la  nre- 
miere  bissectrice.  •«  i  ic 

^•,  *'''?•   ~  Équation  dune  conique  tangente  en  A*  .i  B  aux  axes  de  coordonnées  et  doni  un  axe  est  parallèle  à  la 

—  680.  —  Equation  des  fwraboles  Langenles  à  Ox  et  ayant  pour  axe     ij  =  mx-h/i. 

-  681.  -  Soient  deux  axes  rectangulaires  Or,  CUj  et  une  droite  y  =  mr:  on  donne  un  point  quelconque  S  de 
coordonnées  a  et  6.  Equation  général.,  des  coniques  admellanl  Or  pour  axe.  la  droite  y  =  mx  étant  la  polaire  .lu 
point  S  par  rapport  a  ces  coniques.  •"  *^ 

(A  tu  ivre.) 


QUKSTIOxNS    l»|{()|»OSKES 


2609.  —  On  consi.l.'TP  uno  ellipse 

dont  les  .|ualie  sommets  .sont  les  points  A  et  A',  B  et  B';  le  point  A'  est,  sur  Ox,  le  sommet  de  (jauche:  le 
point  11  .'st,  .sur  Oy,  celui  ilonl  ronlonn.'-e  est  positiv.^ 

1  ■  On  porte  les  axes  parall.-lement  à  eux-ni.'m.s  au  soinm.-l  d.'  fiauche,  A';  on  cnsidiiTe  ensuite  une  droite 
variable  qui  j.a.sse  au  sommet  A  et  qui  rencontre  U-  nouvel  axe  des  //  en  P.  Trouver  ré.iualion  .le  la  dr.ùte  (D) 
ronjuRur'je  de  celle-ci,  et  qui  lenconlre  le  nouvel  axe  des  y  en  P',  tel  que  A'P.A'P'  =  fc».  .Montrer  que  cette 
droite  passe  par  un  point  fixe  et  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite  (D)  avec  la  première  droite. 

2"  On  fait  varier  l'ellipse  de  façon  qu.-  Taxe  et  la  tangente  au  point  A'  restent  lixes  et  <iue  le  rapport'''  reste 

constant  et  (-^aX  à  p.  Former  IV-quation  de  la  droite  AB:  trouver  son  enveloppe  et  le  lieu  du  pie.l  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  A'  sur  la  droite  AB. 

3"  Dans  rha.une  des  ellipses,  il  y  a  une  droite  ,  I)    parall.-le  ù  AB.  Tr.)uver  celte  droite  et  son  envelopp.-. 

i"  Trouver  les  lieu.v  d.vs  soiiimols  du  rectangle  loriii.'-  j.ar  <ell.>  droite  ^|)  et  le  segm.iil  Ml.  Tr.iuv.-r  le  li.>u 
du  contre  de  ce  rectangle  et  construire  ce  dernier  lieu. 

V  K.  II. 

2610.  On  .lonne  deux  axes  rectangulaires  o.r  et  (»»/  .t  un  point  M  ./•.  ./^  nxd.il*.  .laiis  .-..  ),|:u).  .1h  m.t^s.. 
2",  .sous  l'action  .le  la  force     X  =  —  8x,     Y  -   —  2y. 

Dtinonlrer  qu  il  y  a  une  fonction  de  forces  et  trouver  les  courbes  de  niveau  et  les  lignes  de  f.trces. 

D.'t.-rrniner  les  coonlonn.'es  du  jn.int  M  en  fonction  du  temps  /,  sachant  qu'au  mom.nt  initial,     /    -  (i.     j. 
mobile  .M  s.'  troiiv.'  au  point  A  1.  o  ,  où  la  vitesse  initiale  est  .'-gale  à  \"^  .'t  est  perpondiciilaiiv  à  (lA. 

Trouver  IVquation  et  construire  la  trajectoire  du  point  .M.  Kludier  le  iiK.uv.menl  .lu  mobile  sur  cette  courbe. 

Calculer  le  travail  de  la  force  .l.mnt:'e  quand  le  mobile  se  .b'«place  du  point  A  au  point  où  il  se  trouve  apr.s 
nii  l.'Mips  .'gai  à    "  .sec. 

N.  ABUA.MK.SCO,  maître  de  conf('rences  à  riniversit^' de  Cluj  iBoumauie^. 

/  2611.  —  lue  coni.jue  variable,  in.s.rite  dans  un  triangle,  est  telle  .|U.>  les  n<»rmales  aux  trois  points  de 
contact  soient  concourantes.  Trouver  le  lieu  de  leur  p..int  .le  rencontre.  Mon  lier  que  ce  li.-u  est  un.»  cubique 
qui  a  ses  asymptotes  perpen.liculaiies  aux  cMH  du  triangle.   <Jh  <>vc  tc^-r^jc^flLco^  Oua.  CL^^^JOxjl  Oy^  C.  C<Xc<«^<W" 

^B1^.     -  (..mstruire  la  courbe 

_\     ces  Sw 
^      l--2  9ino»' 
■  t  trouver  l';iiiv  siiiiée  i  l'iiil.'rieur  .les  d.-ux  boucles. 

i;.  LACH,  &  Douai. 
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SUR  LES   D  EVELOPPEiAJENTS  DE  CONES  ET  CYLINDRES 

par  M.  Chenevier,  professeur  de  malhématiques  spéciales  au  lycée  de  Toulouse. 


I.  Cylindre.  —  1"  Le  cylindre  est  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  Oz  étant  parallèle  aux 
génératrices.  La  section  du  cylindre  par  le  plan  xOy  est  définie  par  les  coordonnées  d'un  de  ses 
points,  m,  en  fonction  de  Tare    km  =  u  : 

Ce  choix  de  variables  entraîne 
par  suite, 

(1)  a?'2  +  t/'2=:l. 

Un  point  M  du  cylindre  est  défini  par  l'abscisse  curviligne,  a,  du  point  correspondant  de  la  section 
droite,  et  par  sa  cote,  z. 

Associons  à  ce  point  le  point  Mj  d'un  plan  XOY  défini  par 

X  =  <T,  Y  =  z. 

Nous  créons  ainsi  une  correspondance  parfaite  entre  les  points  du  cylindre  et  ceux  du  plan. 

A  une  courbe,  C,  tracée  sur  le  cylindre  correspondra  une  courbe,  C,,  tracée  sur  le  plan. 

2°  La  courbe  G  est  définie  par  z  fonction  de  <t,  et  Ton  a,  pour  cette  courbe, 

ds^  =  dx^  -h  dy^  -h  rfz'  =  (/  (T«  -+-  rfzV 
r 

''  Dans  le  plan  XOY  on  a,  pour  C„ 

ds\  =  d\^  H-  rfY^  =  rfa*  H-  dz-  ; 
donc 

et,  en  faisant  les  mêmes  conventions  de  signe 
dans  les  deux  cas, 

ds  =  ds^. 

Donc  à  un  arc  AB  du  cylindre  correspond 
un  arc  A,B,  de  même  longueur. 
3"  Choisissons  sur  C  un  sens  de  parcours  qui  sera,  par  exemple,  si  cela  est  pratique  dans  le  cas 
d'espèce  considéré,  celui  des  t  croissanls.  La  demi-tangente  MT  à  C  fait  avec  0:  un  angle  défini  par 

dz 


cosV  = 


3s' 
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L'existence  de  -j^  entraîne  l'existence  d'une  tangente  à  C,.  La  demi-tangente  M^T,  orientée  dans  le 
sens  des  ?  croissants  fait  avec  OY  un  angle  V,  déQni  par 

^       d\      dz 

Donc  V:=  V,. 

L'angle  de  la  demi-tangenle  à  une  courbe  avec  une  direction  positive  choisie  sur  les  génératrices 
est  donc  conservé  dans  le  développement,  ef,  par  suite,  l'angle  de  deux  courbes  est  aussi  conservé. 

4"  La  sous-tangente  m6,  qu'un  calcul  immédiat  montre  être  égale  k  ^,,  est  susceptible  d'un  signe  si 

on  la  compte  sur  la  demi-tangente  mt  ;  il  est  facile  de  constater  que     m  0  =:  -^  • 
Or,  la  sous-tangente  m,0,  du  développement  est  donnée  par 

—r      —Y      —2 

m,  0,  =  — yT-  =:  —p-  • 

Les  vecteurs  sous-tangentes  sont  donc  les  mêmes.  ' 

o"  Si  A,  B,  C  sont  les  coefficLenls  de  l'équation  du  plan  usculateur  à.  La  courbe  C,  son  rayon  de 
courbure  en  M  est 

v/A='-i-li*4-C-  v\M^F^-1P 

Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C,,  en  M,,  est  donné  par 

La  comparaison  de  R  et  R,  est  aisée  si  r'>n  introduit  l'angle  du  pian  osculaleur  avec  le  plan  tangent 
au  cylindre  en  M. 

Les  directions  de  ces  plans  sont 

t  Ax-hBy-hC:=0, 
(  y'x  —  x'y  =  0. 

Donc,  si  6  est  leur  angle, 

Au'  —  Bj' 

COSO  r=  •/  ■  ; 

Or, 

A  =  y'z"  —  :';/",  B  =  z'x"  —  x'z\  \y'  —  Bj'  =  z\x''  -f-  y'*)  —  z'{x's'  -4- y't/"). 

Mais  ceci  se   réduit   à  :",  d'après  (li,    puisque      x'x'-hy'y"     est   la  dérivée   de-  a/* -ht/"    au 
facteur  2  près. 
On  a  donc 

cosO  = 


^A»-f-B»-hC« 

On  eu  déduit  alors 

R  =  R,  cosO. 

R,  sera  donc  infini  si  R  l'est  aussi,  ou  si  co«0  est  nul;  on  retrouve  le  théorème  classique. 
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II.  Cône,  —  Appliquons  aux  cônes  une  méthode  semblable. 

Le  cône  est  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  dont  l'origine  est  le  sommet.  Il  est  déûni  par  une 

directrice  sphérique  de  rayon  1.  Un  point  m 
de  cette  directrice  est  défini  par  son  abscisse 
curviligne,  t. 

Ce  choix  de  variables  exige 

ou 

(2)  a-'«-hy'2-f-z''  =  l. 

11  faut  ajouter 

(3)  x2-ht/2^z2=l. 

Un  point  M  du  cône  est  défini  par  l'abscisse  curviligne,  ç,  du  point  correspondant  de  la  directrice 
sphérique  et  par  le  nombre  algébrique  p  : 

ÔM 


Dm' 


Associons  à  ce  point  le  point  M^  d'un  plan  rapporté  à  un  axe  polaire  OX  et  défini  par  w  —  <t, 
ï'=  p. 

Pour  que  la  correspondance  ainsi  créée  soit  parfaite,  il  faut  supposer,  par  exemple,  O^s^St:, 
p  >  0,  ce  qui  revient  à  ne  développer  qu'une  nappe  du  cône.  Nous  ferons  ces  hypothèses,  qui  ne  sont 
nullement  restrictives. 

A  une  courbe  G  tracée  sur  le  cône,  correspondra  une  courbe  G,  tracée  sur  le  plan. 

2°  La  courbe  G  est  définie  par  p  fonction  de  cr,  et  un  point  M  de  celle  courbe  a  pour  coordonnées 

X-=pa7,  Y  =  pî/,  Z=pz. 

On  a,  dès  lors, 

{  dX  =  pdx-]-xdç, 

(4)  j  dY  =  pdy-{-ydD, 

{  rfZ  =  prfs  -h  zrfp; 

d'où 

rfs*  =  rfp»-f-p*rf<i', 

en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (3)  et  de  leur  conséquence    xdx  -\-  ydy  -+-  zdz  =  0. 
Dans  le  plan  de  Cj,  on  a 

dsl  =  di^  -h  rH  (o^  =  rf  p2  -f-  p^rfff  2  ; 

donc     ds-  =  dsi,     et,  par  suite,  en  faisant  les  mêmes  conventions  de  signe  dans  les  deux  cas, 

ds  =  rfsj 

Donc,  à  un  arç  AB  du  cône  correspond  un  arc  plan  A,B,  de  même  longueur. 

3°  Choisissons  sur  G  un  sens  de  parcours  qui  sera,  par  exemple,  si  cela  est  pratique,  celui  des 
5  croissants.  La  demi-tangente  MT  à  G  fait  avec  OM  un  angle  V  défini  par 


rfX         dY        dZ 


ds 


ds 


ou,  d'après  (4), 


COSV  =  j^' 


dç>      .     .  ,.     .    dp 


L'existence  de  ^  entraine  celle  de  ^  et,  par  suite,  l'existence  d'une  tangente  à  C^.  Nous  laissons 


i-.i'J. 
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au  lecteur  le  soin  de  voir  qu'en  coordonnées  polaires,  en  supposant  r  positif,  l'angle  V,  de  OM,  avec  la 
demi-tangente  orientée  dans  le  sens  des  tu  crnissanls  est  détini  par 


on  a  donc  encore 


rir       rfp. 
^^^^'  =  ^  =  :S' 

V  =  V.. 


Les  angles  sont  conservés  dans  le  développement. 

A"  Si  f)  est  le  point  commun  aux  deux  tangentes  MT  et  mt,  le  triangle  MmO  est  conservé  dans  le 
développement,  puisque  la  base  m.M  Test  et  aussi  les  deux  angles  à  la  base. 

Le  développement  de  la  directrice  est  un  cercle  de  rayon  1,  ce  <iui  donne  une  construction  simple 
de  la  tangente  on  M,. 

On  pourrait  prendre  aussi  bien  une  sous  tangente  polaire. 

5»  Enfin  avec  les  notations  précédentes,  le  rayon  de  courbure  R  de  la  courbe  C  en  .M  est 


H 


(X'* 


,•'2 


•  Z'»)* 


(?' + p'*) 


3 


\/V2_^_B«-l-C*         V  A^  H-  B«  -h  C«  * 

Le  ravon  de  courbure  de  C,  en  M,  est 

Introduisons  encore  l'angle  0  du  plan  Uin^ent  au  c\lindro  avec  le  plan  osculateur. 
Les  coefficients  du  plan  langent  sont  les  mineurs  du  tableau 

dx   dY   oz 


Dp      Dp      Dp 

dx    dY    dZ 

Dî      Do      De 


ou 


,  =  :  j  —  x'a 


,7      : 
Y  =  xy'  —  yx' 


posons  a  =:  )/:  —  :i/  , 

et  observons  en  passant  que 

ai  ^_  p-i  _|_  y2  =  (X»  -h  y» -H  :-)  (x  '  -t-  j/'»  -h  s'»)  —  (xx  -f-  j/y'  -+-  ::')'  =  1  • 


On  a  donc 
Or  on  a 


cosO=: 


.\a-f-Bp-l-Cr 
VA»  4-  B»  H-  c* 


et,  en  posant 


X'  =  fx'-hp'x,  \"  =  fx'-H2p'x'H-p"x, 

Y'  =  c./'^-p'î/.  Y"=:y"  +  2p'y'-^r"'/. 

Z  =  p:'  -+-  p'z.  Z"  =  ?5"  +  2?'='  -H  P"2, 

A  =  Y'Z"-  Z'Y"=  «(2c'*-  cp")  -t-  pp' (!/:"-  =!/')  -+-  pMy's"-  :'/) 


on  a 


donc 


A  =  «(2?'«  -  pp')  4-  «'pp'  -t-  p'(!/'="  -  =  ^1^ 

B  =  p(2p'*  -  f p")  -^  ?'  pp'  -^-  P'^»''"  -  •^'''')' 
C  =  y(2?'* -  pp")  -^  t'pp'  -♦-  pM^'î/"-  y'''); 

A«-+-Hn-^CY=ïp''-p?"-^-p'S(y'=''-='''"^^"='-="'^- 

Or  le  facteur  de  c»  s'écrit,  en  l'ordonn;»!.!  par  rapport  aux  dérivées  secondes. 
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ou  encore 

Comme 
on  en  déduit 

et,  par  suite, 
Delà, 


2  x"[—x{x'^  -+-  y'^  +  -J')]  =  —  2  ^^"• 

xx'  ■+-  yy'  -h  zs'  =  0, 

xx"  -h  yy"  +  33"  -+-  x'-'  -+-  y'-'  -h  z"'  =  0,  —  ^  xx"  =  1, 


cos6 


_p2  +  2p'-'  — ??" 


R  =  R,  cos9. 
C'est  la  même  formule,  avec  les  mêmes  conséquences,  que  dans  le  cas  du  cylindre. 

<♦ 
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2393.  —  Soit,  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj/,  les  courbes  (c)  admettant 
pour  équations 

(a  — fx)2 

y  =  x } ^ , 

^  {X  —  [x)2 

a  est  un  nombre  fixe;  le  nombre  \x  pourra  varier. 

1°  On  choisit  l'une  des  courbes  (c).  -Se  rendre  compte  de  sa  forme. 

Montrer  qu'elle  admet  u  (  point  d'inflexion  L  Chercher  les  coordonnées  du  point  I  et  l'équation  de  la 
tangente  en  ce  point. 

Montrer  qu'on  peut  lui  mener  trois  tangentes  par  un  point  donné  du  plan. 

Montrer,  en  particulier,  qu'on  peut  lui  mener  trois  tangentes  de  pente  donnée  m  et  discuter  leur  réalité 
quand  m  varie. 

2°  Faire  correspondre  à  chaque  courbe  (c)  une  courbe  du  second  degré  dont  l'équation  soit  de  la  forme 

-=^px-+-  q  [p  et  q  sont  des  nombres) 

et  qui  jouisse  de  la  propriété  de  n'avoir  aucun  point  commun  à  distance  finie  avec  la  courbe  (c)  considérée. 

On  définit  ainsi  une  famille  de  courbes  du  second  degré  (S)  dépendant  du  paramètre  [x.  On  cherchera 
le  lieu  de  leurs  sommets  et  le  lieu  de  leurs  foyers. 

S"  Jl  passe,  en  général,  deux  courbes  (c)  par  un  point  donné  du  plan.  Dans  quels  cas  sont-elles  réelles? 
Peuvent-elles  être  confondues  ? 

On  envisage  les  deux  courbes  (cj  et  (c^)  obtenues  en  donnant  au  paramètre  [l  les  valeurs  [x,  et  u.^ 
Montrer  que  les  deux  courbes  (c,)  et  (c^)  ont,  à  distance  finie,  trois  points  communs,  à  savoir  :  l'origine  0 
des  coordonnées,  le  point  A  de  coordonnées  {a,  a)  et  un  autre  point.  Vers  quelle  position  limite  tend  ce 
dernier  point  en  supposant  que  pi,  reste  constant  et  que  jx^  tende  vers  jXj? 

4"  On  associe  les  courbes  (c)  deux  à  deux  de  telle  façon  que  leurs  tangentes  au  point  A  (a,  a)  se  corres- 
pondent dans  deux  faisceaux  en  involution  donnés,  c'est-à-dire  qu'entre  les  pentes  m  et  m'  de  ces  tangentes 
il  existe  une  relation  de  la  forme 

«.mm'  -h  p  (w  H-  m')  -h  y  =:  0  (a,  p,  y  sont  des  nombi'es  donnés). 
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Y 


u  X 


Z}L 


ir 


u  X 


i"  y 


tr 


On  demande  de  trouver  le  lieu  du  point  commun  variable  aux  deux  courbes   c)  ainsi  associées. 
On  étudiera  jusqu'au  bout  les  cas  particuliers  suivants  : 

a.  Les  tangentes  en  A  aux  deux  courbes  lo)  associées  sont  symétriques  en  direction  par  rapport  aux 
axes  de  coordonnées; 

h.  Elles  sont  symétriques  en  direction  par  rapport  aux  bissectrices  des  axes  de  coordonnées  ; 

c.  Elles  sont  rectangulaires. 

5"  On  considère  une  transformation  de  la  forme 

, . ux  ■+-  vy  -f-  w 

W  X  -f-  U  y  H-  "' 

(h,  V,  w,  u,  v\  w',  u",  v".  ir"  désignent  des  nombres). 

Cette  transformation  fait  correspondre  au  point  m  de  coordonnées  x,  y  le  point  M  de  coordonnt-es  X,  Y. 

Si  le  point  m  décrit  une  droite,  le  point  M  décrit  une  droite  et  inversement. 

Si  le  point  m  décrit  une  courbe  algébrique,  le  point  M  décrit  une  courbe  algébrique  de  même  degré. 
A  un  point  double  ou  à  un  point  d'in/lcxion  de  l'une  die  ces  courbes  correspondent  un  point  double  ou  un 
point  d'inflexion  sur  l'autre. 

Justifier  ces  remarques  ;  les  étendre  à  des  points  à  l'infini  par  l'emploi  des  coordonnées  homogènes; 
les  utiliser  pour  trouver  simplement  les  coeffi'-ients  u.  ...,  iv"  de  telle  façon  que  la  transformée  d'une 
courbe  (r)  déterminée  soit  la  courbe  (C)  d'équation     X*Y  =  1. 

/h'du'ire  de  ce  qui  précède  une  solution  précise  de  la  question  suivante  :  Discuter  la  réalité  des  trois 
tangentes  menées  d'un  point  P  à  l'une  des  courbes  (c),  quand  le  point  P  varie  dans  le  plan. 

Les  coefficients  u,  ...,  tv"  entrant  dans  les  transformations  trouvées  qui  font  correspondre  à  une 
courbe  {f)  la  courbe  (C)  dépendent  du  paramètre  ix  et  d'un  autre  paramètre. 

Chercher  parmi  ces,  transformations  celles  pour  lesquelles  il  n'existe  qu'un  point  à  distance  finie 
confondu  avec  son  transformé     (x  =  X,     y  =  V)     et  trouver  le  lieu  de  ce  point. 

i°  Considérons  les  courbes  (c)  ayant  pour  t(iualioos 


(x-ay 


V=-r?^_..w- 


Nous  allons  construire  la  courbe  correspondant  à  une  valeur  particulière  de  a,  positive  pour  fixer 
les  idées.  Nous  remarquons  que  y  a  toujours  le  même  signe  que  x  et  que  toutes  les  courbes  (c)  passent 
par  l'origine  et  par  le  point  A(a,  a).  Quand  .<  tend  vers  l'inUni,  7  tend  vers  0  :  la  courbe  est  donc 
asymptote  à  Taxe  des  x,  au-dessous  k  gaucli*',  au-dessus  à  droite.  Pour  j  =  [x,  j/  =  -f-oo:  ilya 
donc  une  autre  asymptote,  la  droite    x^\l,     et  les  deux  branches  infinies  de  la  courbe  s' éloignent 

vers  le  haut. 

,  _  _  (fl— tx)»(j-t-ix) 

La  dérivée  change  de  signe  pour     x  =  — .1.(7=0)     et  pour     .r  =  -1-0.(7' =  x  ).      Elle  est  négative 

dans  le  premier  intervalle,  positive  dans  le  deuxième,  négative 
dans  le  troisième.  Par  conséquent,  quand  .r  croit  de  — x  ù 
-f-x.  7  |>;irt  de  0,  décroit,  passe,  pour  x  =  —  a,  par  un  mini- 
mum,    >u=- — ^-ï — ^»     croît    jusqn'i\  x,     ontiu    décroît   de 

-+-  X     à  0.  On  obtient  une  courbe  ayant  la  forme  ci-contre. 

On  ap»'rçoit  un  point  d'inflexion  pour  une  valeur  de  x  plus 
petilf  que     —  a.     Si  nous  prenons  la  dérivée  seconde  : 

..._2(a-tx)«(j-h2ix) 
y-  (x-a)»  ' 
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nous  voyons  qu'elle  s'annule  et  change  de  signe  pour    x  =  —  2ul.     11  y  a  donc  bien  un  point  d'inflexion  I 


dont  les  coordonnées  sont 
en  ce  point  a  pour  pente 


2a, 


— ^T —.     La  tangente 


^'  ~       27U.2      ■ 


Elle  a  donc  pour  équation 


,   2(a  — fx)2  '   —(a  —  u.)\     ,  a  , 


ou 


{a  —  [;l)2  {x  +  8a)  -i-  27a'y  =  0. 

Si  j'avais  supposé  jx  négatif,  j'aurais  obtenu  une  courbe  ayant 
la  forme  ci-contre. 

11  y  a  trois  valeurs  particulières  de  a  pour  lesquelles  la  courbe  (c)  se  décompose  :  i°  ar=0  : 
x{xy  —  a^)  =  0,  axe  des  ij  et  hyperbole  équilatère;  2°  a  =  a  :  y{x  —  u.)2^0,  axe  des  a:  et  deux 
fois  la  droite  a?=[i.;  3°  [jl^oo  :  z^{y  —  a;)  =  0,  première  bissectrice  et  deux  fois  la  droite  de 
l'infini.  , 

En  résumé,  les  courbes  (c)  sont  des  cubiques  ayant  un  point  de  rebroussement  à  l'infini  (sur  Oy)  et 
un  point  d'inflexion. 

La  tangente  au  point  {x,  y)  de  la  courbe  (c)  a  pour  équation 

Y  —  x\^~~^f^z=  —  ^^~^^'^'^;}^^\\  —  x).        ou      .(a— a)2(a;  +  {x)XH-(.r  — fifY  — 2x^(0  — fiL)«  =  0. 
{x  —  a)''  [x  —  \t.Y         ^  '  '  '  ^  '  '  ^'  \  .       (-/ 

En  écrivant  qu  elle  passe  en  un  point  {x^,  y„)  donné,  nous  aurons  l'équation  aux  abscisses  des 
points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  : 

{a-^f{x-\-^)x,+  {x-^Yy,-2x'{a-^Y  =  0. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré,  en  général.  Donc  par  un  point  quelconque  du  plan  on  peut 
mener  trois  tangentes  à  une  courbe  (c).  Ces  courbes  (c)  sont  des  cubiques  de  troisième  classe. 

En  particulier,  en  égalant  y'  à  un  nombre  donné  m,  on  a  l'équation  aux  abscisses  des  points  de 
contact  des  tangentes  de  pente  m  : 


ou 


(a —  ii.)-{x-\-[i.)-hm{x  —  jjif  =:0. 


Pour  simplifier,  posons    x  —  \j.^x'.     L'équation  devient 

ma?'=^ -+- (a  —  |i.)V  H- 2|x  (a  —  [jl)^  =  0. 
Pour  discuter  la  réalité  des  racines,  nous  formons  le  discriminant 

4 (g  —  ix)«  -+-  27  X  V(a  —  hl)*w 


A== 


m' 


Cette  quantité  a  le  même  signe  que     A'  =  7n[(rt— [x)-  + 27m[jL2].     Elle  est  nulle  pour     m  =  Û    et 


pour    m 


—  27  [x'^ 


pente  de  la  tangente  d'inflexion.  Si 


(«  - 1^)' 


27HL 


fi-  <  7n  <  0,     A  est  négatif,  les 


trois  tangentes  de  pente  m  sont  réelles.  Si     m< ^-  ^       ou    m  >  0,     A  est  positif,  une  seule 

tangente  est  réelle.  On  pouvait  apercevoir  ces  résultats  sur  la  figure. 

2°    La    conique        ^px-hq     ou    pxy-hqy  — 1=0    est   une    hyperbole   équilatère    dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées  et  dont  le  centre  est  le  point     l —  ^,  Oj. 
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Les  deux  courbes    y=zx, — ^L     et     -  =px-^q    ont  déjà  en  commun  les  points  à  V\nl 

sur  Ox  et  sur  Oy.  Les  abscisses  des  autres  points  d'intersection  sont  données  par  l'équation 


ini 


x{a  —  a)*      ^         ^ 


ou 


[1  — p{a  —  a)*ix-  —  [q{a  —  u)* -h2u.]x -H  |x«  ^  0. 


Pour  que  tous  les  points  communs  aux  deux  courbes  soient  à  l'inlini,  il  faut  et  il  sunil  que  cette 
équation  s'abaisse  au  degré  zéro,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

l—p{a  —  [i.Y  =  0  et 


D'où 


7^  = 


et 


L'hyperbole  équilatère  (S)  a  donc  pour  équation 


7  (a  —  (x)*  -+-  âfiL  =  0. 
_  2a 


y 


=  x  —  2a, 


ou 


{X  -  2:x)  u  =  {a-  y.y. 


Son  centre  est  le  point  (2a,  0).  Cherchons  ses  sommets  et  ses  foyers.  On  voit  immédiatement  que 

son  axe  Iransverse  est  parallèle  à  la  première  bissectrice;  c'est 
la  droite    x  =  j/-f-2a. 

Les  sommets  sont  les  points  d'intersection  de  celte  droite 
avec  l'hyperbole. 

Leurs  ordonnées  sont  les  racines  de  l'équation 

Les  ordonnées  des  sommets  sont  donc     u  —  a     et     u  — n 
et  leurs  abscisses  sont     a  -l-  a     et     3a  —  a.     Quand  |x  varie,  la 
conique(S)  varie.  Le  lieu  du  sommet  B    (x=a-+-}i-,     y  =  «  —  a) 
eslla  droite    x-hy — 2a=0;     lelieudusommelB'     (x'=3;x — a. 
t/  =  jx  — a)     est  la  droite     x — 3j/  —  2a  =  0. 
Soient  F  et  F'  les  foyers  et    0'  le  centre  L'hyperbole  étant  équilatère,  on  a    (0'F)  =  (0'B)  v'2, 
(O'F'j  =:  (O'B')  ^2.  Par  conséquent,  les  ordonnées  des  foyers  sont     {n  —  a)  v'2     et    (u.  —  a)  v'2     et  leurs 
abscisses  sont  (a  —  (x)v'2-f-2a     et     {u.  —  a)\2-f-2a. 

Le  lieu  du  foyer  F    [x=  (a  —  a)  v/2-+-'2a.     y  =  (//  — a)v'2j     est  la  droite     i/=z{a  —  '~~  ^  )  ^2, 
fx4-(l->|),,-Wi=0. 
Le  lieu  (lu  tnycr  F'     [x  =  (|x  — n)  ^'f-h  2;i..     i/=(u  — a)v'2]     est  la  droite     y  =  l"^-^^  —  aj  \iy 


ou 


ou 


V2, 


-(l-H4^)f/~«N2  =  0. 


Ces  quatre  droites  sont  tracées  sur  la  figure.  Klles  concourent  en  E(2a,  0). 

3"Soil(Xo,  t/o)  UD  point  donné  du  plan.  Ecrivons  (ju'unc  courbe  (r)  passe  parce  point  :  i/„=:x,    -—-'.,  • 
Nous  obtenons  une  équation  du  second  degré  en  jx  : 

(î/o  —  J-,,) u.' -+- 2Xof .1  —  t/,) jx  -4- Xo(Xoyo  —  a»)  =z  0. 

Donc  il  passe,  en  général,  deux  courbes   ')  par  un  point  du  plan.  Remarquons  que  }x  est  indéter- 
miné si  le  point  donné  est  l'origine  ou  le  point  .V(a,a),  toutes  les  courbes  (o)  passant  par  ces  deux  points- 
Formons  le  discriminant  : 

S  =r  xl{a  —  y,)»  —  x„(x„v„  —  a*)  (y»  —  J^o)  =  J^oVol-fo  —  «)*• 
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Les  deux  courbes  seront  réelles  si  le  point  donné  est  situé  dans  le  premier  ou  dans  le  troisième 
angle  des  axes  de  coordonnées.  Elles  seront  imaginaires  s'il  est  dans  l'un  des  deux  autres. 

L'équation  a  ses  deux  racines  confondues  dans  trois  cas  : 

1°     Xg=iO,     racine  double  :     ij.  =  0; 

2°    ^0  =  0,     racine  double  :     [>.=:a; 

3°  XQ  =  a,  racine  double  :  jx  =  a.  Dans  ces  trois  cas,  la  cubique  (c)  se  décompose,  comme 
nous  l'avons  vu.  Par  conséquent,  dans  tous  les  cas  où  les  deux  courbes  (c)  qui  passent  par  un  point 
sont  confondues,  elles  se  décomposent. 

Considérons  les  deux  courbes 

Les  abscisses  des  points  communs  à  distance  finie  sont  données  par  l'équation 

[x  —  iL,f      (X  —  ^i.,y 

Cette  équation  se  décompose  en  trois  autres  : 
1°     a:  =  0,     d'où     y  =  0:     c'est  l'origine  ; 

2°     ^ ^  =  0,     d'où    x  =  a,     et    ?/=:a:     c'est  le  point  A(a, a)  ; 

a  —  pt'i      a  —  [^2  ^  '  '  '       . 

a  —  (X,       a  —  [x., 
Cette  équation  donne  l'abscisse  du  troisième  point  commun  : 

•   ^  __a(u-)-+-.u.3)  — 2u.,a, 
'  2a  — ([x.  +  a,) 

a '><^  2  a  —  2'j^ 
Lorsque  (jl^  tend  vers  ijLj,  x^  tend  vers     — ^ — '-^ — —  =  p.,     el  la  position  limite  du  point  est  le  point 

de  rebroussement  à  l'infini. 

4°  La  tangente  à  la  courbe  (c)  au  point  A  a  pour  pente 

/  a  H-  a 

m  =  yx  =  — 


a  —  u 


La  relation  entre  m  et  m'  se  traduit  par  une  relation  entre  les  paramètres  [x  et  </  des  deux 
courbes  (c)  considérées  : 

[i.  et  [jl'  sont  liés  aussi  par  une  relation  involutive. 

Posons     (j(.H-a'  =  u,     y.^'  =  v.     Les  coordonnées  du  point  variable  M  commun  aux  deux  courbes 

.  au  —  2y  (a  —  u.)- 

sont    x=-^ ,     y  =  x} '-^,- 

2a  —  u       ^         [x  —  li.)- 


X  —  a       X  —  u.' 


Or,  nous  avons  tiré  x  de  la  relation     '-  H S  =  0.     Cette  relation  peut  s'écrire 

'  a  —  a       a  —  a 


a  —  g n  —  |jl' 2a  —  (,a  -f-  \>.'\ 

X  —  jx  X  —  jjl'  jjl'  —  (X         ' 

d'où 

_  au  — 2d      (2a  —  u)-  _  (au  —  2»)  (2a  —  u) 
y  —  <ia  —  u         u^  —  \v'  ~".         u'-  —  \v 
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f>n  obtiendra  le  lieu  de  M  en  éliminant  u  et  i-  entre  les  trois  équations 

au  — 2u, 


2a 


u 


(au -2t-)  (2a -u) 
y  —  '^       u*  —  iv  ' 

(a  -f-  2p  -h  y)  w  -+-  a  (a  —  y)  M  -h  a-^(«  —  2?  -h  y)  =  0. 

On  résoudra,  par  rapport  à  u  et  u,  la  première  et  la  troisième  équations,  qui  sont  linéaires  en  u 
et  V,  et  on  portera  les  valeurs  trouvées  dans  la  deuxième.  On  aura  ainsi  l'équation  du  lieu. 

Cas  particuliers  :  a)  La  relation  involutive  <st    w  -t-m'  =  0.     Par  conséquent,  il  suffit  de  prendre 

a^O,     ^^1,     y:=0.     La  troisième  équation  se  réduit  à     v  =  à',     d'où     x^   ^    _^     =■  —  a. 

Le  lieu  du  point  M  est  la  droite    x-ha  =  0. 

b)  La  somme  des  inclinaisons  des  deux  tangentes  est  égale  à  5.  Par  conséquent.  la  relation  entre 
les  pentes  est  m7n'=:l.  11  suffit  de  prendre  2=1.  p  =  0,  -^  =  —1.  La  troisième  équation 
donne  alors     «  =  0,  don     y  = 


Âv 


=  a. 


Le  lieu  du  point  M  est  la  droite     y^a.  » 

c)  Si  les  tangentes  sont  rectangulaires,  on  a     mm' =  — l.     Il  faut  prendre  alors     1=1,     {1  =  0, 
Y  =  l.     La  troisième  équation  se  réduit. 'i     v  =  —  n-.     Kn  portant  celte  valeur  dans  la  première  équation: 


au 


2a= 


a 


2a 


d'où 


u  =  2a 


2a  —  u        "2a  —  m  '  x 

Remplaçons  u  et  y  par  leurs  valeurs  dans  la  deuxième  équation  : 


1  — 


(a-uf 


y 


4a*  —  M» (g  -h  j)* 2af 


a 


Aa-' 


W 


=  a 


"la'x 


'^(an-i)» 


^-^ 


2a*x 


Construisons  la  courbe     y  =   /"       , ,     lieu  du  point  M.  C'est  une  cubique.  Elle  est  symétrique  par 


a 


rapport  à  lOrigine;  il  suffit  donc  de  l'étudier  dans  l'inlervalle 
(0,  -f-  00  ).  La  courbe  passe  par  l'origine  et  elle  y  est  tangente  à  la 
droite  y  =  2x.  Elle  passe  aussi  par  le  point  A(a,a).  Enfin  y  est 
constamment  positif  dans  l'intervalle  considéré  et,  quand  x  tend 
vers    -H  3c  ,     1/  tend  vers  0  :  la  courbe  est  asymptote  ô  l'axe  des  x. 

,  _  2a(a'  —  J-») 

l^a  dérivée  s'annule  pour  j-  =  (i  (nous  supposons  a  positif 
pour  fixer  les  idées);  elle  est  positive  pour  x  <  a,  négative 
pour  X  >  a.  Par  conséquent,  la  courbe  préstMilc  un  maximum  au  point  A.  Elle  a  la  forme  ci-dessus, 
une  fois  complétée  par  symétrie. 


5"  Considérons  la  transformation  homograpliKjuo. 


X  = 


ux 


"u"j: 


t>y 


M.' 


v'y 


w 


u  V 


ti  X 


v'y  ■ 


M' 


M 


»* 


(jui  fait  correspiMidro  au  point  m(x,  y)  le  point  MiX,  Y). 

Celte  transformation  appliquée  h  une  équation  algébrique  en  x  et  y  ne  modifie  pas  son  degré.  Par 
conséquent,  h  une  droite  correspond  une  droit'»,  à  une  courbe  alg-brique  de  degré  n  correspond  une 
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courbe  algébrique  de  même  degré,  et  ioversement  (car  les  formules  iaverses  de  transformation  sont  de 
la  même  forme  que  les  formules  directes). 

A  un  point  commun  à  une  droite  (d)  et  à  une  courbe  (c)  correspond  un  point  commun  à  la  droite  (D) 
et  à  la  courbe  (C).  Si  nous  supposons  qu'un  deuxième  point  d'intersection  de  la  droite  {d)  avec  la 
courbe  (c)  vient  se  confondre  avec  le  premier,  il  en  sera  de  même  pour  les  transformés  et  nous  aurons 
le  résultat  suivant  :  à  la  tangente  en  un  point  de  (c)  correspond  la  tangente  au  point  correspondant  de 
(C).  Autrement  dit  :  à  un  élément  de  contact  correspond  un  élément  de  contact,  point  à  point,  droite  à 
droite.  Par  conséquent  à  un  point  double  ou  à  un  point  d'inQexion  correspondent  un  point  double  ou 
un  point  d'inflexion.  Ces  remarques  s'étendent  à  des  points  à  l'infini. 

Nous  allons  démontrer  directement  ces  résultats  par  le  calcul  en  nous  servant  des  coordonnées 
homogènes 


d'où 


A                 Z             Z 

Y 

l                 *j                 Z 

Z       u"^-^v"^-hiv"' 

z          z 

X 

Z            z 

z 

ux 


vy 


U  X 


vy 


IV' 


u'x 


vy 


Nous  pouvons  prendre,  pour  définir  la  transformation, 

\z=ux  -hvy  -h  wz,  Y  =:u'x -hv'y -{-iv'z,  Z  =  ii"x -^  v"y -{- w"z. 

Soit    f{x,y,z)  =  0     l'équation  homogène  d'une  courbe  (c),     F(X,  Y,  Z)=0     l'équation  homogène 
de  sa  transformée  (C).  On  a,  par  rapport  à  x,  y,  z,  l'identité 

f{x,y,z)  =  F{X,\\Z). 

Dérivons  les  deux  membres  successivement  par  rapport  a.  x,  y,  z  : 

/■:  =  wF;  +  u'F'y  +  u"F',,  t'y  =  ^'Fx  4-  y'P;  +  v'Yz,  /■;  =  w?'^  +  ic'Fy  -+-  w"FI 

Si  (a?,  y,  z)  est  un  point  double  de  (c),  on  a 

/;=o,        f',=o,        f:=o. 

D'où  Fx  =  0,  f;=0,  F'z  =  0, 

et  le  point  (X,  Y,  Z)  est  un  point  double  de  (c).  On  peut  faire  d'ailleurs  le  raisonnement  inverse. 
Considérons  maintenant  les  deux  déterminants 

/•"       /."       /•" 

/x«        fxy       fis 
y^_     f"x        f  f" 

'  —  \l  y  '    fy      /  y- 
fii        ,.ii       fil 

\fzx  1  Z,J  /î3 

on  vérifie  facilement  qu'on  a  l'identité 

Si  [x,  y,  z)  est  un  point  d'inflexion  de  (c),  on  a    /i  =  0,     d'où     H^O     et  le  point  (X,  Y,  Z)  est 
un  point  d'inflexion  de  (C).  Inversement,  si  H  est  nul,  h  est  nul. 

Ces  raisonnements  sont  valables  pour  des  points  à  l'infini. 

Considérons  la  courbe  (C)  d'équation     X-Y  =  1. 

Elle  est  symétrique  par  rapport  à  OY,  Y  est  toujours  positif. 

Quand  X  croît  deOà     -f-x,     Y=:^     décroît  constamment  de 

-t-  X     à  0.  La  courbe  a  la  forme  ci-contre,  une  fois  complétée  par 
Y     symétrie.  Elle  présente  un  point  d'inflexion  à  l'infini  sur  OX  et  un 
point  de  rebroussement  à  l'infini  sur  OY. 


Fv 

Fxy 

Fxz 

H 

f;'x 

f;-. 

f;. 

Fzx 

Fn 

Fz. 

u 

«' 

u" 

\' 

V 

v' 

v" 

• 

w 

w' 

tv" 

/ 

5fK)  ÉCOLE   NORMALE   SUPÉniEURE 


Supposons  que  la  transformée  de  la  courhe  (c)     y  =  x°^~^^,     soil  la  courbe  (C).  D'après  les 

remarques  précédentes  : 

1°  à  la  tangente  de  rebroussemenl     x  —  a  =  ()    correspond  la  tangente  de  rebroussement     X  =  0; 

on  a  donc  , 

ux  -h  t'y  -h  u'^u(x  —  a)  ; 

2°  à  la  tangente  d'innexion     (a  —  a)-(ar-T  8a)-t- 27a'.v  =  0     correspond  la   tangente  d'inllexiGn 

Y  =  0;     on  a  donc 

u\r  H-  v'y  -h  >"'  =  (^^,[(1  -  !^)'(^  -+-  8!^)  +  STjx'î/] ; 

30  ^  la  droite    a:-4-2a  =  0,     qui  joint  le  point  d'inflexion  au  point  de  rebroussemenl,  correspond 
la  droite  de  linlini     Z  =  0;     on  a  donc 

u"x  -h  v"y  -4-  w"  =  u"  [x  -h  2ix). 
Par  conséquent,  la  transformation  sera  do  la  forme 

x-g  ,  ,.       ,(a-!x)'(j:-4-8H.)-h27a»y 

^  =  *7^P2iI'  ^-P  .r-h2a 

u  _  u'  _  (■ 

en  posant  u"  — *'  u"(a  — a)»" '" 

Pour  déterminer  «  et  p,  j'écris  que  le  transformé  de  l'origine  est  un  point  de  la  courbe  (C)  : 

d'Où  ^'x.ip(a-H.)»  =  0,  P  =  ,>(a!_p,)i- 

La  transformation  envisagée  est  déterminée  autant  qu'elle  peut  l'être  par  les  formules 

v_     -r-îi-  ^       l(a-|x)«(x-4-8ti)-f-27a'v 

-^-*x-h2u.'  ^-««  (a-!iL)»(a:H-2a) 

Kn  effet,  soil  (x,  y)  un  point  de  la  courbe  ('),  (X,  Y)  son  transformé.  On  voit  immédiatement  que, 
dans  le  produit  X»Y,  le  dernier  coefficient  inconnu,  x,  selimine.  Par  conséquent,  il  est  arbitraire;  quel 
que  soit  a,  on  aura     X*Y  =  1     et  le  point  (X,  Y)  sera  sur  la  courbe  (C). 

La  tangente  au  point  (x,  y)  de  la  courbe  X*Y  =  1  a  pour  équation 

2x«/X   '•  j»Y  — 3  =  0. 

arrivons  qu'elle  passe  par  le  point  fX.„  Yo)  du  plan  2xi/Xo  4- x*Yo  —  3  =  0. 

En  remplaçant  xy  par  * .  nous  aurons  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  contact  des  tangentes 

issues  du  point  (X^,  Y„)  : 

YoX»-:{x  f  2X„  =  0. 

Ou  peut  mener  par  un  point  du  plan  trois  tangentes  à  la  courbe  (c).  On  devait  s'y  attendre  :  le 
point  (Xo,  Y„)  est  le  transformé  d'un  point  (Xo,  »/„);  les  trois  tangentes  menées  par(Xo,  Yo)  à  la  courbe  (C 
sont  les  transformées  des  trois  tangentes  qu'on  peut  mener  par  le  point  (Xo,  Vo)  ^  •»  courbe  (c).  Par 
conséquent,  la  discussion  de  la  réalité  des  trois  tangentes  menées  d'un  point  P  à  la  courbe  (r)  revient 
ti  celle  de  la  réalité  des  trois  tangentes  menées  d'un  point  P'  îi  la  courbe  (C  .  La  condition  pour  que 
l'équation  aux  abscisses  ait  ses  trois  racines  réelles  est 

-  27.4.  4^,-+- 27.4^;  <0  Y„(XÎY„-1)<0. 

Celte  inégalité  exprime  que  le  point  ^X,,  Yj  se  trouve  dans  la  région  du  plan  comprise  entre  (C)  et 
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l'axe  des  X.  La  courbe  (c)  et  sa  tangente  d'inQexion  partagent  le  plan  en  cinq  régions.  En  prenant 
le  point  {Xq,  j/o)  à  l'infini  et  se  reportant  à  la  discussion  de  la  réalité  des  tangentes  de  pente  m,  on  arrive 

au  résultat  suivant  :  si  P  se  trouve  dans  une  des  régions  hachurées,  les 
trois  tangentes  issues  de  P  sont  réelles;  sinon  une  seule  est  réelle. 

Les   formules  de  transformation  trouvées  dépendent  de  deux  para- 
mètres :  iJ.  et  a.  Écrivons  que  le  point  (x,  y)  est  confondu  avec  son  trans- 
pc    formé  (X,  Y)  : 


(i) 

(2) 


X 


X  —  u, 

:=a pf-, 

a?H-2[x 

^       a»  (rt_,,.)2(a;4-2|x) 


Ces  deux  équations  en  a?  et  j/   représentent  deux  coniques  qui  se  coupent  en  quatre  points.  La 

première  se  compose  de  deux  droites  parallèles  à  Taxe  des  y  (ar  =  x', 
x  =  x").  La  seconde  est  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymp- 
totes sont  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Le  point  à  l'infini 
sur  Oy  est  un  point  double  de  f  intersection.  Il  y  a  donc  en  général 
à  distance  finie  deux  points  confondus  avec  leurs  transformés. 

Pour  qu'il  n'y  en  ait  qu'un,  il  faudrait  en  toute  rigueur  que 
l'autre  aille  à  l'infini.  Ce  cas  se  présentera  si  l'une  des  deux  droites 
parallèles  coïncide  avec  l'asymptote  de  l'hyperbole  qui  est  parallèle 
à  Oy.  Celle-ci  s'obtient  en  faisant  y  =  «  dans  la  deuxième  équa- 
tion. Son  abscisse  est  donnée  par 

2V--2[i.aî(a_uL)2 


oi\a  —  a)-^  {x  +  2[i.)  —  Tixj?  =  0, 
J'écris  que  celte  valeur  de  x  vérifie  la  première  équation  : 


x  = 


a-{a-u.y 


27a-  — 2[jLa2(a— hl)2_    27a2— 3îxa2(a- 


■y.)' 


a- (a 


u. 


27  a^ 


(a— ix)V  — 9;x(a  — [a)V— 18a2(a— a)V— h243u.^==0. 


Cette  équation,  du  cinquième  degré  en  a,  est  insoluble  dans  le  cas  général.  Le  point  de  vue  où 
nous  nous  sommes  placés  est  donc  peu  intéressant. 

En  fait  lorsque  les  deux  points,  tout  en  restant  à  distance  finie,  viennent  se  confondre,  il  n'y  a  plus 
qu'un  point  du  plan  à  distance  finie  qui  soit  confondu  avec  son  transformé.  Ce  cas  se  présentera  si  les 
deux  droites  parallèles  sont  confondues  :  x'  =  x".  Ecrivons  que  l'équation  x--|-(2tJL  —  a)x -i-a|jL  =  0 
a  ses  deux  racines  égales  : 

(2a  —  xf  —  .4a[JL  =  0,  a^  —  8aa  -h  4!jl2  =  0, 

d'où 

a  =  4tJL±2  V3[jL  =  2(2±  v'3)a. 

Il  y  a  deux  systèmes  de  valeur^,  de  a  en  fonction  de  a:  par  conséquent,  on  obtiendra  deux  lieux 
correspondant  au  double  signe  devant  le  radical.  Posons    rt  \/3  =  £,     e*  =  3  ; 

a  =  2(2-t-e)a. 
La  racine  double  est  alors 

X=z ^— i--.=  (l  H- £)a. 

Remplaçons  a  et  a?  par  leurs  valeurs  dans  f  équation  (2)  : 

_  (,,_p,)2(a.4-8a) (fl  — a)^(9-|-£)[x (g  —  u.)2(9-f- g) 

y  —  a^(a  _  fx)^(x  -+-  2jx)  —  27ix-  —  4(2  +  tf  (3  -ht)  [a  —  ^Yii'  —  27ix-       4(33  -h  !«£)  [a  —  a)\a-^  —  27a* 
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Nous  obtenons  doux  courbes  par  leurs  équations  paramétriques  en  fonction  de  a  : 

f  0-^(1  -4-  e)  a, 

-         ]„_ («-a)^(9-f-E) 

(  î'~4(33-^iye)(a  — j*)-|i*  — 27}i' 

Ce  sont  deux  courbes  algébriques  unicursales  du  cinquième  degré  (ia  représentation  est  évidem- 
ment propre).  Par  conséquent  le  lieu  total  est  du  dixième  degré. 

MaZET,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 

Bonnes  solutions  :  MM.  <■•  Lach.  a  Dnu.ii;  F'.  Hodkkt,  école  normale  supérieure  de  Sainl-Cloud. 
Solutions  salisfaisanles  :  MM.  G.  R..  à  Paris;  J.  F.vvahi):  K.  Mii.i.ox,  à  Paris. 


QUESTIONS    I»KOPOSEES 


2513.  —  On  considère  un  paraboloïde  hyperbolique, 

P       </  ' 

rapporté  ù  trois  axes  rectangulaires,  et  les  deux  paraboLs  principales  des  plans  xOy  et  xOz,  ainsi  que  leurs 
cercles  osculateurs  au  point  0,  C,  et  C^.  Le  cercle  C^.  tournant  autour  de  Taxe  du  cercle  C,,  engendre  un 
tore,  T.  Trouver  r«'(jualion  de  ce  tore. 

On  suppose  ensuite  les  deux  paramètres  p  et  g  égaux  à  1  ;  former  les  équations  des  projections  {y^\  (yi) 
et  (yi)  de  la  courbe  commune  au  tore  et  au  paraboloïde,  sur  les  plans  xOy.  .rO:  et  yO:. 

Montrer  (jue  les  deux  courbes  (yi)  et  (yj)  se  di'-iomposent  cbacune  en  deux  ellipses,  et  que  chacune  de  ces 
ellipses  est  la  projection  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  directeur  du  paraboloïde. 

La  courbe  (yj)  se  décompose  en  deux  quarliques  :  l'une  est  imaginaire  et  n'a  qu'un  point  réel;  l'autre  se 
compose  de  deux  boucles  dont  on  demande  l'aire.  Construire  les  tangentes  au  point  double  et  les  tangentes 

parallèles  aux  axes. 

,1'.  GENEVKY,  lycée  de  Dijon.) 

•  2614.  —  On  consi<lère  un  système  de  forces  dniii  les  éléments  de  réduction  à  l'origine  sont  0,  0,  a,  pour 
la  résultante  générale  et  U,  U,  b,  pour  le  moment  résultant. 

1°  Former  les  composantes  du  moment  MM',  relatif  à  un  point  quelconque,  }A{x,  y,  z),  de  l'espace.  Étudier 
la  correspondance  qui  existe  entre  le  point  M  et  le  point  M'(x ,  y',  z). 

2»  Trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  l.i  droite  MM'  pas.se  en  un  point  donné,  i'^ï,  ^,  f).  Ce  lieu  est 
une  cubi(|ue  {C).  Former  le  cône  engemlré,  dans  ces  conditions,  par  la  droit»'  .M.M'. 

3"  Trouver  le  lieu  des  points  1'  pour  lesijuels  ce  cftne  passe  par  un  point  donné  .\,  du  plan  des  xy.  Ce  lieu 
est  une  quadrique.  Lieu  des  ombilics  de  cette  quadrique  quand  le  point  A  varie. 

i"  Former  les  équations  de  la  tangente  à  la  cubique  (C)  au  point  V.  et  l'équation  du  complexe  engendré 
par  cette  tangente  quand  le  point  P  décrit  tout  l'espace. 

E.  n. 

2616.  —  On  considère  un  polynôme  du   quatrième  degré, 

or'  ■+■  46x^  -f-  6cx*  ■+-  Wx  -f-  f, 

dont  les  racines  sont  i,  3,  y,  '".  et  les  points  racines,  sur  Ox,  A,  B,  C,  D. 

|o  Trouver  la  condition  pour  que  le  point  O  snii  le  milieu  de  l'un  des  segments  AB,  AC, 

2"  Le  polynôme  étant  quelconijue,  on  déplace  l'origine,  on  amène  l'origine  en  un  point  0',  00'  =  /t,  tel 

que  ceci  soit  réalisé.  Montrer  qu'il  y  a  six  valeurs  de  h  pour  lesquelles  il  en  est  ainsi,  et  que  lV<|u.iti..n  qui 

donne  h  peut,  à  l'aide  de  transformations  simples,  s'abaisser  au  troisième  degré. 

3»   Trouver,  par  celte    voie,   la   condition   pour    que   les  racines  soient  harmoniques,  c'est-à-dire  que 

irÂ*  =  0'C.O'D. 

E.  U. 
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2363.  —  On  considère  la  fonction 

y  =  a?-L(l-ha:)  —  x; 

calculer  les  dérivées  première,  seconde  et  troisième.  Étudier  les  variations  de  cette  fonction. 
Mêmes  questions  pour 


L(l  -f-a:-)  —  a; 


_ 
1" 


y  = -^ 


1°  Considérons  la  fonction 


y  =  a:^L(l  +  i)-a'  +  i. 


XJ  zzza^'-L(l  -\-  x)  —  x\ 


elle  n'est  définie  que  pour    .r  >  —  1,     à  droite  de    —  i  ;     elle  est  continue  pour  ces  valeurs. 

Pour  a?  =  — 1-he,  nous  avons  y  =  —  x:  pour  x  =  0,  y  =  0;  et.  enfin,  pour  x:=-\-x, 
y  est  infini,  car  le  premier  terme,  x^L{[-h  x),  est  égal  à  x'^  multiplié  par  un  l'acteur  qui  devient  égal 
à  -4-  30  ;  ce  terme  l'emporte  sur  le  second;  la  fonction  est  infinie  et  au-dessus  de  la  parabole  y  =  xK 
La  branche  infinie  est  parabolique  dans  la  direction  Oy. 

Prenons  les  dérivées;  nous  avons  : 

y'=2xL{[^x)-^j^-i;  y"  =  ^L{[+x)-      ^'"^  ^' 


^///^      2       ,       ^ 4x 2x  Ix"- 

^         l  +  x^l-+-a-      {\.-\-x'Y       (l4-a^f       (i 


orV 


n,__^ ^x  ^x'^     _2(.r*-h3a:4-3) 

y         [Y-hx)       (l  +  a:)^-"^(l  +  a?)3—        {i-^xf 

Gomme  i-\-x  est  toujours  positif  et  que  le  trinôme  x'-f-Sx-i-S  a  ses  racines  imaginaires, 
nous  voyons  que  y"'  est  toujours  positif. 

Alors  y"  est  une  fonction  croissante;  comme  elle  est  nulle  pour  a.'  =  0,  elle  est  négative  dans 
le  premier  intervalle,  de     — 1     à  0,  et  positive  dans  le  second,  de  0  à    H- x  . 

La  fonction  y'  est  donc  d'abord  décroissante,  puis,  croissante;  pour  x=z  —  1  4-£,  elle  est  égale 
à  +00;  pour  a;  =  0,  à  —  i;  et,  pour  0^  =  4-00,  elle  est  égale  à  -hx,  car  il  est  visible 
que  le  premier  terme  l'emporte  sur  le  second;  d'ailleurs,  le  second  est  aussi  égal  à    -h  oc. 

Il  résulte  de  là  que  la  dérivée  t/' s'annule  entre  — 1  et  0  et  aussi  entre  0  et  H- x  ;  la  premit-re 
racine,  a,  est  suffisamment  déterminée;  pour  mieux  séparer  la  seconde,  nous  ferons  .r=l;  nous 
voyons  que  t/'(l)  6st  positive;  par  conséquent  la  deuxième  racine,  p,  est  comprise  entre  0  et  1. 

De  — 1  à  a,  y'  est  positive,  la  fonction  est  croissante;  de  a  à  p,  y'  est  négative,  la  fonction  est 
décroissante;  et  enfin,  de  fi  à    H- x  ,     y'  est  positive,  la  fonction  est  croissante. 
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La  fonction  est  donc  représentée  par  la  courbe  (1)  que  Ton  peut  préciser  avec  quelques  détails  : 

par  exemple,  la  tangente  à  l'origine  a  pour  coefficient  angulaire  —  1  ei 
ce  point  est  un  point  d'inflexion. 

Le  tracé  que  nous  venons  d'indiquer  montre  que  l'équation  y  =  0  a 
trois  racines,  y  compris  la  racine  0. 

2°  Ktudions  la  fonction  >^ 


LU -h  x)  —  X -h -^^ 
V  = y^ =• 

Cette  fonction  n'est  définie  que  pour    a- >  —  1;     elle  est  continue 
pour  ces  valeurs  de  x< 

Pour    x  =  — l-+-e,     le  logarithme  est  infini,  la  fonction  »/ est  égale  à 
—  X  . 
Pour    x  =  0,     indétermination  qui  se  lève  par  le  développement  de     L(l-i-x)     en  série;  nous 
trouvons  ainsi 


Fio.  1. 


y  = 


3 


X- 


nous  voyons  que  y  est  nul. 

X-  1 

Pour    jr  =:  -f-  X  ,     le  numérateur  est  infuii  comme  le  terme  ^j^  ;  la  fonction  est  égale  îi  5. 

art  «ri 

Prenons  la  dérivée;  nous  aurons 
et  nous  sommes  ramenés  à  l'élude  de  la  fonction 

X 


nous  avons 


z  =  x-h,-^-2L(H-x); 

_.  1  2     _/_i iV  ___£!_ 

-*"^(l4-ar)*      i-i=x  — Vl-Ha:       V~(l-+-^)*' 

la  fonction  :  est  toujours  poîitive,  la  fonction  :  tsl  croissante.  Or,  pour    x  =  0,     elle  est  nulle;  elle  est 

— onc  négative  dans  le  premier  intorvallc,  de  —  1     àO,  et,  positive  dans  le 

second,  de  0  à      •    x.     Par  conséquent,  la  fonction      V  =^     ^'^l  l'^"- 

jours  positive,  <l  la  fonction  y  est   toujours  croissante.  Pour     x  =  0, 
v'  est  indéterminé;  en  prenant  le  quotient  des  dérivées,  nous  avons 


(l-f-x)V 


1 


"5?~— 3(l4-x)«'     ^ 
1 


Fit).  2. 


la  limite,  pour    x  =  H,     est  égale  à  .^,  la  tangente  à  l'origine  a  pour 
coerncient  angulair»'  .^.  La  courbe  est  donnée  par  la  figur»'  "2. 


3"  H  nous  reste  à  étudier  la  fonction 

y=x»L(^l-+-i)-^-:^ 
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Celte  foncaon  n'est  définie  que  si     1  +  -     est  positif,     x(l  -h a?)  >  0 ;     elle  n'est  pas  définie  entre 
1     etO;  elle  est  définie  dans  tout  autre  intervalle,  et  continue. 

Pour     ar  =  ±x,     développons     L(l-i--) 


en    série; 


nous  aurons 


—    i(i      J__i_  J_        \  1_  1 

la  fonction   est  nulle,  elle  est  négative  pour     x  =  —  x      et 
positive  pour    a-  =  h-  x  ,     la  courbe  est  asymptote  à  Ox. 

Pour    x^ — 1  —  £,     le  logarithme  est  égal  à    — x,     la 
fonction  elle-même  est  égale  à     —  x  . 

Pour    x=:0,     le  terme    x-L(l-h-)     s'écrit 

x'^L{i-hx)  —  x^Lx; 

chaque  partie  tend  vers  0;  donc  y  a  pour  limite  „. 

Prenons  maintenant  les  trois  premières  dérivées,  comme  il  est  indiqué;  nous  aurons  successi- 
vement : 


FiG.  3. 


V'  =  2.L(l  +  i)-^-l, 


r=- 


y"=2L(i- 


1 


1  -+-  a?       (1  -h  x) 
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ensuite, 


y"'=- 


x{i-\-x)        (i-hx)'       (1-+-^) 

2x-h'^x(X-\-x)  —  'i{i-i-xY_      —2 

x{i-hxf  07(1 -ha:)'' 


Or,  dans  les  intervalles  que  nous  éludions,  x{l  -\-xf  est  positif;  donc  la  fonction  y'"  est  toujours 
négative.  Par  suite  la  fonction  y"  décroît;  pour  x  =:  —  x  ,  elle  est  nulle;  donc  elle  est  négative  dans 
le  premier  intervalle,  de  — oo  à  — 1;  pour  a==-f-x,  elle  est  nulle  encore;  elle  est  donc  posi- 
tive dans  le  second  intervalle,  de  0  à    H-  x  . 

Pour   — X,    la  dérivée  y' est  nulle,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  développant   L(l-+--\ 

en  série;  par  conséquent,  y'  est  négative  depuis  — x  jusqu'à  — 1.  Pour  x=z-\-cc,  elle  est 
nulle  aussi,  et,  comme  elle  croît  dans  le  second  intervalle,  de  0  à  -+-  x  .  elle  est  négative  encore 
dans  tout  cet  intervalle. 

La  fonction  y  est  toujours  décroissante;  elle  est  représentée  par  la  figure  3,  La  tangente  au  point 

i 

d'arrêt,    x  =  0,    y  =  91     est  parallèle  à  la  deuxième  bissectrice. 

Remarque.  —  Pour  la  deuxième  fonction,  nous  n'avons  pas  calculé  y",  ni  y'";  ce  sont  de  purs  exer- 
cices de  calcul  ne  présentant  aucun  intérêt  particulier. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  L.  Vuichard,  à  Vuillecin;  P.  Bernard,  à  Paris;  M.  N.,  à  Toulouse. 
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2348.   —    On  considère  la  courbe  gauche  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  les  equaiwns 
suivantes  oit  t  désigne  un  paramètre  variable 

x=r  (1  —  /«)  sin  r  —  It  cosi  -h  2  sin /, 

1/ =  2<sin/-h:Jcos/, 

:  =  (  1  -h  /»)  sin  /  -h  2<  cos /  —  2  sin  f . 

l*»    Déterminer   en  fonction  de  t  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  de   la  tangente,  et  la  longueur  d'arc 

rompt ée  à  partir  du  point     t  =  0. 

2»   En    appliquant  les   formules  de  Serret  et   Frmet,  calculer  les   cosinus  directeurs  de  la  normale 

principale  et  la  longueur  du  rayon  de  courbure. 

{Certificat  de  Mathématiques  géuémles.  ïleimes,  novembre  1913.) 

1°  On  a 

dx  =  (i  —  t')cosldt,  rfj/  =  2/cos/rf/,  dz  =  {l-^t-)costdt; 

en  faisant  la  snmmo  des  carrés,  on  obtient 

^/s»  =  2(l   t-<-)»cos'-/f//-, 

ou 

ds  =  ±y,l{\  -^t*)costdt. 

ds 
Prenons  pour  sens  positif  des  abscisses  curvilignes  le  sens  des  /  croissants;   ^^  doit  êire  positif, 

on  prendra 

ds  =  t\î{l'+-t*)costdt, 

t  étant  égal  .'i     ±  1     cl  ayant  le  signe  de  cosr. 
Ceci  peut  s'écrire 

di=.t\!'±dz,  d'où  s  =  ev22-+-C. 

Comme,  pour     /  =  0,     s  doit  être  nul,  on  a     C  =  0    et,  par  suite, 

«  =  t  v^s  =  6  >/2[(l  -I-  /■)  sin /  -+-  2<  cos/  —  2  sin /). 
D'autre  part,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont 

Comme  y  est  constant,  la  tangcnle  fait  un  angle  constant  avec  Or  :  la  courbe  est  une  hélice. 
2*  On  trouve  aisément 

et,  en  divisanl  par  ds, 

da_  it  <l^_        1-<»  ^_0 

?J  — ■~(l4-/*)*cosr  ds       (H-O'cosf  ds 

Le  rayon  de  courbure  H  est  donné  par  la  formule 

R-«=(aj)  ■^(^)  ~^U)  =(l-+-fTcos'/* 
ou  ,1 


\ 
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Les  cosinus  directeurs  a,  p',  y'  de  la  normale  principale  sont  alors 

2/ 


^' 


Y  =  o. 


A,  0.  GUIBERT,  étudiant  à  Nantes. 


Bonnes  solutions  par  MM  Paul  Bernard,  à  Paris;  R.  Dufour,  à  Givet;  René  Fardi.n;  H.  He.nemann,  insliluleur  à 
Levallois;  G.  Lach,  a  Douai;  L.  Long,  à  Ghàtellerault;  Ch.  Pacé,  à  bord  de  la  Ville  crYs-  Henri  Picard,  école  normale 
de  Parthenay;  Marcel  Vasseur,  étudiant  à  Lille.  ^  ^.c  ..ummie 


2364.  —  Le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  et  le  pôle  d'une  corde   AB  de  celte    conique  sont 
conjugués  par  rapport  au  cercle  ayant  pour  diamètre  AB. 

Considérons  l'hyperbole  équilatère    xy  =  a\     et  le  point  P(2,    p).  La  polaire   de  ce  point,  la 
droite  AB,  a  pour  équation 

ay  +  pa;  — 2a2  =  0; 

elle  rencontre  l'hyperbole  aux  deux  points  A  et  B,  qui  ont  pour  coordonnées  {x\  y')  et  (x",  y").  L'équa- 
tion du  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  est 

{x  -  x')  {x  -  x")  -hiy-  y')  {y  -  y")  =  0, 
ou 

.x2 _^  y,  _  ( ,,/  ^  ^.) x—{y'-+-  y") y  +  x'x" -+-  y'y"  =  0. 

Formons  alors  l'équation  aux  abscisses  des  points  de  ren- 
contre de  la  droite  AB  avec  l'hyperbole;  pour  cela,  remplaçons 

a^ 
y  par  —  dans  l'équation  de  la  droite  ;  nous  aurons 


X 


^x^  —  ^a^x-hoLa'-  =  0; 


par  suite, 

Nous  aurons  de  même 


-'•+^"='f. 


x'x": 


OLU* 


y  y  =  ■ 


T' 


3<z2 


et  l'équation  du  cercle  sera 
-      ^a'^x 


X'  -hy-  — 


2a'?/ 


P 


art- 

T 


pa\ 
a 


0. 


La  polaire  de  l'origine  par  rapport  à  ce  cercle  est     /"-'  =  0    ou. 


a-x 


a'^y 


aa= 


^a^_ 


0, 


p  a      '      p      '      a 

et  il  est  visible  qu'elle  passe  au  point  P(a,  p). 

Solution  géométrique.  —  Le  rayon  OP  est  le  diamètre  conjugué  de  AB;  il  passe  au  cenlredu  cercle,  au 
milieu  I  de  AB;  il  coupe  le  cercle  en  deux  points  E  et  F  et  il  faut  prouver  que  le  point  P  est  conjugué  harmo- 
nique de  0  par  rapport  à  E  et  F. 

Les  deux  droites  PA  et  PB  sont  tangentes  à  l'hyperbole.  La  polaire  du  point  C  par  rapport  à  l'hyperbole 
passe  au  point  à  l'infini  sur  Ox;  c'est  la  droite  PC  parallèle  à  l'asymptote  Ox.  Les  deux  points  C  et  C  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B.  D'ailleurs,  le  triangle  lOC  est  isocèle,  puisque  I  est  le  milieu  de 
l'hypoténuse  du  triangle  rectangle  OGD;  il  en  est  de  même  du  triangle  semblable  IPC.  Si  donc  nous  faisons 
tourner  la  ponctuelle  ABCC  autour  du  point  I,  elle  vient  s'appliquer  sur  la  ponctuelle  FEOP,  et  nous  voyons 
ainsi  que  cette  dernière  est  harmonique. 

Bonnes  solutions  analytiques  :  MM.  Ch.  Page,  enseigne  de  vaisseau;  .\.  Tenot,  à  Angers;  G.  Lach,  à  Douai;  R.  Dufour, 
à  Givet;  M.  Vasseur,  à  Lille;  L.  Gauthier,  à  Craponne;  G.  de  Fontaines,  école  Sainte-Geneviève. 

Solutions  géométriques  :  MM.  P.  Bernard,  à  Paris;  G.  Roy,  à  Paris;  Mennessier,  à  Evreu.\;  G.  Vasseur,  lycée  de 
Rouen;  M.  N.,  à  Toulouse;  Derrien,  à  Rennes;  A.  Hutinkl,  à  Cannes. 
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ÉCOLE    C1:NT1L\LE    {suite.) 


10682.  —  Équation  générale  des  coniques  Langenl'S  aux  deux  bissectrices  des  angles  des  axe*  el  passant  par  deux 
points  A  et  H  symétriques  par  rapport  à  Or. 

—  683.  —  Kquation  d'une  parabole  tangente  aux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  en  deux  points  donnés  A  et  B. 
Sommet. 

—  684.  —  Kqualiun  <J  un.-  parabole  pissant  par  d.nx  points  Ali.  0)  et  B(0,  b)  et  admettant  l'origine  comme  foyer. 
Traiter  !•■  prr>bléme  géoméiriquemenl.  Noml)re  de  solulixi-. 

_  535    Lieu  des  foyers  des  paraboles  égales  k  une  parabole  donnée  et  tingentes  aux  axes  de  coordonnées  Ox 

et  Oy  (reclanjfulaip's). 

—  686.  —  Kquation  des  ellipses  dont  les  longueurs  d'axes  sont  2a  el  2h.  qui  sont  tangentes  à  Ox  et  h  Oy  et  dont  la 
direction  du  grand  axe  est    y  =  xtgf.    Lieu  du  centre. 

—  687.  —  On  lionne  deux  axes  rectangulaires  Or  il  Oy  et  une  droite  A  parallèle  à  Oy;  équation  générale  des  para- 
boles admettant  l'origine  comme  sommet  el  qui  sont  norniaies  à  la  droite  A. 

—  688.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  el  Oy;  une  parabole  a  pour  foyer  le  point  0  et  est  normale  à  la 
droite    x  =  a;    lieu  du  sommel;  enveloppe  de  la  direcliice. 

—  689.  —  Lieu  des  Centres  des  cercles  tangents  à  une  ellipse     i^  -+-  |-j  —  1  =  0    el  passant  par  lun  des  sommets  de 

cette  ellipse 

—  690.  —  hqiialiori  g.iierale  îles  cercles  bilanBent->  n  une  ellipse  donnée. 

_  691.  _  On  donne  une  ellipse  rapportée  à  ses  ax-'s.  Le  cercle  osculaleur  en  un  point  M  rencontre  4'ellipse  en  un 
quatrième  point  N;  condition  pour  que  ce  point  N  soit  sur  la  normale  en  M  à  l'ellipse. 

—  692.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  <»x  el  à  la  parabole  'y»  =  2px. 

—  693.  —  Kquation  générale  des  paraboles  d*ax»'  parallèle  à  Oj-,  passant  par  un  puiiU  A  donne  .1  Ungenl.-.'-  au- 
cercle    r* -+- y*  —  Ri  =  0  ;     lieu  des  somniels  de  ces  paralmles. 

—  694.  —  Démontrer  que,  dans  une  ellipse,  le  rapport  ^  est  constant,  N  désignant  la  longueur  de  la  normale,  H  le 

rayon  de  courbure. 

—  695.  —  Déterminer  les  courbes  du  second  degr»  passant  par  lorigine  et  admettant  en  ce  point  pour  cercle  de 
courbure  le  cercle    x*  4- y*  —  2ay  =  0. 

—  696.  —  On  considère  une  ellipse  el  un  point  M  sur  cette  ellipse:  on  consilère  le  cercle  osculaleur  en  ce  poinl. 
Trouver  le  point  d'intersection  de  ce  cercle  avec  l'ellipsi. 

—  697.    —  Trouver  sur  l'ellipse     — < ->"  n  —  *  =^    ""  poinl  tel  que  le  cercle  osculaleur  en  ce  poinl  passe  par  le 

centre  de  l'ellipse. 

—  698.  —  Tracer  la  rourbj  xy  =  a-:  équation  du  cercle  osnilateur  en  un  point  M.  Lieu  il-'s  projections  dn  centre 
de  courb  ire  G  au  poinl  M  sur  le  diamitro  OM.  Déterminer  une  pirabjle  passant  par  le  poinl  M  el  tin^'-înle  en  ce  poinl 
à  lliypcrbjle  équilalèro  ayant  mim^  rayon  de  courbure  en  M  quj  l'hyperbole,  sachant  de  plus  que  son  axe  est  paral- 
lèle à  Oy, 

—  699.  —  Hyperbole  équilalere  tangente  en  0  à  l'ixe  des  y  et  dont  le  centre  de  courbure  en  0  a  pour  abscisse  a. 
_  700.  —  <>(!  donne  deux  axes  recUngulaires  :  un  point  M  décrit  la  droite    x  =  a,    parallèle   à  Oy.  Pour  chaque 

position  de  M,  on  mène  par  le  point  M  la  parallèle  à  0./,  puis  h  perp-mliculaire  à  <».VI  uu  point  0;  ces  deux  droites  se 
coupent  en  un  point  1*  par  lequel  on  mène  A  perpendiculaire  a  OP.  Kiiveloppe  de  celle  droite  A. 

_  701.  —  On  donne  une  circonférence  tangente  en  (t  à  Oy;  on  considère  un  point  variable  M  de  celle  circonférence; 
en  M  on  mène  la  parallèle  à  Ox,  qui  rencontre  Oy  en  Q;  enveloppe  de  la  bissectrice  de  l'angle  O.MQ. 

—  702.  —  Un  vecteur  MP  de  longueur  constante  glisse  sur  la  droite  x=sa;  enveloppe  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  OMP. 

—  703.  —  Enveloppe  des  cercles  da  rayon  donne  et  tels  que  la  so.Time  des  segments  interceptés  sur  Ox  et  Oy 
•oit  égale  ii  l. 

—  704.  —  On  donne  les  courbes  d'équation  ^-»-^j  — **  =  0;  quelles  sonl  les  propriétés  de  celle  famille  de 
courbri'  On  prend  l'inlerseclion  avec  la  droite    x  =sa;    enveloppe  des  normales  aux  poinU  d'intersection. 

—  706.  —  Un  point  M  décrit  une  ellipse,  fi -+"),',*  —  •=  0  ;  on  le  joint  h  Ton  des  sommets  A  de  l'ellipse  et  on 
considère  les  cercles  décrits  sur  AM  comme  diamètre;  enveloppe  de  ces  cercles;  lieu  des  centres. 
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10706.  -.  On  donne  une  ellipse  i^  +  |:  _  i  =  o  et  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  ellipse  ;  enveloppe  de  la 
symétrique  de  la  tangente  par  rapport  à  l'ordonnée  du  point  de  contact. 

—  707.  —  On  donne  l'ellipse  ^  -h  ^^  _  i  =  o  et  un  point  M  sur  cette  ellipse.  Enveloppe  de  la  droite  ML  symétrique 
de  la  normale  MN  par  rapport  au  diamètre  OM. 

—  708.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj^  et  un  point  A  sur  Ox;  enveloppe  des  directrices  des 
hyperboles  admettant  A  pour  foyer  et  Oy  pour  asymptote. 

—  709.  —  On  considère  l'hyperbole  xy  —  a'^\  on  joint  l'origine  0  à  un  point  M  de  la  courbe  et  on  considère  le 
triangle  équilatéral  OAM;  enveloppe  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  (axes  rectangulaires). 

—  710.  —  On  donne  l'hyperbole  équilatère  ûry  —  u^-.  Soit  M(x,  »/)  un  point  sur  la  courbe;  on  mène  la  normale 
en  M,  qui  coupe  les  axes  en  P  et  Q.  Enveloppe  du  cercle  décrit  sur  PQ  comme  diamètre. 

—  '''Il-  —  0"  donne  l'hyperbole  équilartère  xy^a^;  on  joint  l'origine  à  un  point  M  sur  la  courbe;  en  M  on  élève 
la  perpendiculaire  à  OM  jusqu'à  la  rencontre  en  M'  avec  le  diamètre  conjugué  de  OM.  Enveloppe  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  OMM';  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

—  712.  —  Enveloppe  des  droites  coupant  les  axes  en  deux  points  P  et  Q,  tels  que,  si  par  les  points  P  et  Qon  mène 
les  parallèles  aux  axes,  leur  point  d'intersection  décrive  la  parabole    y^  =  2px. 

—  713.  —  Étant  donnée  la  parabole  y^  =  2px,  on  joint  le  sommet  Oà  un  point  M  de  la  courbe  et  par  le  point  M 
on  mène  la  droite  A  faisant  avec  O.Vl  qn  angle  donné  a.  Enveloppe  de  cette  droite  A. 

—  714.  —  On  donne  un  point  P  sur  la  parabole  (/2  =  2/a  et  on  considère  la  normale  en  ce  point;  soil  Q  son 
point  de  contact  avec  la  développée  de  la  parabole.  Par  ce  point  Q  on  mène  l'autre  normale,  dont  le  pied  sur  la  para- 
bole est  R;  équation  de  PR  et  enveloppe  de  cette  droite  quand  P  décrit  la  parabole. 

—  715.  —  On  donne  une  parabole  y'z=2p.r;  on  mène  la  tangente  en  un  point  M  de  celle  parabole.  On  considère 
le  cercle  ayant  son  centre  sur  la  tangente,  passant  par  l'origine  et  le  point  M.  Enveloppe  de  ce  cercle,  quand  M  décrit 
la  parabole. 

—  716.  —  On  donne  la  parabole  y'^^2pr;  on  mène  en  un  point  M  la  normale  qui  rencontre  Ox  au  point  N; 
enveloppe  du  cercle  de  diamètre  .MN. 

—  717.  —  Enveloppe  des  hyperboles  admettant  la  droite    x  =  a    pour  asymptote  et  l'origine  pour  sommet. 

—  718.  —  Enveloppe  des  axes  des  paraboles  tangentes  à  Ox  en  un  point  fixe  A  ei  a.  Oy  en  un  point  variable. 

Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

—  719.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées,  Ox,  Oy,  Oz,  et  un  point  .M(xo,  yo.  =^o);  mener  par  M  une  droite  A 
rencontrant  :  1°  l'axe  0:  et  2°  une  droite  x  =  a  du  plan  xOy;  calculer  les  coordonnées  du  point  M'  conjugué  harmo- 
nique de  M  par  rapport  aux  points  P  et  Q  où  la  droite  A  rencontre  0/  et  la  droite    x=:a. 

—  720.  —  On  considère  un  triangle  isocèle  OPQ  (OP  =  OQ)  dont  un  côté,  OP,  est  placé  sur  0;;  on  donne  les 
coordonnées  (a,  b,  c)  du  point  M  milieu  de  PQ.  Calculer  les  coordonées  du  point  Q;  quand  ce  point  décrit  un  plan,  quel 
est  le  lieu  décrit  par  le  point  M"? 

—  721.  —  On  donne  deux  points  :  A{x  =  a,  y  =  0,  z  =  c)  et  B(x  =  — «,  y  =  0,  z  =  c')  dans  le  plan  xO:  et 
une  droite  A  dans  le  plan  xOy.  Enveloppe  des  droites  A  telles  que  les  dislances  des  points  A  et  B  à  celte  droite 
soient  égales. 

—  722.  —  Soient  le  cercle  z  =  0,  x2  h-  y2  —  R^  =  o  et  la  droite  x  =  0,  y  =  a.  On  considère  les  sphères  passant 
par  ce  cercle.  Lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  à  la  sphère  par  la  droite. 

—  723.  —  On  donne  deux  droites,  z  =  h,y  =  Q  et  :=— /i,  x  =  0;  écrire  que  deux  plans  menés  par  ces  droites 
font  un  angle  constant.  Lieu  de  la  droite  d'inlerseclion  de  ces  deux  plans. 

—  724.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  Oz,  el  une  droite  quelconque  A(x  =  <7z4-/i,  y  =  bz  +  k). 
On  considère  une  droite  mobile  D,  qui  pivote  autour  du  point  0  dans  le  plan  des  y:  et  la  perpendiculaire  commune 
à  D  et  A;  lieu  du  pied  de  cette  perpendiculaire  sur  D. 

—  725.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  et  deux  droites, 

D(z  =  ff,  y  =  mx)  et  D'(z  =  —  o,  y  =  —  mx). 

On  demande  le  lieu  des  projections  de  l'origine  des  coordonnées  sur  toutes  les  droites  s'appuyant  sur  D  et  D'. 

—  726.  —  On  considère  la  courbe  x=  ^-3^,  Y  "=  ^fzzjnr+rT)'  '  =  (i  +  i)  {t-h  2y  *°  équation  du  cône  ayant 
pour  sommet  l'origine  et  s'appuyant  sur  celte  courbe;  2°  étudier  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  desxy  et  le  cylindre 
ayant  pour  base  cette  projection  et  de  génératrices  parallèles  à  Oz;  3"  intersection  de  ces  deux  surfaces;  4"  on  considère 
lès  quadriques  passant  far  l'intersection  des  deux  surfaces  :  équation  générale  de  ces  quadriqucs;  que  peuvent  ilre  ces 

quadriques? 

—  727.  —  On  donne  la  courbe    x  =  t,    y=t-,    =  =  /-     définition  et  recherche  du  plan  osculateur. 

_  728    —  Lieu  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'origine  sur  les  plans  osculateurs  à  la  courbe 

X  =  3/.  y  =  3/«,  :  =  2i». 

—  729.  —  Plan  langent  à  une  surface. 
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10730.  —  On  donne  I  ellipse  "l  ■♦"  a2  ~  '  =  ®'  -  =  0.  Équation  du  cùdc  ayani  pour  bast-  1  ellipse  ei  pour  sommet 
un  i)oinl  S(.ro,  0,  Zq). 

—  731.  —  Équation  du  cône  Ayant  pour  sommet  un  point  du  plan  des  sr  et  pour  direclric;  la  parabole 

:  =  (I,  yï  =  2px. 

—  732.  —  Lieu  de»  sommets  des  cônes  qui  sont  coupés  par  le  plan  des  yz  suivant  un  cercle  et  qui  s'appuient  sur 
la  parabole    s  =  0,  y*  =  2px. 

—  783.  —  On  lionne  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  A(l,  2,  3).  On  fait  passer  par  A  la  droite  D  parallèle  à 
l'intersection  des  plans  y  =  z,  x  -h  y  —  3:^0;  c'est  l'axe  d'un  cùne  de  révolution  dont  une  génératrice  est  OA.  Équa- 
tion de  ce  cône. 

—  734.  —  On  lionne  i.i  surface  ujl-  -h  //y-  -H  c;*  =^  n  :  la  reconnaître.  Surface  engendrée  par  leb  uuriuaU  >  menées 
de  l'origine  aux  plans  tangents  à  la  surface  donnée. 

—  735.  —  On  considère  la  surface  x*  -t-  y*  =  x*  et  la  droite  x  =zi,  :  =  0.  Équation  de  la  surface  engendrée  par 
la  perpendiculaire  commune  à  cette  droite  et  à  une  génTratrice  de  la  surface. 

—  736.  —  Surface  engendrée  (>ar  une  droite  s'&ppuyant  sur  trois  droites  fixe'*  pirallèles  à  un  même  plan. 

—  737.  —  On  donne  la  courbe  7  =  1*,  z  =  x^;  équation  de  la  surface  engendrée  par  les  droites  r)i>rrn-»!ex  \  cette 
courbe  cl  qui  sont  parallèles  au  plan  xOy. 

—  738.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  Ox,  ()y,  Oi,  et  dans  le  plan  des  xy  la  parabole  y*  —  ipx  =  Q;  on 
prend  un  point  A  sur  0:  et  de  ce  point  on  mène  la  parallèle  à  Oy;  on  prend  également  un  point  B  sur  le  prolongement 
de  0:  (OB  =  OA)  et  de  ce  point  on  mène  la  parallèle  k  Ox.  On  demande  de  trouver  la  surface  engendrée  par  une 
droite  mobile  s'appuyant  sur  ces  deux  droites  et  sur  la  parabole. 

—  739.  —  Surface  engendrée  par  un  cercle  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  zOy.  (jui  s'appuie  >;ur  la  droite 
D(y  =  b,  :  =  c)     et  qui  rencontre  en  rieiix  points  la  parabole     r  =  0,  y*  =  2px. 

—  740.  —  Surface  engendrée  par  la  courbe     z:=j\  (r  —  a)*-(-y*  =  r»,    en  tournant  autour  de  0:. 

—  741.  —  On  donne  la  courbe  (x  —  a)*  -h  y*  H-  :*  =  R*.  y=:mz;  surface  engendrée  par  cette  courbe  en  tournant 
autour  de  Oz. 

—  742.  —  Surface  engendrée  par  un  arc  d'hélice  tournaot  autour  d'une  génératrice  du  cylindre  sur  lequel  elle 
est  tracée. 

—  743    —  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  au  cône    xt  ■+■  2y>  —  i'  =  0    et  au  plan  horizontal. 

—  744.  —  Étant  donné  l'ellipsoïde  —  -h  ^  -f-  i'  —  1  =  0,  et  le  point  P  dans  le  plan  des  xy,  former  l'équation  du 
cône  de  sommet  P  circonscrit  à  l'ellipsoïde;  axes  de  ce  cône. 

xi         t/i         2% 

—  745.  —  Cylindre   circonscrit  à   l'ellipsoïde     T~f*i"*""i 1  =  0,    parallèlement  à  une  direction  du  plan  des  j-z. 

Cône  circonscrit  au  mt^me  ellipsoïde,  le  sommet  du  cône  étant  un  point  quelconque. 

—  746.  —  On  donne  l'ellipsoïde  y -t- ^ -h  ï«  — 1 -=  0;  déterminer  une  droite  parallèle  à  la  direction  j--f-y  =  0, 
z:=0    telle  qu'on  puisse  mener  par  celte  droite  dej  phns  tangents  rectangulaires. 

—  747.  —  On  mène  à  l'ellipsoïde  -i-*"Tî-^T~*  =  0  'a  normale  en  un  point  M(j-,  y.  :);  soit  P  linlerseclion 
de  cette  normale  avec  le  plan  des  xy;  lieu  des  points  de  l'ellipsoïde  tels  que    MP  ^  C". 

X*      V*      :> 

—  748.  —  Lieu  des  points  de  l'espace  dont  les  plans  polaire»  par  rapport  à  l'ellipsoide      "t"^Xi"*"~i  —  1  =  0    sont 

tangents  au  cercle     :  =  0,     j-»  4- y*  —  R*  =0. 

—  749.  ~  On  fait  tourner  un  ellipsoïde  antour  de  l'un  de  ses  axes;  lieu  du  pôle  d'un  plan  flxe  par  rapport  à 
cet  ellipsoïde. 

—  750.  —  Diamètres  dans  l'ellipsiiide. 

—  7B1.  —  On  considère  l'ellipsoïde  ^1 -H^ -♦--!  — I  =  0  et  la  droite  (D)  :  "^  ~ ^0  =  V  ~  ^»  =  ^-^=^;  lieu  de* 
centres  des  sections  planes  passant  par  cette  droite. 

—  752.  —  On  donne  l'ellipsoido  y+2"*'T~'^®*  •^•"•P"  celle  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
*  -f-  y  -H  »  =  0    et  tel  que  la  surface  de  l'ellipse  de  section  soit  égale   à  n. 

—  763.  —  Mener  par  la  droite  r  =  a,  z  =  c  un  plan  coupant  le  cône  ^-4-^  —  ^  =  0.  suivant  une  ellipse 
d'aire  donnée,  S. 

—  764.  —  Mener  d'un  point  P(4,  3,  2)  des  normales  au  cône     ^  -»-  ^ T  ~  ®" 

—  766.  —  On  considère  la  surface  "i  +  rj  —  r?'^''=0;  lieu  des  points  de  l'espace  tels  que  leurs  plans  polaires 
par  rapport  fc  la  surface  soient  tangents  &  la  courbe    z  ^  h,    x»  4-  y*  —  R*  =  0. 
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10756.  -  Étant  donné  l'hyperboloïde  x^ -^  2y^  -  z^  - 1  =  q  et  l'une  des  génératrices  qui  passent  par  le 
anXde  45»^"*"       ^^'^^'    ^^'^'    '^^^'    ^""ou^'er  une  génératrice  de  l'autre  système    faisant  avec   la  première  un 

_  757.  -  Trouver,  sur  l'hyperboloïde  g  + 1!  _  ^  _  i  =  o,  les  génératrices  qui  passent  à  une  distance  donnée, 
d,  du  centre  de  cet  hyperboloïde. 

A  ~  If^'.T  ^^^"."^"^  circulaires  du  paraboloide  elliptique.  Placer  sur  un  paraboloïde  elliptique  un  cercle  de  ravon 
donne.  Etant  donne  le  paraboloïde  x^  +  4y2  -  2z  =  0,  placer  sur  cette  surface  un  cercle  de  rayon  1.  Placer  un  cercle 
de  rayon  2  sur  le  paraboloïde    x2  -h  4j/2  —  Ss  =  û.  '''=«^'c 

—  759.  -  Soit  le  paraboloïde  elliptique  Ç-+-^_2z  =  0;  lieu  des  points  M  tels  qu*  le  plan  polaire  de  M  soit 
perpendiculaire  à  la  droite  MMq  qui  joint  le  point  M  à  un  point  donné  Mo  dn  plan  xOz. 

—  760.  —  On  considère  le  paraboloïde  elliptique  ^  +  Ç_2z  =  0  et  sur  cette  surface  un  point  fixe  de  coor- 
données x  =  a,  y  =  b,  2  =  2^  +  2Ô-  ^'®"  ^^^  sommets  des  paraboles  tracées  sur  le  paraboloïde  elliptique  et  passant 
par  ce  point. 

—  761.  —  On  donne  les  deux  surfaces  x2 -+- )/2  _  2:  =  0,  .r^-n  z2  _2y  =  0;  on  leur  mène  deux  plans  tangents 
parallèles  ayant  pour  points  de  contact  M  et  M';  lieu  du  milieu  de  MM'. 

—  762.  —  On  donne  l'équation  d'une  surface,  ^  — ^— 2j  =  0,  et  un  point  sur  cette  surface  :  x  =  a,  y  =  b, 
'  — 2^~23  '    °"  considère  les  paraboles  passant  par  ce  point  et  tracées  sur  la  surface;  lieu  de  leurs  sommets. 

—  763.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique,     ^"  —  ^  —  2z  =  0  ;    asymptotes  de  la  section  par    x  +  y  +  z  =  l. 

—  764.  —  Sections  circulaires  du  cylindre     ^  -t-  ^  —  1  =  0. 

—  765.  —  Equation  d'une  quadrique  admettant  comme  plans  de  svmétrie  les  trois  plans  de  coordonnées  et  qui 
soit  normale  à  une  droite  donnée,    y  =  mx-hà,    z  =  nx-h  te. 

—  766.  —  Discuter  les  quadriques  : 

x^+y^-h  42*-4-  2xy  +  ixz  -H  2),z  -t-  2x  +  &ly  -1  =  0,  x^ -y- {\ -h  l) y'- -h  \ z^ -h  2xy  +  2),  zx  —  2),x  =  0, 

x^  -+-  2y2  -+-  (5  -(-  À)  z2  -H  2xy  ■+-  2zx  —  2zy  —  2a  s  -t-  ),2  +  X  =  0. 

Cinématique. 

—  767.  —  On  considère  la  droite  y  =  a;  un  mobile  se  déplace  sur  cette  droite  de  façon  que  son  vecteur  vitesse 
soit  constamment  vu  du  point  0  sous  un  angle  droit.  Chercher  les  caractéristiques  du  mouvement  de  M. 

—  768.  —  Soit  une  barre  AB  de  longueur  constante  a,  dont  les  extrémités  se  déplacent  sur  les  axes  (rectangulaires). 
Le  point  A  décrit  Ox  d'un  mouvement  unifornie,  en  partant  de  0  à  l'origine  des  temps  :  vitesse  du  pornt  B  sur  Oy, 
à  l'instaHit  k 

—  769.  —  AB  est  une  droite  da  longueur  constante  dont  les  extrémités  décrivent  deux  axes  rectanjïulairea  Oj-  el  0,y  ; 
le  point  A  est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  simple  sur  Ox.  Un  point  P  se  déplace  sur  AB  d'un  mouvement  vibra- 
toire simple  également  :  étudier  le  mouvement  du  point  P. 

—  770.  —  Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  et  une  barre  AB  de  longueur  constante  dont  les  ex.trémiLés 
décrivent  ces  deux  axes.  Le  point  A  décrit  Ox  d'un  mouvement  vibratoire  simple;  loi  du  mouvement  du  point  de  contact 
de  AB  avec  son  enveloppe. 

—  771.  —  Un  point  M  décrit  un  cercle  de  centre  0  d'un  mouvement  uniforme;  un  autre  point,  P,  décrit  le  rayon  CM 
d'un  mouvement  vi'bratoire  simple  entre  0  et  M;  quel  est  le  mouvement  du  point  P  ! 

—  772.  —  Soit  le  cercle  x'^-^y-  —  2Ra.==0;  sachant  que  la  vitesse  en  un  point  M  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance OK  de  l'origine  à  la  tangente  au  cercle  en  M,  trouver  la  loi  du  mouvement,    ^  =  /"(<■),    et  l'accélération. 

—  773.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  crrconférence  d'e  rayun  a  en  tournant  toujours  dans  le  même  sens;  le 
mouvement  de  la  projection  de  M  sur  un  diamètre  est  donné  par    x  =  a(l  -i-cos^/).    Vitesse  de  M.  Hodographe. 

—  774.  —  On  donne  un  cercle,  un  point  A  fixe  sur  ce  cercle  et  on  mène  le  diamètre  AOB.  Soit  un  point  M  sur  le 
cercle,  défini  par  l'angle  polaire    BAMJ=6;    on  donne     9=^3inf.    Trouver  rhodograptie  et  l'accélération. 

—  775.  —  On  donne  un  cercle  rapporté  à  son  centre  et  un  point  A  à  l'extrémité  du  diamètre  horizontal.  Un 
mobile  M  part  du  point  A  et  décrit  le  cercle  d'un  mouvement  vibratoire  simple.  Hodograplie  de  ce  mouvement. 

—  776.  —  On  considère  un  cercle  et  une  de  ses  tangentes;  un  point  M  se  déplace  sur  cette.droite  d'un  mouvement 
uniforme  de  vitesse  v;  la  demir-droite  OM  coapc  le  cercle  en  P;  déterminer  la  vitesse  de  P  et  son  accélération. 

iM    —  777.  —  On  donne,  dans  un  plan,  deux  points  fixes  A.  et  B  et  on  définit  le  mouvement  d'un  point  M  en  donnant 
AM  =  r  =  acosM^    et    BM  =  r' =  a  sin».)/.    Trajectoire;  étude  du  mouvement. 

—  778.  —  Soit  la  chaînette  y  =  a.ch-;  un  mobile  se  déplace  sur  cette  courbe  d'un  mouvement  uniforme  de 
vitesse  v;  calculer  l'accélération.  {A  suivre.) 


5!2  (^l'KSTIONS    PROPOSÉES 


QUESTIONS    PROPOSEES 


2616.  —  Un  polynôme  du  quatrième  degré,  P  x,,  est  de  la  forme 

P  [x]  =  Ix  —a  )»  (a»  -f-  ax  —  b\ 

les  trois  nombres  t,  a  el  l  étant  nt'-^'atifs. 

i°  On  demande  de  déterminer  ce  polynôme  par  les  conditions  suivantes  :  le  trinôme    x^-t-ax  —  h    est  la 
pente   d'uno  droite  variable  dont  l'angle  avec  Ox  est  une  fonction  de  x,  et  la  dérivée  de  celte  fonction  par 

rapport  à  x  est  infiniment  petite,  en  m*^me  temps  .juc   _.  et  les  trois  premiers  termes  du  développement,  par 

rapport  aux  puissances  croissantes  de  -,  sont 

2       9^      28 

en  outre,  la  dérivée  seconde  de  P(x)  prend  la  valeur  12,  pour    x  =  a. 

2»    Former   le   polynôme  du    troisième   degré  Q(x),  tel  que   la  fraction  rationnelle     R;x)  =  pj^     soit 

^.rjalo  à        ~    ,.H — »H -7),    x' et  x' étant  les  racines  du  trinôme    x'-+-ax— 6. 

^  (X  —  «)*        X  —  X         X  —  X 

Calculer 

f'ï{[xitlx  (x>3). 

Montrer  que,  si  on  retranche  de  cette  intégrale  un  terme  de  la  forme  ALx,  la  fonction  ainsi  obtenue  est 
Unie  pour    x  —  » .     Donner  sa  valeur,  ainsi  que  i.i  valeur  de  A. 

E.    H. 


2617. -On  considère  une  ellipse,  ûn^fl  Ux  (  ^/Uni^.J  >T-^  ^    )^^ 

îJ-f-llyCo,  (a>6),      oj^sc;^  L^(^  cA^tàCfU.At 

^"^-^^  **  /  (ip^ajuuf  U^yjuu<ij^  l'dC{OU. 

ci  un»'  UmfÇfH^te  fixe  4  ootto  ollipsc,  (T^   y^  '  '  ' 

1"  Chaque  cercle  doublement  tan^w<nt  à  retle  ••Ilipse  et  ayant  son  centre  sur  le  grand  axe  forme  avec  la 

droite  (T)  un  faisceau  linéaire  de  cercles.  On  demaiulf  le  lieu  des  points  limites  de  ce  faisceau  (]uand  le  cercle 

envisagé  varie.  X  va-y-*^ 

2»    Ce  lieu  est  une  coni4iie.  Trouver  le  lieu  tlu  centre  de  cette  conique  quand  la  droite  (T)  Mivi'lrt|>fy 

i'wHipa». 

K.   H. 

2618.  —  Par  un  point  A  (a,  p)  de  la  par^lt6le,    ;/•  —  ^px  =  0,    on  mène  les  trois  normales  à  celte  courbe. 
1  '  l)tifM miner  les  pieds  dos  deux  normales  autres  que  la  normale  on  A.  Trouver  la  droite  qui  joint  ces 

deux  points  et  l'enveloppe  de  cette  (h/fUn. 

2°  Trouver  le  lieu  du  pied  d(Ha  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  cette  droite  et  construire  ce  lieu. 

E.  H. 

2619.  —  Trouver  le  lieu  des  foyers  d>itie  hyperbole  asymptote  ;\  Oy  et  tangente  ù  Ox  en  un  point  donné  A. 


le  ni'ilacteur-Ctcraut  :  II.   M  IBEHT. 
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Concours    de    1919. 


2365.  —  1°  Sur  la  surface  conoide  (C)  ayant  pour  équation  en  coordonnées  rectangulaires 
z  =  a-2 ^(a  >  0)     on  considère  la  courbe  (A)  dont  la  projection  sur  le  plan  Oxy  a  pour  équation 

polaire     p^  =  b^sin^d;     0  étant  le  pôle  et  Ox  l'axe  polaire. 

Vérifier  que  le  plan  tangent  à  la  surface  (C)  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  (A)  est  oscula- 
teur  à  (A). 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  (A)  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre. 

Pur  la  courbe  (A)  où  peut  faire  passer  un  hyperboloide  (H)  dont  V équation  est  de  la  forme 
kxy  ->s-  Bs'^H-  C  1=0.     Chaque  génératrice  de  (H)  rencontre  (A)  en  un  point  ou  trois  points. 

On  considère  une  génératrice  de  (H)  rencontrant  (A)  en  trois  points  Mj,  M^,  M3.  Trouver  le  lieu  du  centre 
des  moyennes  distances  de  M,,  M^,  M3  lorsque  La  génératrice  varie. 

2°  Former  V équation  tangentielle  de  la  surface  (C). 

Montrer  que  {C)  est  sa  propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  infinité  de  quadriques  (Q)  ayant 

pour  équation  X  ar*  -h  a  j/^  -+-  s-  H z-\-  a^^O, 

X,  (X,  V  désignant  les  coordonnées  d'un  point  arbitraire  de  (C). 

Trouver  Venveloppe  des  quadriques  (Q).  Elle  comprend  un  conoide  (C)  qui  est  polaire  réciproque  de 
(C)  par  rapport  à  i hyperboloide  (H)  de  la  première  partie. 

3"  Tout  plan  P  passant  par  une  génératrice  rectiligne  G  de  (C)  coupe  en  outre  la  surface  suivant  une 
ellipse  E  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  un  cercle  passant  par  l'origine  0  des  coordonnées. 
Réciproquement  tout  cercle  x^-hy^  —  2a a?  —  2py  =  0  du  plan  des  xy  est  projection  d'une  ellipse  tracée 
sur  (C). 

Montrer  que  toutes  les  ellipses  E  ont  la  même  distance  focale. 

On  considère  sur  (C)  les  ellipses  E  dont  le  petit  axe  aune  longueur  donnée  2K.  Leurs  plans  P  enve- 
loppent une  surface  développable  (A).  Construire  la  trace  de  A  sur  le  plan  des  xy. 

Trouver  l'arête  de  rebroussement  (F)  de  (A)  et  construire  sa  projection  sur  Oxy.  Comment  se  développe 
(r)  quand  on  développe.sur  un  plan  le  cylindre  projetant  (f)  sur  le  plan  des  xy. 

Par  (P)  on  peut  faire  passer  une  quadrique  de  révolution  autour  de  0:. 

Trouver  le  lieu  de  (P)  quand  \i  vnrie. 

4°  Comment  se  coupent  les  deux  surfaces  (C)  et  (A)? 

1.  La  courbe  (A)  est  défiBie  par  les  deux  équations 

p«=A2sin20,  :  =  rtcos20, 
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el  par  suite,  un  point  quelconque  de  cette  courbe  a  pour  coordonnées  rectilignes 


x  =  ^  cosO  vsin26,  y  :=6sin6  \sin20,  :  =  acos20, 

le  radical  ayant  un  signe  quelconque.  le  même  dans  x  el  y. 

Ce  sont  des  équations  paramétriques  de  'A). 

Le  plan  osculateur  en  un  point  est  ilélini  par  les  deux  directions  qui  ont  pour  paramètr^^ 
x'.  If',  ;'  et  x',  y",  z",  les  accents  indiquant  des  dérivations  par  rapport  à  0.  Or  la  première  (x,  y',  x') 
est  évidemment  dans  le  plan  langent  à  (C);  tout  revient  donc  à  démontrer  que  la  deuxième  s'y  trouve. 

x^ y- 

Le  plan  tangent  au  point  l  r,  y,  :)  du  conoïde     z^  a  — j —^     a  pour  équation 


ou 


P  = 


Z  —  z  =  p{\  —  T}-hg(\  —  y), 
0:  4axy*     i^cosOsin^O 4acos6sin*6 


Ox      ix*-hy*)^  c  6\sin20 


0^ ^     Aax*y     —  Aa  cos^OsinO Aa  cos*6sin6 

Dt/  (j-»H-y*)*  p  b  vsin26 

Tout  revieni  à  démontrer  que  Ton  a 

z"  =  px"-^qy\ 
On  calcule  aisément 

^,  _^^  cosJiW  "__A  3  sin i20 sin 3Q  -+-  cos26  cos 3^ _       .  2  sin 2^  sin :^0  -i-  cos Q 

v/sin"^'  ~    V      '  sin20v^snr2Ô  ~  sin26ssîn26 

.  sin.JO  ,       .3  8in20cos30  — sin30cos20       .    2  sin20cos30  — sinO 

y  =  0  ,  y  =  0— ■^= =  0. ,         , 

V  sin  20  .  sin20v/sin20  sin20v^in2Ô 

et     2"  =  —  Ui  cos 20. 

La  vérilication  est  alors  immédiate. 

La  projection  de  la  courbe  (A)  sur  le  plau  des  xy  a  pour  équation  cartésienne 

(a:«H-y«)»  — 2A*xj/  =  0; 

c'est  une  lemniscale  (jui  a  trois  points  doublas  :  l'origine  el  les  points  cycliques. 

Four  exprimer  les  coordonnées  d'un  p<iml  en  fonclion  rationnelle  d  un  paramètre,  nous  coupons 
celle  courbe  par  un  cercle  langenl  h  l'origine  à  Oy,     x* -h  y*  —  à  v2/j=:0.     /  étant  un  paramètre. 

Ce  cercle  rencontre  la  courbe  en  un  seul  point  M  dilTérent  de  l'origine  et  des  points  cycliques,  el 
pour  avoir  ce  point,  nous  formons  réqualion  du  faisceau  des  droites  joignant  l'origine  aux  points  de 
rencontre  de  la  bunniscate  et  du  cercle;  nous  débarrassons  cette  éijualion  des  tiroites  isotropes  et  de 
l'îixe  ()y,  et  il  nous  reste  l'équation     y  =  l^x.     qui  représente  la  droite  n.M. 

En  prenant  l'iiilersection  de  cette  droite  et  du  cercle,  nous  oMi-nons  les  coordonnéos  du  point  M. 

l'uis,  en  remplat;anl  //  par  /*j-  dans  l'eiiiiiiUon  du  conoide,  nous  avons     z^a .       ^-     "  ^"  résulte 
<|ue  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (A),  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre,  sont 

Av2'  *\2/'  i  —  t' 

'=r;r7i'       y^rn"»'       '^^hm^- 

Pour  que  celte  courbe  soit  sur  l'Iiyperbuloide  (H).     Axy  -h  B:»-hC  =  0,     on  doit  avoir,  quel  que 
soil  (, 


2A6«<*        Bfl«(l-/*)«  .  ^_^ 
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ou,  en  ordonnant, 

t^Ba^  -h  C)  +  ^t'{\b-  —  ha^  -h  C)  +  Ba2  4-  C  =  l). 
Écrivons  que  les  coefficients  sont  nuls;  nous  avons 

Ba2-+-C  =  0.  A62  — Ba2  +  C  =  0; 

d'où 


B---^  A-      ^^ 

b_       ^,,  A  — 


w 


et  par  suite,  l'iiyperboloïde  (H)  a  pour  équation  ; 

^  +  4  —  1  =  0,  ou  2a'xy-hb^z^  —  a^)  =  0. 

Les  deux  systèmes  de  génératrices  de  (H)  sont  alors 

i  a  \J^x  =  lh{a  -h  z),  i  a  y/2.r  =  u.6(a  —  ;), 

Remplaçons  dans  (1)  a-,  y,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t,  nous  obtenons  les  deux  équa- 
tions 1  =  1  et  f*^Xf,  qui  ont  une  seule  racine  commune  /=:X.  Donc  toute  génératrice  du 
système  (I)  rencontre  (A)  nn  un  seul  point. 

En  remplaçant  dans  (II)  x,  y,  z  parles  mêmes  valeurs,  nous  obtenons  les  deux  éqimlions     /'  =  u.. 
/*  =  a^     qui  onttroisracinescomniunes,  les  racines  de     t^z=fj..     Donc,  toute  génératrice  du  système  (II) 
rencontre  (A)  en  trois  points. 

Soient  t^,  t^,  t^  les  racines  de  l'équation  t^  =  <j..  L'ordonnée  y  du  centre  des  moyennes  distances 
des  trois  points  est 


3       1-h/ 


ou,  comme     <?=  [x, 


Or, 


y 


bsl^ 


aS 


3    '       1-+-ÎX/, 


1        _,         S(l -h  ;/■<,)  (l-+-!xg         _       3 

^i-f-(i^  — (1  +  1x^(1 +  [xg(i-h[x  g     i-h|x*' 

car     s/j  =  0,     Sfi^j^O'     ^1^3  =!^- 
On  a  donc 

D'autre  part,  le  centre  des  moyennes  distances  est  sur  la  génératrice  (M).  Rf^mplayons.  dans  les 

équations  (II),  y  par  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  nous  obtiendrons  les  valeurs  suivantes 

pour  s  et  a? 

_  _     1  —  a*  _  b  y  -2 ,0." 

1  -h  a*  1  -I-  a^ 

Nous  avons  ainsi  les  équations  paramétriques  du  lieu  demandé.  Faisons  le  changement  de  para- 
mètre    [x  =  ^ ,  nous  avons 

^  =  rTô^'  '/^i:^'  --«-onpr' 

et  ceci  nous  montre  que  le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  est  la  courbe  symélri<iue  de  (A)  par 

rapport  au  plan  des  xy. 

2.  Pour  avoir  l'équation   tangenlielle  de  la  surface  (C),  nous  appliquerons  la  méthode  qui  a  été 
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indiquée  par  M.  Bliim  (Revue  de  Mal héniati<jues  spéciales,  mars  191:2)  pouV  obtenir  l'équation  tanpen- 
tielle  (lu  conoïde     :  =  ^|  ^  j.     ou  en  rendant  homogène 

/•(j,  y,  z, /)  =  z-r=;(|)=0. 
Pour  qu'un  plan     ux  -^^  vy  -h  //•:  -f-  r/  =  0     soit  langent  à  cette  surface  il  faut  qu'on  ait 

/5_/v_A_A  ^^  :, /)  =  0, 

M         i;        w        r  /  '    »  .7  '         '  » 

oa 

'^■{I)^._-'-/(l)L._-^(l)         .    WvW„ 

-»                   n  V  ir  r  .  '  '  j*  ' 

On  en  déduit      -  = ,         =  —  S'I     ),     el,  en  éliminant -,  on  a  . 


Pour  le  conoïde  (C)  on  a     ç,  (  ^  )  =  o ,,     et  par  suite  l'équalion  tangenlielle  de  ce  conoïde  est 

X* 

r(M* -f-  '*)  —  mr{u^  —  v*)  =  i). 
Le  plan  polaire  du  point  (x,  y,  z)  par  ra|i{)orl  h  la  quadriquc  (Q)  a  pour  équation 

en  écrivant  qtie  ce  plan  est  tangent  au  conoïilo  l'C),  nous  olit<^nons 

C^!  H-  a»")  ()>«rr»d-  |i»y*)  —  a  ('s  -+  '^  (À*-r*  —  H^V'/')  =  « 
ou 

:[X«x»(«  —  v)  -4-  a^V»(<l  H-  v)]  -h  fl[X»X*(v  —  a)  -+-  ul*.v»(v  -+-  ")j  =  0. 
Comme  le  point  (>..  a,  v)  est  sur  le  conoïde,  on  a 

v  =  -Yi--^î^-,  ou  X*(fl  —  v)r=a*(a-l- v). 

Divisons  l'équation  précédente  par     ),'(a  —  v)     ou     a*(a-4-v),     nous  avons 

s  (a:« -^  t/») -4- a  (— a:» -4- y»)  =  0. 

c'est  précisém«'nt  l'équation  du  conoïde  (C). 

Lns  coordonnées  )>,  [jl,  v  d'un  point  quelconque  de  ce  conoïde  peuvent  s'exprimer  en  fonction  des 
dfux  paramétres  s  et  0, 

x=pros6,  7  =  csinO,  :  =  ricos20, 

eU'équation  de  la  qnadriqup  (Q)  «levienl 

2rt' 
0  =  p/x'cos6+-  i/'sinO)  -4-  s*  H ^7  -!-(»'  =  (>• 

*  C08  2  'J 

pour  avoir  l'envcUippo.  nous  éliminons  pol  0  entre  cette  équation  et  les  suivantes  :     Qf^O.     Q»  =  ^- 
Or. 

Qj  :=  X*  cntiO  -U  !/•  siiiO  — :  0  ou  tirO= —     ,. 
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Portons  celle  valeur  de  tgO  dans  l'éqûalion     Q  =  0,     nous  obtenons 

1/  —  X*  ' 

ou 


(=-«S^)(=-«f^)="- 


C'est  l'équation   de  l'enveloppe.   Elle  se  compose  du  conoïde  C  et  du  conoïde  C,     z  =  a^',~^  ^-'l ^ 
dont  l'équation  tangentielle  est 


x^  —  y' 


a- 


En  écrivant  que  le  plan  polaire  du  point  (/,  y,  z)  par  rapport  à  l'hyperboloïde  (H)  est  tangent  au 
conoïde  (C),  on  obtient  sans  difficulté  l'équation  du  conoïde  (C). 
3.  Une  génératrice  quelconque  G  de  (C)  a  pour  équation, 

1  —  l^ 

un  plan  (P)  passant  par  cette  génératrice  est  délini  par 

•    IP)  /  z-''-^^^  =  \{y-tx). 

En  éliminant  z  entre  cette  équation  et  celle  du  conoïde  (C),  on  obtient  l'équation 

Ceci  montre  que  le  plan  (P)  coupe  le  conoïde  suivant  la  génératrice  G,  et  suivant  une  ellipse  (E) 
dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  le  cercle 

(1)        ■  X(.'+v')H-^^^^ï^  =  0. 

Réciproquement,  soit    x^ -h  y^  —  2ax  —  2,3?/  =  0     Téqualion  d'un  cercle  passant  par  l'origine.  En 
identifiant  ces  deux  équations  on  a 

À at  a 

î~  — a(l  +  <2)  — _fi(i  +  <^)' 

et 

t  —  -  1—         "^ 

Donc  le  cercle  donné  est  la  projection  d'une  ellipse  tracée  sur  (C)  et  située  dans  le  plan 

a(,S?/  —  aa;)  +  z(a*  +  f)  =  a{f'  —  a^). 
La  normale  au  plan  (P)  a  pour  parami  1res  directeurs  It,     — X,     1;     par  suite,  l'angle  y  de  ce 


plan  avec  le  plan  des  xy  a  pour  cosinus  -,     et  pour  tangente    À  Ji  -+- 1*. 

Or,  le  rayon  du  cercle  (1),  qui  a  pour  expression     —  ,     est  le  demi  petit  axe  b^  de  l'ellipse  (E)  ; 

À  \  1  -4-  <* 

la  demi-distance  focale  c^  a  pour  valeur  (d'après  k;  lliéorèmo  de  Dandelin) 


a 


Pour  les  ellipses  (E)  dont  le  petit  axe  a  une  longueur  cunslanle  :2R,  on  a     2R  =  — -  ,     ou,  tu 

posant     /^tgcp,     /  =  — r- — •- ■ 
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L'équation  du  plan  (P)  devient  alors 


(2) 


—  =  R  co'<  :2î.  -+-  V  cos 
a 


jr  sin^,. 


Comme  cette  équation  renferme  un  seul  paramètre,  le  plan  (P)  enveloppe  une  surface  développable 
(A)  dont  la  génératrice  osl  définie  par  l'équation  (2)  et  Téqualion  dérivée  (3)  : 

(3)  2Hisin29-f- i/sin=,-hacos9  =  0. 

Cette  droite  rencontre  le  plan  des  xy  au  point  (x,  y)  défini  par  les  deux  équations 

(4)  R  cosSçH- J/C0S9  —  a"sin«.  =  0, 

(5)  2Ksin2{p-r- î/sino-f-ar  cos^  =  0. 

Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  est  le  point  où  la  droite  (4)  louche  son  enveloppe.  On 
vérifie  aisément  que  cette  droite  rencontre  les  bissectrices  des  axes  de  coordonnées  en  deux  points  dont 
la  distance  est  constante.  Donc  l'enveloppe  de  la  droite  (3),  ou  la  trace  de  (A)  sur  le  plan  des  j«/,  est  une 
hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  les  tangentes  de  rebroussemont  étant  les  bissectrices  des  axes. 
Pour  avoir  l'arête  de  rebroussement  (F)  de  (A),  nous  dérivons  (3)  par  rapport  à  ^;  nous  avons 
(fi)  4Hcos2«f.-hycos5  — xsin:p  =  0, 

et  nous  résolvons  (2).  (3)  et(i)  par  rapport  n  r.  7.  :;  nous  obtenons 

x  =  — 4K8in»'s,  y  =  — iRcos';}..  :  =  — 3acos2?p; 

ce  sont  les  équations  paramétriques  de  (F).  On  voit  que  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  encore  une 

hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  les  tangentes  en  ces  points 
étant  les  deux  axes. 

Quîind  o  varie  de  0  à  2z.  le  point  (t.  y.  z)  décrit  toute  la 
courbe  (I),  et  la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  des  xy  décrit 
l'hypocycloide  à  partir  du  point  A  dans  le  sens  AHCD. 

Développons  le  cylindre  projetant  la  courbe  {!')  sur  le  plan 
des  xy,  sur  le  plan  des  zx.  de  façon  que  la  section  droite  ABCD 
vienne  s'appliijuer  sur  Ox  suivant  .\,B,C,D,.\,j.  Pour  avoir  le 
développement  de  (F)  il  suffit  de  calculer  :  en  fonction  de  l'arc  * 
de  l'hypocycloide. 

On  a  aisément 

(fs  =  rb<'>Hsin;>.^i. 

Nous  supposons  que  s  varie  dans  le  même  sens  que  o;  alors  ^  doit  être  positif. 
Soil  d'abord     0<!i.<^,     sin2;î.>0.     Nous  avons 

rf«=-Hr)RMn25.(/o,  .v  =  — 3R  cos 2^-4- C. 

n.l.Mrniiions  C  de  façon  que  »  soit  nul  pour     o  =  0;     nous  obtenons     C  =  3U     et 

5=:m(l  — cos2s). 
et  en  éliminant  cos2i  entre  les  deux  équations,  on  obtient 

c'est  l'équaticm   du  segment  de  droite   PQ,     (0P  =  —  3a, 
B,(J  =  H-3a). 

(Juand  i  augmente  de  tt,  z  change  de  signe;  par  suite. 

pour  les  valeurs  de  y  comprises  entre  5  et  'î,  nous  aurons  le 
segment  de  droite  QH  symétrique  de  QP  par  mpport  b  \^^Q.  puis  RS,  et  enfin  ST. 
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Le  développement  de  la  courbe  (T)  se  compose  de  la  ligne  brisée  PQRST.  Ceci  montre  que  (r)  est 
une  hélice. 

Cherchons  Téquation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  (F)  en  tournant  autour  de  0:.  Les 
équations  d'un  parallèle  sont 

:  =  —  3a  cos2(o, 
x^--hy^=  16R2(sinS  +  cos«(p)  =  16R2[(cos-'f  -h  sin^cp)^  —  3  sin^cj,  cos^cp  (coscp  +  sin**)], 
ou 


x^ 


-h  y^  =  im^  fi  —j^sm'-'io)  =  iR-(i  +  3cos22cp). 


En  éliminant  cos2cp,  on  obtient  l'équation  de  la  surface 

Sa^ix^  +  y')  —  ^^^^^  —  12am^  =  0  ; 

elle  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Pour  avoir  le  lieu  engendré  par  (T)  lorsque  R  varie,  nous  éliminons  R  et  o  entre  les  équations  para 
métriques  de  cette  courbe.  On  a  aisément 


'-=(-;) 


3 

z  =  —  3a 


1 


-dï 


.y 


2  ' 
X\^ 


puis 

/^\à 3a -h  Z 

\y)~~3a  —  z' 

■et  enfin 

x^{3a  —  zY—yH3o-hzY  =  0. 

C'est  l'équation  d'un  conoïde  du  cinquième  degré. 

4.  Reprenons  les  équations  de  la  droite  qui  engendre  la  surface  développable  (A) 

R' 

X  sina>  —  V  coscû  H ^  —  R  cos2ci)  =  0, 

^        ■        a  ' 

a?  cos -.5 -h  V  sin  2< -t- 2R  sin  2:i  =  0. 
En  les  résolvant  par  rapport  à  x^  ij  et  en  calculant    aî^-t-y-     et     r^  —  »/',     nous  obtenons 

a?2  +  y2  ^  R^  I  ?1^ -+- 3  sin^âc»  —  -  C0S2-J  , 
■'  la*  •        a  '  \ 

a;2  _  y2  _  R2  r_  cos''2cp  —  ^  cos'Scp  —  j,  cos2<p  -h  ^1 . 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  (C).  et  en  posant     cos23.  =  î/,     on  obtient  l'équition 

23  _  airJ  —  ahiH  -h  a^u^  ^  (:  —  aufiz  +  au)  ^  0. 

L'intersection  de  {^)  et  de  (C)  se  compose  donc  de  deux  courbes. 

1°  La  courbe  double  (y,)  correspondant  à     z:=au,     et  définie  par  les  équations  paramétriques 

ar=  — 2Rcos<psin2»,  t/=  —  SRsino  sin2(p,~  s  =  acos2cp. 

C'est  l'intersection  du  conoïde  avec  l'ellipsoïde        4Ra     '^  ^  —1=0;     (A)  et  (1')  sont  tangentes 
■en  tous  les  points  de  cette  courbe. 
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2»  La  courbe  simple  (y^),     :  —  —  au,     définie  par 

a?^  — 2Rsinç.,  y  =  — 2Rcosç.,  2  =  acos2^. 

C'est  l'interseclion  du  conoide  et  du  cylindre     jr*-f-t/*  =  4R*. 

L.  LONG,  professeur  au  collège  de  Chàlelleraull. 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  M.,  a  Guérel;  G.  K..  a  Paris. 

llKMARyi.'E.  —  Il  y  a  dans  r«^noncé  une  faute  d'hoinogt^néité,  quand  il  est  dit  que  X.  |ji  et  v  sont  les 
coordonnées  d'un  point  de  (C).  Cette  faute  n'a  aucune  conséquence,  parce  que  les  coordonnées  j  et  y  n'entrent 
dans  r'-quatioii  de  (C'  que  par  leur  rapport. 
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2318.  —  Ln  lunette  d'un  goniomètre  ayant  été  pointée  sur  son  collimateur  K,  on  la  déplace,  dans  te  sent 
positif,  d'un  angle  égal  à  l'angle  \  d'un  prism>'  donné  ABC;  la  lunette  est  ainsi  amenée  dans  la  position  L. 

Le  prisme  est  alors  placé  sur  la  plate-fonne  duns  une  position  ABC  telle 
que  le  rayon  KKG,  entré  par  In  facp  AB,  se  réfléchisse  sur  BC  et  sorte  par 
la  face  CA;  puis  on  tourne  la  plate- forme  du  prisme  jusqu'à  ce  que  l'image 
(le  la  fente  du  rnUimateur,  éclairée  par  une  lumière  monochromatiijw,  se 
^    fasse  sur  le  rétuule. 

1"   Comment  déterminer  expérimentalement  l'angle  d'incidence   i  du 
rayon  sur  la  fnre  AB  ? 

^1"  h' tant  don  nés  les  an  g  les    H:=74°,    C  =  32°,    1  =  30°.    calculer  l'indice 
de  réfraction  n  du  prisme  pour  la  radiation  monochromatique  envisagée, 
.'{"  (Juel  serait  l'aspect  du  phénomène  si  l'on  remplaçait  la  lumière  monochromalique  par  de  la  lumière 
blanche? 

4°  Comment  se  déplace  l'image  monochromatique  de  la  fente  quand  on  tourne  la  plate-forme  du 
prisme  (1  partir  de  la  position  actuelle,  dans  le  sens  positif ,  puis  dons  lèsent  négatif? 

5"  l'Jntre  quelles  limites  de  l'indice  n  l'expérience  peut-elle  utiliser  la  forme  du  prisme  donné,  arec 
les  valeurs  données  des  angles?  (Juelle  in/luenrc  exerce  une  diminution  de  H  —  C  sur  ces  limites  et  sur 
la  précision  de^  mesures?  Que  devient  l'expérience  quand    B  —  C     devient  nulle? 

(Hcoli'  Polytechnique,  concours  spécial  de  191V.) 

!•  Si  la  lunette  est  aulocolliiuatrice,  on  peut  déterminer  /  en  rept^rant  la  direction  de  la  normale  à  la 
face  AB;  on  mesure  ainsi,  en  parlant  de  la  position  initiale  de  la  Innetle,  l'angle  r  —  i.  Si  la  lunette 
n'est  pas  autocollitnatrice,  on  rc^pérera  la  direction  du  rayon  réfléchi  en  K;   on  mesure  alors  t,  —  2i. 

2"  Soient  r  l'angle  de  réfraction  en  K,  l<  l'angle  d'incidence  en  V,  r'  et  i'  les  angles  d'incidence  et 
de  réfraction  en  U.  ^ou8  pourrons  calculer  n  par  la  formule 

sini  siut' 

n  =  -. —  ou  n  =  —. — t . 

sinr  sinr 

Par  hypothèse,  le  rayon  incidi'nt  en  E  et  hî  rayon  réfracté  en  G  font  entre  eux  l'angle  A,  or  A  est 
aussi  l'angle  des  normales,  donc     i  =  i'     et,  par  suite,     r=:r'. 

L'angle  »  est  donné.  l'our  avoir  r,  remar<|iions  qu'on  a  successivement 

r-+-A  =  B  et  A  — r'=iC,         '   d  ou  r-hr'   ou  2r=B  — C. 


Donc  "  ^^  rn:,  Il  nTv  =  L:;r;rr;=^  '  •''" 


jint_  sin3o" 

»in("  -*')~sinlT 
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Remarquons  maintenant  que  si  nous  traçons  les  droites  CA',  BA',  FG',  G'L',  respectivement 
symétriques  de  CA,  BA,  FG,  GL  par  rapport  à  BC,  la  figure  représente  un  rayon  traversant  un 
prisme  dont  les  faces  AB  et  CA'  forment  entre  elles  un  angle  a=B  —  C.  Comme  i  =  i',  le  ra\on 
traverse  ce  prisme  au  minimum  de  déviation.  La  considération  de  ce  prisme  a  permet  de  résoudre 
facilement  les  questions  suivantes. 

3°  La  lumière  blanche  fournira  un  spectre  dans  lequel  l'angle  i'  sera  plus  grand  pour  le  violet  que 
pour  le  rouge. 

A°  Si  l'on  fait  tourner  le  prisme  donné,  la  direction  G'L',  parlant  du  minimum  de  déviation  dans  le 
prisme  a,  reste  d'abord  stationnaire  ;  donc  la  direction  GL,  symétrique  de  G'L'  par  rapport  à  la  direction 
mobile  BC,  tourne  dans  le  même  sens  que  celle-ci  et  deux  fois  plus  vite.  Le  prisme  s'écartant  davantage 
de  sa  position  initiale,  G'L'  tourne  toujours  dans  le  sens  positif.  Si  le  prisme  tourne  dans  le  sens 
positif,  GL  continue  de  tourner  dans  le  même  sens,  car  la  vitesse  de  rotation  de  G'L'  est  toujours 
inférieure  à  celle  du  prisme.  Si  le  prisme  tourne  dans  le  sens  négatif,  la  rotation  de  G'L'  et  celle  de  BC 
concordent  pour  faire  tourner  GL  dans  le  sens  négatif. 

On  peut  obtenir  ces  résultats  autrement  en  calculant  la  déviation  A  du  rayon  GL  par  rapport  au 

rayon  incident  KE.  On  trouve  facilement 

.,       r,       ^  ,,   .  d\       .       di'       ,    ,   costcosr' 

A  =  7r-hi  —  î  — B  —  C,  dou  --y^  =  l — -Tr  =  lH -. 

'  di  di  cosrcosi 

Cette  expression  est  toujours  positive,  donc  A  et  i  varient  toujours  dans  le  même  sens.  En  parti- 
culier, quand  le  prisme  passe  par  la  position  initiale,  la  vitesse  de  rotation  de  GL  est  double  de  celle 
du  prisme.  Le  rapport  des  deux  vitesses  diminue  quand  i  croît,  augmente  quand  i  diminue. 

5°  Le  prisme  a  ne  peut  être  traversé  que  si  l'angle  limite  qui  caractérise  la  substance  du  prisme 

est  supérieur  a  ^,  ce  qui  donne,  pour  les  smus, 

1  ^      .     B  — G  ^1  C)  -n 

La  limite  de  n  augmente  donc  quand  la  différence  B  —  C  diminue.  En  même  temps,  la  précision 
des  mesures  diminue  puisque  les  angles  qui  servent  à  déterminer  n  diminuent. 

Enfin,  quand  la  différence  B  —  C  devient  nulle,  l'expérience  ne  peut  plus  servir  à  déterminer  n, 
la  lumière  blanche  ne  donne  plus  d'irisation  et,  si  l'on  fait  tourner  le  prisme,  la  direction  du  rayon  GL, 
symétrique  de  la  direction  lixe  G'L'  par  rapport  à  la  droite  mobile  BC,  tourne  toujours  dans  le  même 
sens  d'un  angle  double.  C'est  dans  ces  conditions  que  fonctionnent  les  prismes  à  rétlexiou  totale. 
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ÉCOLE    POLYTECHNIQUE 


Concours    de    1921, 


U.  (Hu^AJ^iM    ^u  à^tSue^  » 


Mathématiques  (1"  composition).  hPujjllÂx    à>eu^  U4  •■*<- 

2520.  —  Une  fonction  de  la  variable  réelle  x  est  représentée  par  la  série 

sin2a/— a;\2  sinna/  — .t\" 

où  a  est  une  constante  donnée  comprise  entre  zéro  et    +  ^- 
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1°  Montrer  que  la  série  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur  de  x. 

2»  Former  les  séries  qui  représentent  les  dérivées  ;/'  et  y";  montrer  que  la  fonction  y  vérifie  une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  constants. 

3"  Former  l'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle;  puis  reconnaître  parmi  les  fonctions  qu'elle 
contient,  celle  dont  l'expression  (t)  représente  le  développement  en  série. 

Par  quelle  transformation  peut-on  passer  de  la  courbe  représentant  les  variations  de  la  fonction  y  =  f[x) 
à  l'une  ijuelconque  de  celles  qui  correspondent  à  l'intégrale  générale? 

40  Construire  la  courbe    y  =  f[x).     Montrer  (ju'elle  a  une  infinité  de  points  de  contact  avec  la  courbe 

y  =C-"«Mta. 

5°  Évaluer  l'aire  comprise  rntre  les  arcs  de  ces  deux  courbes  limités  à  deux  points  de  contact  consécutifs. 

Soient  x„,  y^  les  coordonnées  de  l'un  des  points  de  contact.  Calculer  l'aire  comprise,  à  partir  de  ce  point, 

entre  les  deux  courbes  et  la  droite  parallèle  à  Oj/  qui  a  pour  abscisse    x>  x^. 

Que  devient  celle  aire  quand  x  croit  indéfiniinent? 

[Durée  '  4  h.) 

Mathématii/ues  (2*  composition). 

I.  —  2521.  .Sur  un  [dan  horizontal  repose  sans  frottement,  par  un  point  de  sa  surface  courbe,  une  «li-nii- 
!'pll^re  de  poids  I*,  de  ceiitrt'  0,  de  rayon   W,  solide,  homogène,  de  sorte  que  son  centre  de  gravité  G  est  à  la 

3 
distance  OG  =  ûH    du  centre.  En    deux   points  \   et  A'  m.irqués  sur  le  grand  cercle,  aux  extrémités  d'un 

diamètre,  sont  appli(|uées  dos  forces  F  et  F'  égales  à  P,  de  sens  contraires  et  parallèles  à  une  droite  donnée  A 
qui  fait  l'angle  x  avec  le  plan  jjorizontal. 

Quelles  sont,  dans  les  |tositions  d'équilibre  : 

l*  la  direction  du  |»lan  \G.\': 

2°  la  valeur  0  de  l'angle  de  OG  avec  la  verticale  descendante? 

II.  —  2522.  Le  mouvement  d'un  point  P  dans  un  plan  est  défini,  au  moyen  d'un  paramètre  h,  par  les 
trois  éiiuations 

ou  l.og  désigne  le  logarithme  népérien,  t  le  temps,  x  et  y  les  coordonnées  du  mobile  P  par  rapporta  deux  axes 
rectangulaires  Ox  et  Oy  du  plaa. 

1"  Figurer  la  trajectoire  (C)  et  l'hodograph*-  H)  du  mouvement;  indiquer  les  sens  de  parcours;  calculer, 
en  fonction  de  »,  la  grandeur  de  la  vitesse,  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'-angle  h  de  celte  vitesse  avec  Ox. 

2"  l.a  masse  du  point  maléricl  P  étant  prise  |iour  unité,  trouver  la  force  F  qui  produit  le  mouvement  et  ta 
décomposer  en  deux  autres  forces;  l'une  F'  parallèle  à  Oy,  l'autre  F"  tangente  à  {O. 

3"  Conclure  des  résultats  que  les  formules  (l)  peuvent,  avec  des  unités  convenables,  représenter  le  mouve- 
ment d'un  point  pesant,  avec  frottometU,  sur  un  plan  incliné,  étant  enlt-ndu  qu'entre  la  composante  norm.ile  Q 
de  la  réaction  du  plan  et  la  composante  tangciitiellt'  F"  la  relation  est  F"  =•  Q^,  f  étant  le  coeflicient  de 
frottement.  —  Quelle  relation  ces  formules  impliquent-elles  entre  f  et  l'angle  i  du  plan  incliné  avec  le  plan 
horizontal? 

Application.  —  On  donne» le  coefficient  de  frottement    f  =  ^i'     quelle  est  l'inclinaison  i  correspondante  du 

plan?  Sur  ce  plan,  l'accélération  de  la  pesanteur  étant  j/  =  981  C.  G.  S.,  on  lance  un  mobile  P  à  partir  d'un 
point  0,   à  l'origine  du   temps,  avec  une  vitesse  0,V,   égale  à  SO  C.  G.  S.,  dirigée  vers  le  haut  et  faisant 

l'angle    0,  =  j    avec  les  horizontales  du  plan.  Donner  des  formules  propres  h  calculer  au  moyen  de  u,   le 

temps  T  et  les  coordonnées  X  et  Y  du  point  P  en  unités  C.  G.  S. 

[Durée  ;4  A.) 

Épure. 

2523.  —  l'n  hyperboloide  réglé  île  révolution,  de  centre  10,  o')  a  son  axe  vertical.  I.e  rayon  du  cercle  de 
gorge  est  de  7»«*.  Iji  méridienne  île  l'hyperboloïd"'  est  une  hyperbole  équilalère. 

Un  solide  S  est  limité  par  l'hyperboloïde,  par  le  plan  du  cercle  de  gorge  et  par  un  plan  horizontal  situé  à 
lO*"»  au-deHsous  df  ce  dernier  plan. 

Trois  sphères,  pass.int  toutes  par  le  centre  .li-  l'hyperboloïde,  ont  leurs  centres  situés  aux  sommets  d'un 


■  » 
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triangle  équilatéral  inscrit  dans  le  cercle  de  gorge,  l'un  de  ces  sommets  étant  le  point  le   plus  en  arrière  du 
cercle. 

On  représentera  par  ses  deux  projections  la  partie  du  solide  S,  supposé  opaque,  extérieure  aux  trois 
sphères  dont  il  s'agit. 

Les  points  o  et  o'  seront  marqués  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  le  point  o  à  T'"^  au-dessous  du  centre  de 
la  feuille,  le  point  o'  à  18*="'  au-dessus  de  ce  centre. 

{Durée  ■  4  /*.) 

Calcul. 

Le  sol  est  horizontal.  D'un  point  S  extérieur  à  un  champ  hexagonal  ABCDEF,  et  à  l'aide  d'un  goniomètre 
dont  le  limbe  gradué  est  horizontal,  on  a  visé  successivement  les  sommets  et  relevé  les  lectures  correspon- 
dantes sur  le  limbe.  On  a  aussi  mesuré  les  distances  des  sommets  au  point  S.  Les  résultats  sont 


SB  =  61  ,8 

se  =  88  ,5 

SD  =  98  ,2 

SE  =  92  ,7 

SF  =  48  .2 


Lecture  correspondante  à  la  visée  du  point  A,     2ob,5. 

—  B,     74  ,8. 

—  C,     49  ,7. 

—  D,    83  ,3. 

—  E,  dl3  ,9. 

—  F,  153  ,0. 


Calculer  la  surface  du  champ  à  l'aide  de  la  règle  à  calcul  ou  des  tables  de  logarithmes. 

{Durée  :  l  h.) 

Physique. 

I.  —  Exposer  comment,  en  utilisant  la  notion  du  point  critique  découverte  par  Andrews,  on  a  pu  liquéfier 
les  gaz  réputés  autrefois  permanents. 

II.  —  2524.  Une  lentille  simple  plan-convexe  L  repose  par  le  pôle  de  sa  partie  sphérique  sur  un  point 
marqué  P  d'une  lame  horizontale  X.  Un  microscope  M,  placé  au-dessus,  a  été  mis  au  point  successivement  sur 
les  éléments  suivants  : 

a)  la  face  plane  supérieure  de  la  lentille  L; 

b)  le  point  P  de  la  lame  À  vue  à  travers  L  ; 

c)  le  même  point  P,  la  lentille  L  étant  retirée; 

d)  le  même  point  P  vu  à  travers  la  lentille  L,  retournée  de  façon  à  reposer  par  sa  face  plane  centrée  sur 
le  point  P. 

Les  déplacements  verticaux  successifs  du  microscope,  en  passant  d'î  chaque  pointé  au  suivant,  ont  été 
respectivement  : 

a6  =  3""',33;  6c  =  l"^'",67;  cd  =  0""'. 

On  demande  de  trouver  : 

i°  l'épaisseur  e  de  la  lentille  L;  le  rayon  R  de  sa  face  sphérique;  son  indice  de  réfraction  n  à  un  centième 
près; 

2°  son  centre  optique  et  ses  points  nodaux;  ^ 

3°  son  interstice  et  sa  distance  focale  F; 

4°  la  variation  ôF  de  la  distance  focale  lorsque  la  température  s'élève  de  10». 

On  admettra  que  l'indice  n  du  verre  est  lié  à  sa  densité  par  la  formule     — -. —  =  A,    A  étant  une  constante 

et  que  le  coefficient  de  dilatation  cubique  vrai  du  verre  est    k,=  8  x  10""'. 


{Durée  :  3  h.). 


Chimie. 
l.  —  L'acide  sulfhydrique;  préparation,  propriétés,  composition. 


II.  —  2525.  1"  En  dissolvant  de  I  anhydride  arsénieux  dans  de  l'acide  chiorhydrique  étendu,  on  veut 
préparer  un  litre  d'une  solution.  A,' telle  que  l'oxydation  complète  de  ce  litre  de  liqueur  exige  un  litre  de 
chlore  mesuré  dans  les  conditions  normales. 

Quel  poids  d'anhydride  arsénieux  faut  il  dissoudre? 

2»  Pour  préparer  une  autre  solution,  B,  on  attaque  58,64  de  permanganate  de  potassium  par  un  excès 
d'acide  chiorhydrique.  Le  gaz  dégagé  par  la  réaction  est  dirigé  dans  un  excès  d'une  solution  de  potasse 
étendue  et  froide.  Ce  liquide,  après  réaction,  est  dilué  jusqu'à  occuper  le  volume  d'un  litre. 
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De  la  solution  \i  ainsi  étendue,  quel  volume  faut-il  pour  oxyder  5o«">^  de  la  solution  A? 

3°  Dans  50""'  de  la  solution  A  on  ajoute  un  peu  d'iodure  de  potassium;  puis  on  y  fait  arriver  un  courant 
lent  d'oxyg«'ne  ozonisé,  en  mesurant  le  débit  en  volume  par  un  dispositif  approprié.  On  observe  que  la  solution 
prend  une  légère  coloration  bruno  quand  «'Ile  a  reru  800'"'*  d'oxygène  ozonisé  ;  on  arrête  alors  l'arrivée  du 
gaz. 

a)  Quelle  est  la  teneur  volumélrique  centésimale  en  ozone  de  l'oxygène  ozonisé? 

6)  Quel  est  le  volume  du  gaz  qui  s'éiliappera  de  la  solution  après  avoir  réagi  sur  celle-ci? 

4"  Par  quels  réactifs  peut-on  déterminer  la  composition  qualitative  de  la  solution  A  avant  et  après  la  trans- 
formation par  l'oxygène  ozonisé? 

On  adoptera  dans  les  calculs  les  données  suivantes  : 

Poids  atomiques  :     Mn  =  o5,     K  =  39,     As  =75,     0  =  16. 

Volume  moléculaire  :  V  — 22',4  (dans  les  conditions  normales]. 


Durée  .-3/1.) 


-♦- 


QUESTION     IM{(H»OSEE 


25  26.  —  Sur  un  liyperboloïde  réglé,  on  considère  un  système  S  de  génératrices  rectilignes.  Par  les  points 
où  les  généralric<'s  de  .S  rencontrent  une  même  section  circulaire,  on  mène  des  plans  respectivement  perpen- 
diculain-s  à  ces  génératrices.  Tous  ces  plans  sont  r-oncouranls  et  leur  point  commun  décrit  une  droite  a  quand 
le  plan  île  la  sfrlion  circulaire  se  déplace  paiallMenient  à  lui-même.  Si  on  prend  les  symétriques  de  A  par 
rapport  à  toutes  1rs  génératrices  de  S  le  lii-u  de  >  es  syniéiri<|ues  est  une  surface  gauche  de  révolution  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction  des  plans  <  ycliques  considérés. 

I,.  UDl  YEh,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  d'Alger. 
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ECOLE    DES    l'oNTS    ET    CIIAISSÉES 
(Cours    préparatoires.) 


Concours    de    1919. 


2367.  —  1°  /Cindier  In  varialioti  île.  la  fonrtion 


y- 


X  Vx«  —  3x  -^-  2 

et   construire    lu    courbe    reprrscntntii'ey  en   de  terminant  les  valeurs  de  x  iftii  rendent   y  maximum   ou 
mimmutn. 

f  Evaluer  le  volume  de  rt'volutinn  enqendrè  par  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  ordonnées 

1  3 

correspondant  à     «r  =  .     '•'     x=-r,     (juand  r,ute  aire  tourne  autour  de  {.)x. 

i"  La  fonclion  ;/  n'est  définie  qui*  pour  les  valeurs  de  x  <|ui  rendent  le  trinôme    x*  —  3x  -h  2     positif; 
op,  les  ra"ines  du  trinoine  sont  1  el  2;  le  trinôme  n'est  positif  que  lorsque  x  est  extérieur  à  linlervalie 
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ô2o 


(l,  2),     X  <  1     ou     a:  >  2.     Nous  supposerons  dan^  tout  ce  qui  suit  le  raiical  pris  avec  le  signe 

Alors,  pour    .r  =  —  oc,     la  fraction 


y 


0 


\  \^. 


7y 


X 


1 


X  yjx'^  —  3x  -f-  2 


I  1 

se   réduit   à     — =     ou     -;     elle   est  infiniment  petite  et    positive;   de 

v'-z-        ,     X 


même  poui-  a'  =  -h  ce.  Pour  x  =  0  —  z,  la  fonction  est  égale  à 
—  oc;  pour  a;rr=0-i-£,  elle  est  égale  à.  -hoc;  et,  enfin,  à  gauche 
de  l,.pour  1  —  s,  à  droite  de  2,  pour  2  +  e,  elle  est  infinie  et 
positive.  Nous  pouvons  donc  faire   déjà  la  figure  ci-conlre.  Un   tracé 

approximatif  de  la  courbe   nous  montre  que  la  fonction   a  un   maximum  entre     —  oc     et  0  et  un 

minimum  entre  0  et  1  ;  puis,  qu'elle  décroît  de  2  à     -|-  oc. 

Pour  vérifier  ou  infirmer  ces  résultats,  il  faut  étudier  la  dérivée.  La  dérivée  de  cette  fonction  est 

^   ,        x{2x  —  3)     \ 


xsJx^—Sx  +  2  —  {x -h  1)  (  \'x^  —  3.r 


2  s'x' 


'Sx 


y 


x-{x'^  —  3a?  H- 2) 

-  v/a.--3a.+  2  _^(^+ iH2a^-3) 

2  y/ar-  —  3a;  +  2  . 

a?-(a?2  — 3a-  +  2) 


,  _  —  2(.x-^  —  3x^2)  —  x{x-hi)  (2.r  —  3) . 
■^  ~  ^x^^x'—'Sx-^^Y 

le  dénominateur  est  toujours  positif;  il  suffit  d'étudier  les  signes  du  numérateur.  Or,  ce  numérateur 
s'écrit 

puis, 


2a;2  +  6cc  —  4  —  x^ix-  —  x  —  3), 
—  2a;^  —  x'-  -+-9X  —  A; 


ce  polynôme  est  nul  pour     x  =  ^; 
reconnaître  les  signes  de 


so 


l 


n  quotient  par    x  —  5    est     —  2.i- — 2a: -f- 8     et  nous  avons  à 


—  2(ar  — |)(a;•^  +  a:  — 


4). 


^H-vl7 


Les  racines  de    x-^x  —  A    sont  ^  ~  ^ — ;     elles  sont  voisines  de    — ^     et  de  2;  appelons- 

les  a  et  fi.  Nous  voyons  alors  que  de     — x     à  a,  la  dérivée  est  posi- 
tive, de  a  à  i,^,  elle  est  négative,  de  ^  à  a,  elle  est  positive,  et,  enfin, 

de  p  à     -h  oc,     elle  est  négative.  Tenant  compte  de  ce  que  p  est 
compris  entre  1  et  2,  nous  pouvons  tracer  la  courbe  :  elle  a  la  forme 
prévue. 
^  2°  Pour  trouver  le  volume  engendré  par  une  portion  de  l'airo 

de  cette  courbe  en  tournant  autour  de  ()x,  nous  appliquerons  la 
formule 


im 


w 


Nous  sommes  ramenés  à  intégrer  une  différentielle  rationnelle.  Posons,  à  cet  effet, 

(a:-Hl)»        _A    ,.B_^_Ç_^_jj_- 
x2(x-'  — 3x  +  2)"~ar*"*"x"^x  — 1      ar  — 2' 
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nous  aurons  de  suite  A.  C  et  D,  en  muUiplianl  successivement  par  a-,     x—  1,     et     j  — 2,     et  faisant 

1  9 

ensuite     x  — 0.     x  =  i     et     x  =  2:     cela   nous  donne     A  =  ^,     C  =  — i.     t)  =  ^;     nous  aurons 

ensuite  B  en  donnant  à  x  une  valeur  p;irliculière.  par  exemple,     jt  —  —  1  ;     cela  nous  donne 

Nous  avons  donc  finalement 

17  4  9 

fK(x)dx  =  ^  -^  ^l  x\—ALH  —  x\-+--^L\'>  —  x\\ 
il  faut  prendre  les  limites  ^  et  ^;  nous  avons  donc 

V^^/^  +  âaLS-f-OL^V 
Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Lach.  à  Douai;  A.  IIitinkl,  à  Cannes;  A.  Te.not,  à  Angers. 


2368.  —  1°  Déterminer  les  coefficients  (h  de  la  série  ?/  =  0^  -h  a,x  -h  . . .  -h  a„x"  -4-  . . . ,  de  façon 
quelle  satisfasse  à  la  relation     y"=ax*y,     où  a  est  un  paramètre. 

2"  Vérifier  que  la  série  obtenue  est  convergea f>\ 

3»  Dans  cette  série,  les  deux  quantités  a^,  '/,  restent  arbitraires  :  les  déterminer  de  façon  que,  pour 
x  =  {),     l'on  ail     V  =  1,     ?/=  t^-     ^oit  \|^  la  série  particulière  obtenue,  oii  l'on  fait  en  outre     a  =  l. 

4°  X  étant  supposé     ^  1     en  valeur  absolu»',  combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  la  série  y,  pour 

que  leur  somme  représente  »/,  avec  une  erreur  plus  petite  que  rArjTj  f»  valeur  absolue  ? 

i"  La  série  y  étant  représentée  par 

»/  =  Oj -h a,x -h  a,x^ -r  . . .  -h  o^x"  -h  . . . , 
nous  aurons 

i/"  =  2.1aj-|-3.2o,x-f-4.3a^x»H-  . . .  -hn(n  —  l)fl„x"   --h 

Il  faut  identifier  celle  série  avec  la  série  ox*//.  Ceci  nous  donnr> 
«^  =  0,  M,  =  0,  ■\.3a^  =  aa^.  5.4'/j  =  rtrt,,  ...,  »i(«  —  l)fl„  =  aa„.t,  

Écrivons  successivement 

A.:]a^=.aa^, 

8.7^1,  =  aOj, 

4»  (4/1  —  i)n^„=iaa^n-^, 
et  multiplions  membre  à  membre;  nous  aurons 


a  m  =■  ô 


3. 4. T. S.  ..(4«''— l)4n 


et  ceci  nous  donne  la  série 


"•1.  ~^o'^;rr77s"*  ••  ^:i. 1.7. 8. ..(4n-i)4« "*■•••] 
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De  même, 


din-t-l   


a"a 


'"+'~4.5.8.9...4?/(4n4-l)' 
et  nous  avons  la  deuxième  série 

Les  autres  coefficients,  ceux  de  la  forme     ai„+2,     ai„+3,     sont  tous  nuls. 

2»  Dans  la  série  (aj,   le  rapport  d'un   terme  au  précédent,     ^^'.     est     -n — "^!, ,    ;     il  a  pour 

,  '       M„  [An  —  i)An  ^ 

limite  0;  donc  celte  série  est  convergente.  Dans  la  série  {a^),  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 

(XX^ 

4n(4n-h  1)'     '^  ^  ^"^^^  ^^^^  limite  0,  les  deux  séries  sont  absolument  convergentes;  la  série  totale  est 
donc  absolument  convergente,  quel  que  soit  x. 

3°  Si  nous  faisons  .r=:0,  la  série  (aj  se  réduit  à  n^  et  la  série  {a^)  est  nulle;  donc,  pour  que 
l'on  ait  y  =  0,  il  faut  ao  =  l.  Pour  x  =  0,  la  série  y'  se  réduit  à  a,;  donc,  pour  que  l'on  ait 
y'  =  0,     il  faut     a^  =  0.     La  série  j/i,  où  l'on  fait  en  outre     a  =  i,     est 


3.4   '   3.4.7. H^-"  ^3.4.7.8...(4/(  — l)4n^-'-' 

4°  Il  faut  maintenant  voir  combien  de  termes  on  doit  prendre,  quand  x  est  plus  petit  que  1,  pour 

que  le  reste  soit  plus  petit  que  .  ^^^. 

Le  reste  est  plus  petit  que  celui  qui  correspond  à    ic  =  1. 

Si  nous  prenons  les  deux  premiers  termes,  le  reste  est  plus  petit  que 

11 


plus  petit  a  fortiori  que 


ou 


3.4.7.8^3.4.7.8.11.12 

1  1 

3.4.7.8"^3.4(7.8)^'^ 

1 

3.4.7.8  1 


, 1_  ""3.4(7.8—1)' 

7.8 


ce  nombre  est  plus  grand  que  j-tït^;  il  faut  donc  prendre  au  moins  un  terme  de  plus.  Ceci  nous  donne 
un  reste  plus  petit  que 

1     r   1 1  ■) 

3.4.7.8Lll.l2"^(11.12f  "^  "r 
ou  11 


3.4.7.8-  11x12  —  1 

1  1 

Cette  fois  ce  nombre  est  plus  petit  que  j-twâ;  il  est  égal  à     q  a  7  h  -^  1  '\\  ^^  P'"^  P^^'^  ^"® 

1  1  2 


12  X  56  X  100  ^  30  000  ~  10" 

Si  nous  voulons  calculer  la  somme  de  la  série  y,  pour    x  =  1,     nous  calculerons  les  trois  premiers 

termes  avec  cinq  décimales  et  nous  aurons  : 

1  =  1,00000 

J-.  =  0,08333 
3.4 

1,08 iSl 
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Sur  chacun  ries  deux  derniers  termes,  nous  avons  commis  une  erreur  moindre  que  tttj:  le  reste 


ICF 

•  ilnnr  1p  nnmlipp  il    pst  romnrls  entre 
lO- 


9 

lui-môme  est  plus  petit  que  t^;  donc  le  nombre  î/,  est  compris  entre 


LOS '.SI  et  l,(WiH5. 

Nous  avons  une  valeur  approchée  par  délîiul  à  ..^  |>rès.  la  valeur  l.oHiS. 

Bonnes  sohilions  :  MM.  I-.  Gaithiek,  à  Craponne;  Mennkssikb,  à  Évreux:  H.  Yicnah).  lycée  Miclielet;  A.  Hitinel.  à 
Caooes. 

Assez  bonnes  solutions  :  M.  Itoix,  nu  Creusni:  A.  Tknot,  à  Apl"ts.  , 


QUESTIONS    POSÉES    AUX    EXAMENS    OHAUX   (1920) 


ÉCOLE  CENTRALE  {Suite). 


10779.  —  Trouver  l'accélérnlion  normale  dans  l«-  iiiouvenienl  délini  par  les  équations     tj  =  a.ch-,    r  =  mf. 

—  780.  —  On  donne  la  paral)ole  y*  =  2j  -i-  1  ;  un  point  M  sur  celte  courbe  a  une  vilesse  v  inversement  propor- 
tionnelle n  la  dislance  de  l'origine  à  la  lanRenlc  en  ce  point.  Hoilograplie  du  niouvenienl  par  rapport  a  l'origine. 

—  781.  —  Kxpression  de  1  nccélération  en  coordonnées  polaires. 

—  782.  —  Démontrer  que,  lorsque  l'accéléralion  est  centrale,  le  mouvement  du  point  est  plan. 

—  783.  —  <  »n  donne  la  courbe  p»  =  a*  cos*|  ;  déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  celle  courbe,  sachant  que  la 
ritesse  est  proporlionnclle  au  rayon  vecteur    (v=:kp).    Trouver  l'aicélération.  • 

—  784.  —  Construire  la  courbe  p  =  a.coa*'^;  on  sait  que  la  vitesse  du  point  .M  qui  décrit  la  courlte  est  propor- 
tionnelle au  rayon  vecteur.  Étudier  le  mouvement,  llodograplie. 

—  785.  —  Mouvement  délini  par  les  équations     p    -ncos'^, .     /  =  fi« -4- S  sinO -+- sin20. 

—  786.   —  Soit  la  trajectoire     p  =  n.sin^*.     sur  laquelle  se  déplace  un  point  avec  une  vitesse  proportionnelle  nu 

rayon  vecleur.  Calculer  l'accélération. 

—  787.  —  On  considère  la  cycloide  x  =  ai;  —  sin  ;;,//-- a  I  —  cos  ;);  cette  courlte  est  parcourue  par  tin  mobile  M, 
de  fa<;on  que  la  projiciion  du  mubile  sur  Or  ail  une  vitesse  constante;  exprimer  la  vitesse  du  point  .M  en  fonction  de  ç. 

—  788.  —  Ktanl  donnée  une  cxcloide  x=n:«  — sina).  y  =  R(l  — cosa\  étudier  le  mouvement  d'un  point  qui 
décrit  la  courbe  de  lelle  fnron  que  la  projection  de  son  mouvement  sur  Or  «oit  un  mouvemenl  vibratoire  simple. 

—  789.  —  On  donne  la  courbe  x  =  a(x  —  sina),  //  =  «(!  —  cosa);  un  point  M  se  déplace  sur  cette  courbe  dans 
le  .««cns  des  x  croissants  de  fm.on  que  le  mouvemenl  de  sa  projection  sur  Oy  soit  un  mouvemenl  vibratoire  simple. 
Nature  du  mouvemenl  de  la  projection  sur  O.r. 

•-  790.  —  Soit  un  cercle  0  de  rayon  H;  un  |)oiiil  .M  décrit  ce  cercle  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  Ce 
point  est  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  r  sur  lequel  se  meut,  avec  une  vitesse  angulaire  également  constante  <•>',  un 
autre  point,  P.  Lieu  du  point  V.  Vitesse.  Accélération. 

—  791.  —  Sur  une  ilroitc  01)  assujettie  à  lourmr  d'un  mouvement  uniforme  autour  du  point  0,  se  trouve  un 
curseur  C  assujetti  ii  glisser  sur  OD  iTun  mouvemenl  uniformément  varié:  on  demande  à  quel  instant  un  point  de  C 
aura  une  vitesse  donnée. 

—  798.  —  On  donne  trois  mes  rectangulaires,  une  circonférence  de  centre  O  el  de  rayon  II  dans  le  plan  xO»/  et 
une  seconde  circonférence  de  même  centre  et  de  même  rayon  dans  le  plan  xO:.  Deux  mobiles  partent  en  même  temps, 
l'un  de  H  sur  Oy,  l'autre  de  C  sur  O:  ;  ils  ont  même  vitesse  angulaire  «o.  L<»i  du  mouvemeol  du  milieu  de  la  droite  joi- 
giinnl  les  deux  mobiles. 

—  793.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  il  le  cercle  x« -^  j/*  —  2x  =  0  dans  le  plan  des  xy;  c'est  la  base 
d'iui  cylindre  de  génératrices  parallèles  \  Oi;  on  (l«>nne  en  outre  le  cijne  ti/ -f- yj -H  :x  r_  0.  Les  deux  surfaces  se 
coupent  suivant  une  courbe  gauctie.  Un  mobile  m  se  déplaçant  d'un  mouvement  uniforme  sur  le  cercle  de  Iwsc  du 
cylindre,  on  demande  le  mouvement  correspondant  du  |x>inl  M  sur  la  courbe  d'intersection. 

i/>       :* 

—  794.  —  On  donne  le  cylin<lre    x« -+- j/' —  R*  ^  «    «"l  le  paraboloïde  hyperbolique     ^  — -   —  ir  =  0;    un  point 
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se   déplace  sur  l'interseclion  de   façon   que  le   mouvement  de  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  soit  uniforme;  trouver 
l'hodographe. 

10795.  —  Un  point  M  décrit  une  hélice  de  faijon  que  sa  projection  sur  le  plan  xOy  ait  un  mouvement  uniforme; 
de  M  on  abaisse  la  perpendiculaire  MK  sur  l'axe  Oz  et  on  considère  la  droite  MK,  qui  reste  de  longueur  constante, 
parallèle  au  plan  des  nry  et  qui  participe  au  mouvement  de  M.  Vitesse  d'un  point  de  cette  droite;  accélération. 

—  796.  —  On  donne  une  hélice,  un  point  M  sur  celte  hélice  :  sa  projection  m  décrit  le  cercle  de  base  d'un  mouve- 
ment uniforme.  Une  droite  D  passe  par  M,  rencontre  Oz  en  Q  et  fait  un  angle  de  45°  avec  Oz.  Un  point  S  est  fi.ve 
surMQ;  mouvement  de  ce  point. 

—  797.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  hélice  de  façon  que  son  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  soit  uni- 
forme. Un  point  N  se  meut  d'un  mouvement  vibratoire  simple  sur  la  normale  principale  en  M  à  Ihélice,  entre  les 
points  M  et  M'  où  celte  normale  perce  le  cylindre  sur  lequel  l'hélice  est  tracée;  équations  du  mouvement  résultant. 

—  798.  —  On  considère  la  parabole  z^  — 2/jr;  celte  parabole  tourne  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  Oz.  Un 
point  mobile  M  décrit  la  parabole  d'un  mouvement  tel  que  sa  projection  sur  Or  ait  un  mouve  nent  uniformément  varié. 
Loi  du  mouvement  résultant. 

—  799.  —  On  donne  une  circonférence  dans  le  plan  des  xy\  un  point  M  la  décrit  d'un  mouvement  uniforme.  On 
mène  par  ce  point  la  parallèle  à  Oz;  un  point  P  décrit  cette  parallèle  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Au 
temps  0,  le  point  P  est  en  A,  sur  Ox  et  la  vitesse  est  tangente  à  la  circonférence.  Étudier  le  mouvement;  hodographe; 
accélération. 

—  800.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  xQy,  de  centre  0  et  de  rayon  1.  Un  mobile,  M,  décrit  le  cercle  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  u  ;  soit  MA  la  parallèle  à  Oz,  menée  par  le  point  M.  Un  point  P  se  déplace  sur  MA  d'un 
mouvement  oscillatoire  simple,  tel  que  quand  M  fait  un  tour  du  cercle,  P  fait  une  oscillation  coijiplèle.  Composition  des 
mouvements.  Vitesse  absolue. 

—  801.  —  Définition  de  la  cycloïde;  ses  équations  paramétriques.  On  prend  un  axe  Oz,  perpendiculaire  au  plan  de  la 
courbe;  le  point  M  décrit  la  courbe;  on  mène  par  ce  point  M  la  parallèle  à  Oz  et  on  prend  sur  celte  droite  une  longueur 
MP  =  arcOM.  Lieu  de  P;  équation  du  plan  osculateur  en  un  point  V^  de  la  courbe  lieu  de  P.  Dans  le  cas  où  .M  décrit 
la  cycloïde  d'un  mouvement  uniforme,  étudier  le  mouvement  de  P. 

—  802.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  Oz,  et  un  cercle  de  centre  0  dans  le  plan  des  xy;  un  autre 
cercle  0'  se  déplace  de  façon  que  son  plan  II  reste  constamment  parallèle  à  Oz  et  tangent  au  cercle  0,  le  centre  0'  de 
ce  cercle  décrivant  le  cercle  0  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  o).  Équations  du  mouvement  d'un  point  M 
qui  se  déplace  sur  le  cercle  0'  avec  la  même  vitesse  angulaire  w. 

—  803.  —  Un  cône  de  révolution  de  sommet  0,  posé  sur  xOy,  roule  sans  glissement  sur  ce  plan;  il  est  limité  par 
une  section  perpendiculaire  à  l'axe,  qui  est  un  cercle.  Étudier  le  mouvement  d'un  point  M  de  ce  cercle. 

—  804.  —  On  donne  la  droite  A(.y  =  0,  ;  =  2rj  et  le  cercle  (z  =  0,  j;^  + //- =  R-);  le  point  M  décrit  le  cercle 
d'un  mouvement  uniforme  et  le  cercle  se  déplace  de  façon  que  son  centre,  0,  décrive  la  droite  A  et  que  son  plan  reste 
parallèle  au  plan  des  xy.  Mouvement  résultant  du  point  M. 

—  805.  —  Dans  le  plan  des  xy,  on  donne  le  cercle  x^  -h  yî  =  R2  et  dans  le  plan  des  zx  la  parabole  z^  =  2px.  Le 
cercle  se  déplace  de  façon  que  son  plan  reste  parallèle  au  plan  des  xy,  le  centre  décrivant  la  paraholi^  donnée  de 
manière  que  sa  projection  sur  Ox  ait  un  mouvement  uniformémenl  accéléré.  Knfin,  un  point  M  décrit  le  cercle  d'un 
mouvement  uniforme.  Étudier  le  mouvement  du  point  .M. 

—  806.  —On  considère  la  surface  xy  —  z.  La  reconnaître;  en  trouver  les  génératrices. Sur  une  gém-ratrice  coupant 
Ox  en  A,  on  considère  le  point  M  se  déplaçant  d'un  mouvement  uniforme  et  occupant  la  position  A  a  l'instanl  initial;  A  se 
déplace  d'un  mouvement  uniforme  sur  Ox  et  part  du  point  0  à  l'instant  initial.  Étudier  le  mouvement  de  M;  hodographe  ; 
la  courbe  trouvée  est-elle  unicursale? 

Statique. 

—  807.  —  On  donne  deux  points  fixes,  A  et  B,  et  une  droite,  D,  menée  par  l'un  d'eux.  A;  un  point  M,  n.obile  sur  D. 
est  attiré  par  A  et  repoussé  par  B  proportionnellement  à   la  dislance.  Position  d'équilibre. 

—  808.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  0//,  un  point  A  sur  O,y(0,a)  et  une  droite  y  =  — OTr(w>0). 
On  suppose  qu'un  point  M  sur  Ox  est  attiré  par  A  proportionnellement  à  la  distance  et  repoussé  par  une  force  perpen- 
diculaire à  la  droite  et  en  raison  inverse  de  la  distance.  Condition  d'équilibre. 

—  809.  —  Un  point  M,  sans  poids,  se  déplace  sans  frottement  sur  une  demi-circonférence  située  au-dessous  de  son 
diamètre  AB;  il  est  attiré  par  le  point  A  proportionnellement  à  la  distance,  le  coefllcienl  de  proportionnalité  étant  A; 
il  est  attiré  de  même  par  le  point  B,  proportionnelle(nent  à  la  dislance,  le  coeflicienl  étanl/c'.  Position  d'équilibre. 

—  810.  —  On  considère  une  parabole  d'axe  vertical;  un  point  pesant,  repoussé  par  le  foyer  proportionnellement  à 
la  distance,  est  mobile  sur  cette  parabole  sans  frottement.  Positions  d'éciuiiibre. 

—  811.  —  Étant  donné  le  cylindre  x^  +  y'- —  W^  =  ^  et  le  cône  ./î -f- 3y*  —  z*  =  0,  l'interseclion  de  ces  deux 
surfaces  se  compose  de  deux  courbes;  un  point  M  esl  mobile  sur  l'une  d'elles;  il  est  repoussé  par  l'origine  proportion- 
nellement à  la  distance.  Positions  d'équilit)re. 

—  812  —  On  donne,  en  axes  rectangulaires,  une  circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  n;  un  point  A  sur  0.r,  et 
un  point  B  sur  Oy,  à  une  distance  0A  =  0B  =  2«  du  centre.  Un  point  M  parcourt  la  circonférence  avec  rrotlement:  il 
est  attiré  par  A  et  B  suivant  des  forces  proportionnelles  à  la  dislance,  le  coeflicienl  de  proporlionnalilé  étant  le  même. 
Équilibre  du  point. 

—  813.  —  On  donne  dans  le  plan  des  --.r  un  cercle  de  rayon  o,  langent  en  0  à  Oz,  et,  sur  Oy,  un  centre  d'attraction 
S,  à  la  distance  OS  =  fl.  Un  point  M,  mobile  avec  frottement  sur  le  cercle  donné,  esl  attiré  par  le  point  S  propor- 
tionnellement à  la  distance.  Positions  d'équilibre. 
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10814.  —  On  considère  la  courbe  d'intersection  de^  deux  cylindres    x* -f- v*  —  R^  =  0    et    i/î  —  2R:  =  0.     I*  Ex- 

[•rimer   les  coordonnées  d'un   point   de  cette   coiirhe   en    fonction    d'un    paramètre    varialjle.    2°   On  donne   la   droite 
)    (x  =  0,     »/  =  :);     un  point  matériel  M,  mobile  sur  li  courbe,  est  soumis  à  une  force  constante  parallèle  a  D:  il  y  a 
frottement.  Positions  d'équilibre. 

—  815.  —  On  donne  unrî  hélice  circulaire,  «le  pa»  ",  de  riyon  a;  un  point  matériel  pesant,  situe  sur  retle  hélice, 
est  attiré  par  l'origine  des  coordonnées  proportionnt.lleiin-nt  a  là  distance.  Kquilibre  ;  l'  ilans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de 
frottement;  i"  avee  froltement. 

—  816.  —  On  donne  le  cône  j--*->/^  —  2:*  =  0  et  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  R,  dont  l'axe  passe  par 
roriginc  et  a  pour  paramètres  directeurs  i,  *l,  v.  Position  d'équilibre  d'un  point  non  pesant,  mobile  sur  l'intersection, 
en  supposant  qu'il  y  a  froltement  et  que  le  point  est  attiré  par  l'origine,  proportionnellement  a  la  distance. 

—  817.  —  On  donne  un  vecteur  AB  et  un  plan  P.  Knveloppe  des  axes  du  plan  par  rapport  auxquels  le  moment  du 
vecteur  a  une  grandeur  donnée. 

—  818.  —  On  donne  deux  axes,  a,  [î;  placer  un  veeieur  equipollent  a  un  vecteur  donné  P,  connaissant  ses  moments, 
A,  B,  par  rapport  aux  axes  a,  ^. 

—  819.  —  Étant  donnée  la  courbe  x  = /.  y-=l-,  :  =  ^,  soit  un  vecteur  ayant  .«on  origine  M  sur  la  courbe, 
tangent  k  la  courbe  en  ce  point,  et  dont  le  moment  par  rapport  a  0:  est  constant.  Lieu  de  son  extrémité. 

—  820.  —  On  donne  un  carré  AUCI)  d  des  force-  respectivement  égales  a  1,  2.  3,  »'',  appliquées  en  A,  B,  C,  D, 
Huivant  les  côtés  du  carré,  de  A  vers  H,  de  H  vers  C,  etc.  On  demande  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant 
pris  par  rapport  a  un  point  i|uelconque  du  plan  du  système  de  vecteurs  ainsi  formé.  Même  question  en  prenant  une 
pyramide  régulière  SAUCl),  ayant  pour  base  le  carré,  avec  des  forces  toutes  égales  a  2'«,  dirigées  de  S  vers  .\,  de  S 
vers  U,  etc..  suivant  les  arêtes  SA,  .■>H,  etc. 

—  821.  —  Ktant  donné  un  triangle  équilatéral,  on  considère  une  force  de  !'•  portée  par  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  deux  côtés.  Y  a-t-il  une  façon  de  décomposer  cette  force  en  trois  autres  portées  par  les  trois  côtés  du 
triangle?  Calculer  ces  composantes. 

—  822.  —  Soit  ABCD  un  quadrilatère  gauche.  Faire  la  réduction  du  système  des  vecteurs  AB,  BC.  CD  et  DA. 

—  823.  —  On  donne  trois  axes  reclan^'ulaires  0/ .  O;/,  0:,  deux  plans  :  = /i  et  x  :=  —  h  et  un  système  de 
vecteurs.  Réduire  ce  système  a  un  vecteur  V,  parallèle  .i  O:,  un  vecteur  V^  dans  le  plan  z  =  A,  et  un  vecteur  V,  dans 
le  plan     s  =  —  h,     Vj  et  Vj  étant  rectangulaires.  Pourquoi  le  système  d'éi|uations  n'est-il  pas  complètement  détermine? 

—  824.  —  On  donne  deux  forces,  dont  l'une  est  a|i|diquée  a  l'origine  et  dont  les  composantes  sont  X:=  1,  Y  :=  2, 
Z=:0:  l'autre,  verticale,  Z=l,  est  appliquée  au  point  j=I,  y:=l.  r  —  n.  Reilnirt- I.- -\-i.  nir  i  on.-  rori<-  et  ;i  un 
couple  tel  que  l'axe  du  couple  fasse  un  angle  de  45*  avec  la  force. 

—  826.  —  Condition  [tour  qu'un  système  de  vecteurs  admette  une  résultante  unique.  On  <lonne  trois  axes  rectan- 
gulaires et  sur  ces  axes,  le  point  .A  sur  Or,  le  point  B  !?ur  0.y,  le  point  C  sur  0:;  ce  sont  les  points  il'application  île  trois 
forces.  F,  parallèle  â  0//,  Fj  parallèle  h  Os,  F^  parallèle  a  Oj.  F,  et  Fj  étant  données,  déterminer  Fj  pour  que  le  système 
des  trois  forces  Fj,  V,  et  F3  admette  une  résultante  unique. 

—  826.  —  On  donne  deux  forces  F  et  F'  appliquées  aux  points  A  et  B  sur  O:  i()Â  =  a,  0B  =  — «).  F  «st  paral- 
lèle t  Oj-,  F'  parallèle  a  Oy  et  de  plus  F  =  F'.  On  demande  d'appli(juer  en  O  une  troisième  force,  telle  que  le  système 
de  ces  trois  forces  admette  une  résultante  unique. 

—  827.  —  Réduire  un  système  de  forces,  dont  un  donne  la  résultante  générale  X=l.  Y  =  "2,  Z  =  3  ei  le 
moment  résultant  Ii=l,  .M  =  l,  N.=  2,  à  un  système  <le  deux  forces  appliquées  l'une  sur  O:  nu  point  de  cote  3, 
l'autre  en  un  point  de  la  droite    j"  :=  2,     ;/=  '• 

—  828.  —  On  donne  deux  forces,  l'une  F  suivant  0:,  l'autre  F'  parallèle  a  it//,  a|p|ilii|uer  au  |miiil  A(2ff,  0,  0). 
Réduire  île  toutes  les  manière^  possibles  a  deux  fones  passant  lune  par  B(i,  d,  Oi,  l'autre  par     B(— «,  0,  0). 

—  829.  —  On  donne  un  syslenje  <le  vecteur»,  iléfini  par  sa  résultante  générale  OR  dans  le  plan  rOi  et  son  moment 
résultant  (»i;,  jilacé  suivant  O:.  Trouver  deux  forces,  l'une  appliquée  en  0,  d'intensité  P,  l'autre  quelconque,  formant  un 
système  équivalent  au  système  donné. 

—  830.  —  On  considère  la  courbe  x=3/,  y  =  T*.  :  =  2/'.  et  un  système  de  forees  déllni  par  sa  résulUnle 
générale  OU  et  son  moment  résultant  OG;  réduire  ce  système  a  deux  forces,  run<>  portée  par  une  tangente  h.  la  courbe, 
l'autre  parallèle  au  plan  des  )/•• 

—  831.  —  On  lionne  la  courbe  x  =  ^  y  =  <'i  s  =  <*  el  un  système  de  vecteurs  défini  par  les  éléments  de  st 
réduction  au  jtoinl  0(.\.  Y,  /, ;  !..  M,  N).  Réduire  le  système  à  deux  vecteurs,  l'un  porté  par  une  (angente  à  la  courl>e, 
l'autre  reniontraiit  Os. 

—  832.  —  On  donne  un  système  de  forces,  défini  |>ar  sa  résultante  générale  R  et  son  moment  résultant  G  par 
rapport  nu  point  O;  réduire  ce  système  ^  deux  forces  dont  l'une  s'appuie  sur  O:  et  dont  l'autre  ait  son  point  d'application 
»ur  la  courbe     x  —  I,     >^  =  t*.     z  z=  l^     et  soit  située  dans  le  plan  oscuiateur  en  ce  point. 

—  833     -  tiénéralrices  rectilignes  du  parabololde    .ry=znz;    étant  donné  un  système  de  vecteurs  par  OR  el  00. 
trouver  un  système  équivalent  composé  de  deux  vecteurs  portés  par  deux  génératrices  de  ce  para- 

boloide. 

—  884.  —  On  donne  un  système  de  forces  par  sa  résultante  générale  et  son  moment  résultant 
(.\,  Y,  Z;  h,  M,  .N)  el  le  f>arnboloi<le  liyperboliipie  r»  — y»^2:;  deeompo«er  le  système  en  deux 
forces  ayant  pour  lignes  d'nclion  dnix  génératrices  île  même  système  du  paraboloule. 

—  83B.  —  Soit  un  cube  solide  homogène  (de  poids  P)  dont  le  sommet  0  est  fixe.  En  A  est 
appliquée  une  force  de  direction  |  iMprndirulaip'  .*»  la  diagonale  OA  et  irintensité  égale  .'i  P.  Kst-il 
po-Hit>le  de  déterminer  une  force  Piiuee  dans  le  plan  de  la  base  inférieure  et  telle  que  le  solide  --oit 
en  équilibre  sous  l'action  des  foree^  agissant  sur  lui?  Déterminer  son  support  et  son  intensité. 
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10836.  —  Etant  donné  un  cube  dont  un  sommet  0  reste  fixe,  est-il  possible  de  déterminer  trois  forces,  dont  on 
donne  les  lignes  d'action,  (savoir  A'C,  BC  et  enfin^la  droite  qui  joint  les   milieux  des  arêtes  OA, 
0  .A    ^'^')  ^^  ^^''^  '^^'^^'^  ^"^  l'équilibre  soit  assuré? 

—  837.  —  On  donne  la  courbe  x^y  =  a^;  en  un  point  M  de  cette  courbe,  on  mène  la  tan- 
gente, qui  rencontre  encore  la  courbe  au  point  P;  lieu  du  centre  de  gravité  du  système  des  deux 
points  M  et  P. 

^  —  838.   —  On   donne  la  cubique    xy^  =  a^;    en   un   point   M    de  cette  courbe,  on  mène  la 

lA  normale,  qui  coupe  la  cubique  en  trois  points  .M,  Mj  et  M.;  on  suppose  que  ces  trois  points 
sont  des  points  matériels  de  masses  égales  :  lieu  du  centre  de  gravité  du  système  de  ces  trois 
points. 

—  839.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  dont  la  base  dans  le  plan  horizontal  est  un 
cercle  ayant  l'origine  pour  centre,  et  un  plan  d'équation    22  =  y  h- 2;    centre  de  gravité  du  tronc 


0 


.  0' 


p 


<le  cône   ainsi   déterminé. 

—  840.  —  On  donne  le  cône  de  sommet  S  (0,  0,  2),  dont  la-  base,  dans  le  plan  des  xy  est  un  cercle  de  centre  0  et 

de  rayon   1.  On   le  coupe  par  le  plan     7  -i-  z  =  i.     Trouver  le  centre  de  gravité  du  tronc  de  cône 
obtenu. 

—  841.  —  Une  barre  .VB,  pesante  et  homogène,  est  mobile  autour  de  son  extrémité  A;  le 
point  B  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  C  situé  dans  le  plan  hori- 
zontal du  point  A,  à  une  distance    AC  =  AB;    équilibre. 

—  842.  —  On  considère  un  plan  incliné  à  30°  et  un  point  A;  une 
barre  pesante,  BC,  est  rattachée  au  point  A  par  un  fil,  AB,  l'extrémité  C 
glissant  sans  frottement  sur  le  plan  incliné;  on  donne    AB  =  BC=AH, 

distance  du  point  A  au  plan  incliné.  Position  d'équilibre  de  la  barre  BC. 

—  843.  —  On  donne  un  demi-cercle  de  diamètre  2a  et  une 
barre  pesante  de  longueur  2o,  qui  s'appuie  avec  frottement  en  A  et 
sans  frottement  en  C.  Position  d'équilibre. 

—  844.  —    Équilibre  d'une  barre  homogène    dans   une   coupe  ^         0 
parabolique. 

—  845.  —  Équilibre  d'un  système  de  trois  barres  égales  articulées  et  de  poids  différents  : 
AB  et  BC  de  poids  P,  AC  de  poids  P',  le  triangle  ABC  étant  suspendu  par  le  point  A. 

—  846.  —  Condition  d'équilibre  d'un  solide  mobile  autour  d'un  point  fixe  0.  On  donne  un  solide  mobile  autour 
de  0;  appliquer  en  A  (a,  0,  0)  et  B  (0,  6,  0)  des  forces  qui  maintiennent  le  corps  en  équilibre  et 
qui  soient  d'intensité  minimum. 

—  847.  —  Équilibre  d'un  disque  pesant,  mobile  autour  d'un  point  0  de  sa  circonférence  et 
attiré  par  une  force  horizontale  R  appliqué  en  un  point  A  de  sa  circonférence  tel  que  les  rayons 
GA  et  CO  soient  rectangulaires.' 

—  848.  —  Un  cercle  pesant  est  fixé  en  un  point  0,  tel  que    (00  =  -^;    son  centre  est  attiré  pro- 
portionnellement à  la  distance    par   un    point   A,   pris  sur  l'horizontale  du   point  0,  et  tel  que    0A  =  2R;     équilibre. 

—  849.  —  Un  carré  O.ABC,  de  poids  P,  est  mobile  autour  de  l'un 
de  ses  sommets  0;  le  sommet  A  est  attiré  proportionnellement  à  la 
dislance  par  le  point  D,  situé  sur  l'hori/.onlale  du  point  0,  à  une  dis- 
tance    01)  =  O.V  =  a;    positions  d'équilibre  de  la  plaque  OABC. 

—  850.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0//,  0:;  une 
plaque  pesante  en  forme  de  triangle  équilalcral  peut  tourner  et  glisser 
autour  de  0//;  le  sommet  C  est  attire  proportionnellement  à  la  distance 
par  un  point  D  de  0.r;  on  donne     OD  =  AB.     Positions  d'équilibre. 

—  851.  —  On  considère  un  demi-cercle  plein,  dans  un  plan  ver- 
tical et   une  tipre  ri^iide  suivant  le  diamètre  horizontal  iM-N.   Une  barre 

pesante,    AB,  de  poids  P,   de   loneueur  /,  s'appuie   en  A,  sur  le  cercle,    sans   frottement,   cl 

en  B,  sur  la  tige,  avec  frottement.  Positions  d'équilibre  de 
la  barre.  Cas  particulier:     /  =  2R. 

—  852.  —  Équilibre  d'un  disque  pesant,  reposant  avec 
frottement  sur  un  plan  d'inclinaison  a.  et  soumis  à  l'action  dune  force  F,  parallèle  au 
lir  n         plan  incliné  et  ayant  pour  point  d'application  le  point  U,  dianictnlcment 

**         opposé  au  point  de  contact  A  du  disque  avec  le  plan  incliné. 

—  853.  —  On  donne   une   douille  d'obus;  on  place  dans  celle  douille  une   sphère  0  dont   le  rayon 

est  égal  aux  ?  de   celui  de  la  douille;  sur  celle  sphère  repose  une  aulre  sphère  identique. 

Calculer  les   pressions   en   A.   B  et  C  sur  la  douille  (on  suppose  que  0  et   0'  sont  dans  un 
même  plan  avec  l'axe  du  cylindre). 

—  854.  —  On  considère  un  cylindre  creux  vertical,  reposant  sur  le  plan  horizontal  par 
son  fond.  A  l'intérieur  se  trouvent"  trois  sphères  A,  B,  C  égales  homogènes.  <lc  même  poids. 
On  néglige  les   frottements.    Intensité   de    la  pression   supportée    par    le   fond.  Kquilibre  de  la  sphère  C. 
Pression  exercé  sur  la  paroi  par  la  sphère  B. 
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Géométrie  et  géométrie  descriptive    MM     Mvii.mzti.  et  Uni  haidO. 

Géomcliie. 
10855.  —  Trouver  tin  poinJ  M  sur  iiircercle,  tel  -lue     '^.^  =  k,     A  et  B  étant  ileuK  points  du  cercle. 

_  856.  —  On  donne  trois  points  A,  b,  C:  lieu  «les  |m.iiiIs  M  (Je  l'espace  leU  que     '~^'^  =  -—,     ».  p.  v  désignint 

trois  nombres  donnés, 

......         ,  .     »i    ■     .  .1  aireMBC      aire  MCA      aire  MAB 

—  8B7.  —  Soit  le  triangle  AUL;  lieu  des  points  .M  de  I  espace  tels  que     ^    -  =  _ — = ,     a.  ji.  v, 

étant  trois  nombres  donnés. 

—  858.  —  On  donne  un  triangle  ABC;  déterminer  dans  le  plan  de  ce  triangle  un  point  .M  tel  que  les  triangles  .MBC, 
MCA,  .M\B  aient  des  surfaces  proportionnelles  À  des  nombres  donnés. 

,     .„^  .1.  •    .  »i  .  I  air»- MBC       aire  MCA       aire  MAB       , 

—  859  —  On  donne  un  triangle  ABC:  trouver  dans  l  espace  un  point  M  tel  que = ^ = =  *. 

a,  p.  y  cl  A  étant  des  nombres  donnés. 

—  860.  —  Lieu  des  points  «le  l'espace  dont  les  distances  à  trois  plans  fixes  sont  proportionn«'lles  à  trois  nombres 
donnés. 

—  861.  —  On  donne  trois  droites  parallèles;  construire  un  triangle  équilaléral  ayant  un  sommet  sur  chacune  de 
ces  droilfs. 

862.   —  On  donne  trois  cen  1<''^  conrcnlriqms;  construire  un  triangle  équilaléral  ayant  un  sommet  sur  chacun 

de  ces  trois  cercles. 

—  863.  —  Par  lun  des  points  de  rencontre,  A,  de  deux  cercles,  mener  une  sécante,  BAC.  rencontrant  le  premie 

AB 
cercle  en  B,  le  second  en  C  et  telle  que     -^j^  =  *. 

—  864.  —  On  donne  un  point  A  dont  la  droite  .i  est  la  polaire  par  rapport  a  un  cercle  C;  on  donne  en  outre  le 
rayon  de  ce  cercle;  le  construire.  Même  question  quand  on  donne  le  point  A.  la  polaire  A  et  un  point  du  cercle  ou  une 
tangente.  Problèmes  analogues  dans  l'espace  pour  une  sphère  (on  donne  le  point  A  et  le  plan  polaire  clu  point  A). 

—  865,  —  Figure  inverse  «l'un  cercle,  en  prenant  pour  pôle  un  point  non  situé  sur  le  cercle. 

—  866.  —  On  donne  dans  un  plan  deux  cercles  •  t  un  point;  comme  exercice  sur  l'inversion,  mener  par  le  point 
donné  un  cercle  langenl  aux  deux  cercles  donnés. 

—  867.  —  Cercle  passant  par  un  point  et  langenl  a  deux  droites  données;  cylindre  de  révolution  passant  par  un 
point  cl  tangent  à  deux  plans  donnés. 

—  868.  —  Couper  deux  cercles  par  une  droite  suixant  deux  cordes  de  longueurs  données:  couper  trois  sphères  par 
un  plan  suivant  trois  cercles  de  rayons  donnés. 

—  869,  —  Klanl  données  une  sphère  et  une  droite,  mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  la  sphère  suivant  un 
cercle  de  rayon  donné. 

_  870.  —  On  donne  un  plan  P  et  deux  points  A  et  B.  Trouver  la  sphère  tangente  au  plan,  passant  pur  les  deux 
points  et  ayant  un  rayon  donné. 

871.    -  Mener,   par   un  point  A,  une  droile   ^  appuyant  sur   une  droite   donnée   I)  et   reiieoiilr.ini  deux  sphères 

sécantes  tlorinées  au  iiiéiiie  point. 

—  872.  —  Lieu  des  ilroites  passant  par  uo  point  S  et  équidislantes  de  deux  poinU  donnés  A  et  U.  .Mener  par  le 
point  S  une  droite  équidi>lanle  de  troi-.  |tuints  A,  B.  C. 

—  873.  —  Trié  Ire  supplénienlaire  d'un  triedre  donné.  Cône  supplémentaire  d'un  cône  donné. 

—  874.  —  Construire  une  conique  définie  par  un  foyer  et  trois  tangentes. 

876.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  P;  on  mène  par  ce  point  une  sécante  variable  PAB;  lieu  du  milieu  M 
de  la  corde  AB. 

_  876.  —  On  considère  une  ellipse  et  un  jKjint  >up  cette  ellipse;  on  mène  en  ce  point  la  tangente  et  ia  normale, 
puis  deux  «Iroiles  faisant  le  même  angle  avec  la  normale  ù  l'ellipse;  soient  A  et  B  les  deux  points  d'intersection  avec 
I  ellip-e.  Heinonlrer  que  la  droite  AB  passe  par  un  point  fixe. 

—  877.  —  Consliuiie  une  parabole  connaissant  Taxe,  un  point  cl  la  tangente  en  ce  point. 

878.  —  (Construire  une  parabole  connaissant  l'nxe,  le  sommet  el  un  point,  __ 

879.  —  Construire  une  paralMde  connai>8ant  deux  tangentes  el  leurs  points  de  contact. 

880.  —  Par.ibole  tangente  a  quatre  droites. 

—  881.  —  Construire  les  sommels  d'une  h>pcrl-o|.-  dont  on  connaît  les  .Ts>mptoles  el  un  point.      . 

—  882.  —  Oaus  une  conique,  on  dt»nne  un  fo).M-  et  tn»is  tangentes;  la  conique  est-elle  déterminée?  Trouver  son 
axe  et  l'aulre  foyer.  Dans  une  quadrique  de  révolution  on  d«»nne  un  foyer  cl  quatre  plans  Ungenis;  la  quadrique  est- 
elle  déterminée?  Triuiver  une  spluie  p.issaiit  p.ir  qu.itre  points, 

—  883.   -'  Lieu  îles  points  é(]uidislanU  de  deiiv  dr>)it««s;  de  deux  plans. 

_  884    —  Lieu  des  points  de  l'espace  égalemeni  éloignés  «l'un  poinl  el  d'une  droile.  Lieu  des  points  de  l'espace 
également  éloignés  d'une  droite  et  de  ileux  points. 
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10885.  -  On  mène  dans  l'espace  une  droite,  AB;  par  B  on  m.ne  une  autre  droite.  BC  :  par  C,  une  troisième  droite. 
CU;  trouver  une  sphère  de  rayon  donné  tangente  aux  trois  droites. 

—  886.  —  Volume  du  tétraèdre  régulier,  en  fonction  de  son  arêle. 

—  887.  -  Sur  une  drpile,  on  donne  quatre  points  A,  B,  C.  D.  Montrer  que  l'on  a     ÏB.CB -h  BC.ÂÛ  +  ÛÂ.BÛ  =  0. 

—  888.  -  On  donne  deux  cercles,  0  et  0',  et  un  point,  A.  dans  un  même  plan  ;  mener  par  ce  point  A  la  sécante  BAB' 

telle  que    AB.AB' =  A--:. 

B  —  889.  —  Construire  un  triangle  connaissant  a.  A,     4^  =  *. 

AL* 


—  890.  —  On  donne  deux  cercles  et  un  point  M  de  leur  axe  radical.  Montrer  que  le 
point   de    rercontre   des    polaires    de   .M   par   rapport  à   chacune    des  deux  circonférences 
appartient   à   l'axe   radical. 

Géométrie  dexcri/live. 

-  891.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  un  point  dans  ce  plan,  par  sa  projection  m.  Faire  passer 
par  ce  point  une  droite  du  plan  qui  soit  de  pente  donnée. 

—  892.  —  On  donne  un  point  {a,  a')  du  second  bissecteur  et  une  droite  quelconque  (D,  D').  Mener  par  a,  a)  une 
droite  du  second  bissecteur  qui  soit  perpendiculaire  à  (D,  D'). 

—  893.  —  On  donne  deux  droites  et  un  point;  mener  par  le  point  une  droite  qui  soit  perpendiculaire  à  l'une  des 
deux  droites  données  et  qui  s  appuie  sur  l'autre. 

—  894.  —  On  donnn  pir  ses  traces  un  plan  parallèle  à  la  ligïie  de  terre  et  une  droite  (D,  D).  Construire  la  droite 
symétrique  de  (D,  D')  par  rapport  au  plan  donné. 

—  895.  —  Une  droite  de  front  (D,  D)  est  une  arête  d'un  trièdre  trirectangle;  (a,  «)  est  un  point  d'une  seconde 
arête:  construire  les  projections  du  trièdre  trirectangle. 

—  896.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite.  Cas  où  la  droite  est  de  profil. 

—  897.  —  On  donne  une  droite  par  ses  projections  et  la  projection  horizontale  a  d'un  point  A  ;  on  connaît  la 
distancé  du  point  à  la  droite;  trouver  la  projection  verticale  a  du  point. 

—  898.  —  On  donne  la  projection  horizontale  D  d'une  droite  et  un  point  (a,  a');  trouver  la  projection  verticale  D'. 
connaissant  la  distance  du  point  à  la  droite  (se  donner  la  direction  de  D'). 

—  899.  —  On  donne  trois  points;  a  de  cote  3,  b  de  cote  0,  c  de  cote  4;  dislance  du  point  X  a.  la  droite  BC.  — 
Distance  du  point  a^  à  la  droite  b.^c-. 

—  9  0.  —  Perpendiculaire  commune  et  plus  courte  dislance  à  deux  droites  données  par  leurs  projections.  Cas  où 
l'une  des  droites  est  dans  le  plan  horizontal,  l'autre  dans  le  plan  vertical.  Perpendiculaire  commune  à  une  droite  quel- 
conque et  à  la  ligne  de  terre;  à  une  droite  quelconque  et  à  une  droite  de  profil. 

—  901.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  données  par  leurs  projections  cotées. 

(.«4  suivre.) 
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Concours  de  1921. 

AUjèbrc.  analyse  et  trifjonnmétrie. 

252  7.  —  a  et  6  étant  des  quantités  positives  données     («i  <  b)  : 

1«  Étudier  la  variation  de  la  fonction      f~  "  ,     quand  x  varie  de  a  à  6  (cette  fonction  se  rencontre  dan.s 

x^[o  —  X) 

l'étude  du  pendule  de  Foufcault);  ^ 

2^  Calculer  Taire  .\  limitée  par  la  courbe  dont  l'équation,  par  rapport  à  deux  axes  rectansiulaires,  Ox  et  Oy, 

est    (/-  —  -..:f      "      et  par  son  asymptote    x  =  b.     Pour  intécrer  on  pourra  poser    \/'r =  =  t; 

■^  x^h  —  x)  '  '      '  "  '  '  \   0  —  T 

3"  Calculer   l'abscisse   tlu   centre   de  gravité   do  1 1   portion   de  lain'  A  qui  est  comprise  entre  les  deux 

droites     x  =  a     et    x  ^=  — — r.     et   chercher  la   liinito   vers   laqueilt>   lend  celte  absci^><»'    (iii.md  b  nncm^nte 
indéfiniment,  a  restant  tixe.  Pour  trouver  cette  limite,  on  pourra  poser    b  =  ^^     et  faire  tendre  s  vers  zéro. 
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Géoni'  trie  analytiqut. 

2528.  —  On  donne,  par  rapport  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  Ox  et  Oy,  une  circon- 
férence yC),  de  rayon  K,  ayant  son  centre  sur  Ox  en  un  point  G,  d'abscisse  positive  «.  Un  point  mobile  P,  qui 
parcourt  cette  circonférence,  est  le  centre  dune  circonférence  (r).  de  rayan  variable,  assujettie  à  rester 
tangente  à  l'axe  Oy.  On  désigne  par  t  l'angle  variable,     t  =  iCx,  CP),    que  fait  avec  l'axe  Ox  le  rayon  CP. 

1«  Démontrer  que  la  circonférence  variable  V\  est  t.mgente  à  son  enveloppe  en  deux  points,  l'un  placé  sur 
la  droite  Oy,  l'autre,  M,  ayant  pour  coordonnées    j:  =  2  co8'r('H- R  cosî  •,     >j=aaïn2l  -  U  sinT  2 -t- cos2r). 

2  v2 

2"  Tracer  la  courbe  (E).  décrite  par  le  point  M.  dans  l'hypothèse     R  =  -^a. 

3"  Calculer,  à  1«">  près,  la  longueur  totale  de  la  courbe  (E),  dans  cette  même  hypothèse,  et  en  supposant 

4"  Le  point  P  occupant  une  position  quelconque,  déterminer  le  point  d'intersection  de  la  tangente  en  P  à 
la  circonférence  (Ci  avec  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (E);  et  comparer  les  directions  de  ces  deux  tangentes. 
En  déduire  la  construction  géométrique  du  point  M  et  de  la  tangente  à  la  courbe  (E).  connaissant  le  point  P. 
Construire  géométriquement  les  tangentes  menées  à  la  courbe  [E'  parallèlement  à  une  direction  donnée. 

.Y.  U.  —  rjii  appréciera  les  solutions  qui  s'aideront  de  considérations  géométriques;  en  particulier,  la 
quatrième  partie  pourra  être  traitée  sans  calcul. 

Mécanique. 

2529.  —  Un  corps  solide,  homogène,  pesant,  ;i  la  forme  d'un  cylindre  circulaire  droit  dont  la  hauteur  est 
é^ale  au  rayon  de  la  base.  Il  repose  sur  un  plan  incliné,  par  trois  saillies  hémisphériques,  de  dimensions 
négligeables,  réduites  à  trois  points  A,  B,  C,  pl.i'  -'s  aux  sommets  d'un  trianifle  é(iuilatéral  inscrit  dans  la 
circonférence  de  base.  Le  frottement  au  contact  du  plan  avec  les  deux  saillies  B  et  C  est  très  faible  et  sera 
considéré  comme  nul;  mais  au  contact  avec  la  troisième  saillie  .\,  il  y  a  un  frottement  de  glissement  suffisant 
pour  qa'il  soit  possible  de  placer  le  corps  sur  le  pi  m  de  façon  qu'il  y  repose  en  équilibre. 

On  désigne  par  a  l'angle  aigu  d'inclinaison  du  plan  sur  un  plan  horizontal,  par  a  le  rayon  et  la  hauteur  du 
cylindre,  par  P  son  poids,  par  f  le  coi-fllcient  de  frottement  en  A 


1"  Démontrer,  «mis  calcul,  que,  lorsque  le  corps  est  en  éiiuilibre,  le  point  A  se  trouve  dans  le  plan  vertical 
qui  contient  l'axe  du  cylindre.  On  n'étudiera  dans  la  suite  que  la  position  pour  laquelle  le  point  A  se  IrouTC 
placé  au-dessus  de  la  droite  BC. 

2"  Déterminer  en  direction,  sens  et  intensité,  !•  .s  réactions  exercées  vn  A,  B,  C.  par  le  plan  sur  le  corps. 

;)•  On  fait  varier  la  pente  du  plan.  Pour  quelle  valeur  extrême  de  celte  pente  l'équilibre  se  rorapt.il ?  et  de 
quelle  façon  tend-il  à  se  rompre  lorsque  cette  valeur  extrême  est  atteinte'.' Calculer  cette  valeur  dans  l'hypo- 
thèse   f=i. 

Calcul  numérique. 
A  l'aide  de  la  règle  à  calcul  : 

I.  —  Calculer,  avec  une  erreur  absolue  moindre  qu'un  centième,  la  racine  positive  de  l'équa- 
tion   X*  =  1.3x4-4  : 

l"  par  la  méthode  des  parties  proporlicjunelles  ei  par  la  m  •lliode  d'approximation  de  Newton  ; 
2'  par  approximations  successives  en  mettant  relie  éijualion  sons  la  forme 


x-0'13x*-4 

et  en  prenant  2,5  pour  première  valeur  approchée  de  .r. 

II.  —Calculer,  avec  une  erreur  absolue  moindre  qu'un  demi-centième,  la  somme  de  la  série 

.    T.         .     -  -  .     r. 

sm^  t-sing-f-.'-in^s-t-  . . .  -t-  sin—  -+-... 

Èpiin. 
2530.  —  .Ni  cadre,  ni  llèches,  ni  titres.  • 
H'H,'  |iai.'i!lèle  ;m  k'r.iud  axe  de  la  feuille  et  à  -O*""»  au-<lessus   «o  sur  le  petit  axe  de  la  feuille  et  sur  H'H|. 

(oo'^iaO'"'.  00  =  70""»,  o'o^=:90',  ^oa  =  45'.  u>a  =  70"'"',  o»ï.s  =  90", 

1 S  =  40""",  «SA  =  90»,  Rayon  SA  =  120"'"',  ASC  =  45". 
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Un  cône  de  révolution  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  H'H;  un  cercle  de  centre  (o,  o');  son  sommet  est 

au-dessus  de  ce  plan  horizontal.  Ce  cône,  liraitç  à  son  sommet  et 
à  sa  base,  est  solide  et  opaque. 

Le  développement  de  la  surface  latérale  du  cône  étant  le 
demi-cercle  SACDAj,  on  trouvera  dabord  les  projections  du  cône. 
On  trace  ensuite  la  circonférence  (z)  tangente  à  SA  et,  en  C,  à  la 
demi-circonférence  ACDAj, 

On  demande  les  projections  de  la  courbe  T)  tracée  sur  le 
cône  et  dont  le  développement  est  la  circonférence  (:);  la  droite  sa 
correspond  à  SA. 

Cette  courbe  (T)  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  aux  deux  plans  de  projection.  On  demande  les  projections  de  l'intersection  du  cône  et 
du  cylindre;  puis  de  tracer  .sur  le  développement  la  transformée  de  cette  intersection. 
On  représentera  la  portion  du  cône  extérieure  au  cylindre. 

Sur  le  développement  on  ne  dessinera  que  ce  qui  correspond  à  la  surface  conique  du  solide  représenté. 
Enfin,  on  tracera  au  crayon  les  génératrices  vues  du  cône  qui  subsistent,  sur  ce  solide,  ainsi  que  sur  le 
développement  (éviter  qu'elles  soient  trop  voisines). 

NOT.^.  —  Les  résultats  demandés  seront  seuls  à  l'encre  noire,  lignes  vues  en  traits  pleins,  lignes  cachées 
en  points  ronds.  Tout  le  reste  à  l'encre  rouge  en  trait  plein,  y  compris  les  tangentes  trouvées. 

On  fera  les  constructions  nécessaires  pour  trouver  un  point  quelconque  de  chaque  courbe  et  la  tangente 
en  ce  point,  les  points  et  tangentes  remarquables. 

Tous  les  traits  à  l'encre  noire,  à  l'encre  rouge  et  au  crayon  dofvent  être   fins;   aucun  d'eux  ne  sera 
renforcé. 


Physique. 


V- 


D 
C 

>^ 

60* 


^:» ^ 

A  y 


E 


é'- 


I.  —  2531.  Un  pendule  composé  pesant,  fait  d'une  matière  de  densité  8,  est  constitué  par  l'ensemble 
rigide  d'une  barre  BD  rectiligne,   cylindrique,  homogène,  de  longueur  1»,  et  d'une  sphère  pleine  homogène  S 

dont  le  centre  se  trouve  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  la  barre  (voir  la  figure). 
Ce  pendule  peut  osciller  autour  d'un  couteau  C  de  masse  négligeable,  tixé 
normalement  à  la  barre,  et  dont  l'arête  utile  est  à  20"=™  de  l'extrémité  supérieure  D 
du  pendule.  La  masse  de  la  barre  BD  est  de  800s  ;  on  supposera  que  cette  masse 
est  uniformément  répartie  le  long  de  l'axe  de  la  barre.  La  sphère  pleine  S  a  un 
diamètre  AB  égal  à  6"™. 

Dans  les  équations,  on  désignera  par  M  la  masse  totale  du  pendule,  par  a  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  à  l'arête  utile  du  couteau  C,  par  I  son  moment 
d'inertie  par  rapport  à  cette  même  arête,  par  /  la  longueur  CA  et  par  g  l'intensité 
de  la  pesanteur     (g  =  981  C.  G.  S.). 
1°  Calculer  la  valeur  en  kilogrammes-force  de  la  force  horizontale  F  qu'il  faut  appliquer  à  l'extrémité  infé- 
rieure A  du  pendule  pour  le  maintenir  immobile  et  écarté  de  sa  position  verticale  d'équilibre  d'un  angle  de  60». 
2°  On  supprime  brusquement  la  force  F,  précédente;  le  pendule,  qu'on  suppose  osciller  sans  frottement, 
passe  alors  par  sa  position  verticale  d'équilibre  avec  une  vitesse  angulaire  de  3,57  radians  par  seconde  corres- 
pondant à  une  vitesse  linéaire  V  du  point  A  au  même  insl.int.  En  vue  de  photographier  ce  pendule  au  moment 
où  il  passe  par  sa  position  verticale  d'équilibre,  on  met  au  point  sur  le  pendule  un  appareil  photographique 
dont  on  supposera  l'objectif  parfait  au  point  de  vue  optique  et  qu'on  assimilera  à  une  lentille  mince  conver- 
gente de  âO"""  de  longueur  focale;  cet  objectif  est  placé  à  4"  du  pendule;  son  axe  optique  est  perpendiculaire 
au  plan  d'oscillation  qu'il  coupe  vers  le  milieu  de  la  position  verticale  du  pendule.  Trouver  r(''quation  (iiii  donne 
en  fonction  de  V  le  temps  maximum  t  pendant  lequel  l'obturateur  de  l'appareil  photographiiiue  peut  rester 
ouvert  au  moment  du  passage  du  pendule  par  sa  position  verticale  d'équilibre,  pour  obtenir  une  photographie 
nette,  la  tolérance  de  netteté  sur  la  plaque  étant  de  un  dixième  de  millimètre.  Comment  se  modilie  la  netteté 
aux  différents  points  de  l'épreuve,  si  l'on  fait  croître  progressivement  le  temps  de  pose? 

3°  (-alculer  numériquement,  en  unités  C.  (i.  S.,  les  valeurs  de  V,  (  et  1.  (Pour  le  cas  où  l'on  croirait  en 
avoir  besoin,  il  est  rappelé  que  le  moment  d'inertie  d'une  sphère  pleine  homogène  de  masse  m  et  de  rayon  R, 

par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres  a  pour  expression  p-wiR-.^ 


536 


SUJETS   DE  CONCOIRS 


Nota.  —  On  recommande  l'usage  de  la  réglée  calcul,  et  on  donnera  les  résultats  numériques  au  sTin  P'"^* 
en  valeur  relative. 

II.  —  2532.  Dans  une  cuve  profonde  à  mercuie,  de  niveau  N  constant,  plonge  une  t'-prourelte  cylindrique 
verticale  E  ouverte  en  bas,  fermée  en  haut  en  S,  et  de  section  intérieure  constante  d'aire 
égale  à  l*"™-.  De  l'air  sec  est  enfermé  dans  lu  partie  supérieure  A  de  l'éprouvette  E  et  son 
volume  est  de  "j""'  <ju.in<l  les  deux  niveaux  h  el  N  du  mercure  sont  dans  le  même  pl&n  ^voir 
la  figure).  On  supposera  dans  Inut  ce  qui  suit  que  la  température  rt^ste  invarialde.  et  que  la 
pression  atmosphérit^ue  ronserve  la  valeur  ronslanle  de  T»»*"'  de  mercure.  On  ne  tiendra  pas 
compte  des  phénomènes  capillaires. 

On   introduit  alors,  on  oul'f.  dans  la  chambre  plein»*  d'air  \  de  cette  éprouvetle,  une 
masse  égale  à  O^'.OO'Tt  d'un  liqui<lo  volatil,  dont  la  tension  maxinuim  est  de  19'''"  de  mercure 
♦'t  dont  la  masse  par  centimètre  cube  de  vapeur  saliirinle  est  de  0*-',00U9. 

1"  L'éprouvette   E  étant  maintenue  en   plane     (SN  =  5*™),     on   demande  de  calculer  numériquement    la 
valeur  do.  la  ilénivellalinn,  nN,  qui  s'établit  entre  les  deux  niveaux  du  mercure  quand  l'état  d'équilibre  estatteint. 
2"  Calculfr  niiiii»  riqufintMit  de  combien  il   faut  soulever  verlicnlenuMit  l'éprouvette  K  pour  que  les  deux 
niveaux  u  et  N  du  nuTrure  soiint  revenus  dans  le  même  plan  «juand  le  nouvel  élal  d'équilibre  esl  atteint. 

.3"  On  soulève  maintenant  cette  éprouvelte  K  d'une  longueur  vt-rlioale  x  quelconque,  comjtlee  a  partir  de  la 
position  rijtrc'senlée  par  la  fiynre.  Le  niveau  intéiieur  n  du  mercure  présente  une  dénivellation  y  par  rapport  au 
niveau  extérieur  \  quand  l'état  déqnilibre  est  atteint.  On  demande  d'établir  la  relation  algébritjue  reliant  x  à  y, 
dans  les  deux  cas  suivants  : 

a)  la  vapeur  reste  saturante.  Tracer  en  outre  dans  ce  cas  la  courbe  représentant  en  vraie  yrandeur  les 
valeurs  de  y  (ordonnée)  en  fonction  de  x  (abscissel.  (Calculer  numériquement  les  valeur>  de  x  et  y  corres- 
pondant ti  la  lin  de  la  saturation; 

i)  la  vapeur  n'est  jilus  saturante  on  admettra  «jue  la  vapeur  non  saturante  obéit  aux  mêmes  lois  que  les 
ga/  diflicilement  liquéliables  .  Indiquer  en  outre  roniment  la  courbe  exjirimaul  les  variations  de  y  en  fonction 
de  X,  dans  le  cas  actuel,  se  place  par  rapport  à  la  courbe  de  saturation  précédente  prolongée  au  delà  de  sa  partie 
utile. 

,  l'Itimie. 

I.  —  Citez  : 

un  seul  corps  composé  réducteur  bien  caractérisé  appartenant  à  la  l""'  famille  des  mélalloides, 

—  —  2-  — 

—  —  3'  — 

—  -  4'  _ 

Pour  <  hioun  de  ces  quatre  réducteurs  vous  décrirez  et  expliquerez  soigneusement  les  expériences  de  cours 
ou  de  manipulations  par  lesquelles  on  pourrait  constater  les  propriétés  réductrices. 

II.  —  2533.  On  résouilra,  à  propos  de  l'eau  oxvgénée,  les  problèmes  suivants  : 

1"  L'eau  oxygénée  H-'O-  pure  et  au  maximum  de  concentration  est  un  liiiuide  dont  la  densité  esl  1,5.  Cal- 
culer le  volume  d'oxygène  gazeux  que  peut  dégage)  1  volume  de  cette  eau  oxygénée  li(|uide. 

2**  Quelle  est  la  chaleur  de  formation  de  la  molécule  de  l'eau  oxygénée  h  partir  de  ses  élénientA,  sachant  que 
l'on  a 

H«-f-0  =  H«0-»-()9()00  calories.  H*0*  =  H«0-h  0 -+- 48  5<K)  calories  ? 

.1"  On  ajoute  à  cette  eau  oxygénée  pure  100  fois  .son  volume  d'eau,  puis  on  provoque  la  décomposition  en 
eau  et  oxygène.  Calculer  l'élévation  de  température  du  liquide  restant  en  admettant  cjue  l'oxygène  libéré 
n'emporte  aucune  des  calories  dégagées 

4»  A  100"  d'eau  ordinaire  on  ajoute  -i"  d'eau  oxyuénée  pure.  Calculer  la  températun- de  congélation  «nchant 
que  l'ubaissenii'nt  de  température  (jub  produirait  I  molérule-granime  dissoute  «lans  100»«  d'eau  serait  {H\7t. 

5"  iThe  eau  de  Javel  contient  son  volume  de  rhiore  actif.  «Jnel  poids  d'eau  oxygénée  pure  faudrait  il  ajouter 
7k  1'  de  cette  eau  de  Javel  pour  (|ue  se  produise  exactement  la  réaction  dans  laquelle  l'eau  de  Javel  el  l'eau 
oxygénée  s»' ,|.-.omposfnt  mutuellement  en  dégagiant  le  même  volume  d'oxygène? 
lihaqui-  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques  \  adopter.) 


Le  R^dacteur-dérant  :  H.  VUIBERT. 


Couloramiers.  —  Imprimerie  Paix  BHODAHD. 


31«  Année.  Août  1924.  N»  41, 


REVUE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 


PREMIERE    PARTIE 


MÉCANIQUE 


2366.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oa?,  Oy,  Oz.  Un  point  matériel  M  de  masse  égale  à  1  se 
déplace  dans  l'espace  sous  l'action  d'une  force  MF  parallèle  au  plan  des  xy  et  dont  l'extrémité  F  est  con- 
stamment située  sur  l'hélice  circulaire  définie  par  les  équations    a;  =  2  cosz,     y  =  2sin:. 

1°  Écrire  les  équations  du  mouvement,  puis  les  intégrer.  On  désignera  par  Xç,  y^,  Zq  les  coordonnées 
de  la  position  initiale  i\]„  et  para,  b,  c  les  projections  de  la  vitesse  initiale  M„V,j  à  l'instant     t  =  0. 

En  supposant  c  >  0,  on  montrera  que  si  c^\.  on  obtient  pour  x,  y,  z  un  premier  groupe  de 
valeurs,  et  si  c:^i  un  deuxième  groupe.  Démontrer  que  si  l'on  fait  tendre  c  vers  1.  les  valeurs  du 
premier  groupe  ont  respectivement  pour  limites  celles  du  second. 

2"  On  fait  ensuite  a?o  =  l,  y^=;zz^  =  0,  a  =  6  =  0,  c  =  l.  Soit  alors  (C)  la  trajectoire  du 
point  M.  Montrer  qu'on  peut  la  définir  géométriquement.  Calculer  à  l'instant  t  la  vitesse  du  point  M,  son 
accélération  totale,  tangentielle  et  normale.  En  déduire  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  et  vérifier 

le   résultat  obtenu  au  moyen  de  la  formule     di^^I  'TTI  )  ~^  \  'T^J  ~^  I  Tl  )  * 

3"  Calculer  la  longueur  de  l'arc  parcouru  par  le  point  M  de  Vinstant  zéro  à  l'instant  t.  et  l'aire 
engendrée  par  cet  arc  tournant  autour  de  Oz. 

4°  Etudier  Vhodographe  du  mouvement. 

5°  Soit  (y)  la  projection  de  la  courbe  (C)  sur  le  plan  des  xy  ;  cette  courbe  {y)  passe  au  point  }>l^,.  Soit  m 
un  point  quelconque  de  celte  courbe  ;  on  pose     Om  =  p,     a/'cMoW:=5.     Démontrer  que  l'on  a     ç-=iis-\-i. 

Inversement ,  toute  courbe  du  plan  des  xy  passant  par  le  point  Mo,  et  telle  que  l'on  ait  cette  relation, 
coïncide  avec  la  courbe  (y). 

1.  Les  coordonnées  du  point  M  étant  a-,  y,  z,  celles  du  point  F  sont  2  cosz,  2sin:,  z,  et  les  projec- 
tions de  la  force  MF  ont  pour  valeurs 

X  =  2cosz  —  X,  Y=:2sinz  —  x,  Z^O; 

par  suite,  les  équations  du  mouvement  s'écrivent 

d-x      r.  dhi      ç.    .  d-z 

^  =  2cosz-a-,  ^  =  2smz-:r,  -^^,  =  0. 

La  troisième  s'intègre  immédiatement,  et  donne     :  =  c^  -t-  z^,     et  les  deux  autres  deviennent 
(1)  g  +  ^  =  2cos(c«+Zo),  (2)  ^■(-f-y  =  2sin(d-l-:o). 

L'  équation  (1)  est  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  constants  avec 
second  membre.  L'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre  est    .\  cosf -+-Bsin/ ;     nous 
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aurons  l'inlégrulo  générale  de  i'équalion  avec  second  membre  en  ajoutant  à  Acos/  — Bsin/  une 
inlégraUî  particulière  de  l'équation  avec  second  membre.  On  voit  sans  peine  que  si  c  >0  el  c:^^  1, 
celle  intégrale  sera  de  la  forme  À  cos(c/-+- s,),  À  étant  une  constante,  que  nous  déterminoDs 
en  écrivant  niie  a  cos {et -\-^o)  véritie  réquatioi;  h.  Nous  trouvons  ainsi  >  (—  -  5-l)  =  2» 
2 

ou       A  =  ^_^^,- 


I*ar  suit<',  rin*tf;rale  générale  de  l'équation  (I       -• 

x=:  AC0S/-I- Bsin/  / — V''- 

1  —  c 

On  voit  d'une  u.anicTe  analogue  que  l'intégrale  générale  de  (2)  est 

V  =  A'cosr-^B'.in.'  --'''Jii£^+i»}. 

Déterminmis  ..iainlenanl  les  constantes  A,  M.  A.  lî  de  façon  que  pour  /=0,  on  au  r  ^  x,» 
1/  =  //„,      -T-  =1-  i(.       .1  =r  6,     nous  obtenons 

--  _4    ,   2cos:o  ,      2sin:„ 

,,      2csin:„  ,       .,,  ,  2cco8:o 

Nous  en  ^uull^   \,  ii,  V,  B',  et  les  valeurs  de  x.  7.  ;  sonl  alors 

/          2cos:„\        ,      (        2csin:,A    .    ,  ,  2cos(c/-+- :«) 
^  =  (^"       i^^TFJ  cos/   1    (^ r/   -  i-iz^rj  S'n <  H ^Lr*        ' 

,\\  {  (         2sin:„\        ,   ,    /i       -<-' ^osrA  ^.    ,   _   2  8in(c/-4- :.,) 

:  =  c/  -I-  :„. 

Supposons  maintenanl    c:=l. 
L'é(iuati<in  (I  )  s'écrit 

(;i)  ^-+-.T  =  2cos(^-f-:o). 

("elle  fo.>,  1...US  pouvons  calculer  une  intégrale  particulière  de  cette  equalinu  ayanl  la- 
forme  /(Xcos(/  ,  :„)-4-  jxsin(/  ^  :„)],  À  el  a  étant  des  conslanlcâ.  Si,  en  efT.t  nouv;  rempln  .ms  r  par 
cette  valeur  daii>^  l'équation,  nous  obtenons 

/[— Àco8(rf-So)  — [xsin(<-+-:o)]-4-::iL-     /sin(^  h  :„) -+- acos^/  t- :„)j 
-h/[Àcos(/-h:o) -^îAsini/  -   :„)j  =2cos{/ -i-  s,), 
on,  en  sim|)liliaiil, 

—  X  sin(/ 4- ;,) -i- u.co.-<v.'       ;„^=C08(<  4-  2o). 

et  relie  équation  osl  vériiiée  pour     \  =0,     ,u  =  I 

On  en  conclut  (|uc  l  sin(<  -f-  z^)  est  intégrale  patlicuuore  de  (,1),  el  par  suite,  I  intégrale  générale 
de  celle  équation  osl 

.r  =  Ac08<   (   B-iin/   i    fsin(/  !-:„). 

On  voit  de  méiuc  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  '2)  où  l'on  fait     r  r=  l     esl 

).  =  A'co8rf-  B'sin/  — /cos{/-h:„^. 

dx  «/y t 

En    ecrivani     maintenant    tjuo,    pour     ^=0.     on    a    j— j„.     y^]/^,      ^^=a.     -^  —  0,     on 
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obtient    A  =  Xq,     X' =  y^^,     B=:a  —  sinz^,     H' =:Z» -+- cosi^oi     et  Ton  a  ainsi  le  nouveau  système 

(  x  =  Xq  cos  /  -h  (a  —  sin  r^)  sin  /  H-  /  sin  [t  -+-  2„), 
(II)  <  j/  =  i/,jCos(H-(6-hcos:o)sin<  —  /  cos (f  H- z,,), 

Cherchons  maintenant  les  limites  des  seconds  membres  des  formules  (1)  quand  c  tend  vers  1. 
On  peut  écrire 


w 


xz=Xq  cos  /  +  a  sin  l 


2  cos  :„  cos  t  -h  2c  sin  z^  sin  t  -+-  2  cos  (et  -f-  z^) 


l  —  c' 

Quand  c  tend  vers  1,  les  deux  termes  de  la  fraction  lendent  vers  zéro.  Appliquons  la  règle  de- 
rilopilal;  le  rapport  des  dérivées  par  rapport  à  c  est 

2  sinZ(,  sin  t  —  2/  sin(c<  -h  z„) 


zc 


Pour     c=l,     ceci  devient     fsin(<H-:J  —  sin:„sin/,     et  la  valeur  (4)  de  a:  s'écrit 

x^  Xg  cos  t  -ir  a  sinf-h  <  sin  (^4-  z^,)  —  sin  z^  sin  ^ 

C'est  la  première  des  formules  (II). 

On  obtiendrait  de  même  la  seconde. 

2.  Pour    x^=:i,     yo  =  Zo  =  0,     a=ib  =  0,     c  =  i,     les  formules  (II)  deviennent 

x=zcost  ~\-  t  s'int,  y  =  s'iat — /cos/,  z  = /, 

elles  définissent  la  trajectoire  (C). 

Les  valeurs  de  x  el  de  y  montrent  que  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy  est  une  déve- 
loppante du  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  1, 

Pour  construire  un  point  de  la  courbe  (C).  on  prendra  sur  le  cercle 
le  point  P  tel  que  l'angle  (OA,  OP)  soit  égal  à  i;  puis,  sur  la  tangente 
en  P  dans  le  sens  négatif,  on  prend  le  point  H  tel  que  PH  ^arc  AP=  t. 
On  mène  alors  par  le  point  H  une  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  et  sur 
cette  droite  on  considère  le  point  M  situé  ù  la  dislance  /du  point  H.  Quand  t 
varie,  le  point  M  décrit  la  courbe  (C). 

Nous  avons 


dx 

-j-=z  l  cos  t. 

al  ' 


dy       ,   .    ,  rfz       . 


la  vitesse  v  est  alors  définie  par  la  formule 

.2       /rfz\- 
di 


-=m^m 


=i'-^i, 


dt 


ou 


dt 


dh; 
dt 


^  = —  t  s'\nt  -f-cosf, 


d^v 

--j^j  =  i  cos /  + sin/, 

al' 


v  =  sjt'-hl. 

d'^ 


dt 


=  0; 


et  en  désignant  par  y  l'accélération  totale,  on  a 


,      /d'xy_^(dW 


dW 
dv 


=  /^-hI, 


=  v'/*-+-l. 


Soient  Y£  et  y,,  les  accélérations  tangcntielle  et  normale;  nous  avons 

dv / 


dt        yjf'-^i 

0  ,,  I  f"  /*-f-/^-f-l 
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Or,     •;„;=_  =  — _ — ;     on  a  donc 


Nous  avons  maintenant 

j^=:V  =  ylP-hi.  OU  rfj  =  V/»  -h  1  dt, 

en  supposant  que  s  varie  dans  le  mOme  sens  que  t. 
Nous  en  lirons 

dx l  cos  /  (il  /  LOS/  dy /  sin tdt  tsint  dz dt.       1 

ds~  ^rtr:^\dt~yJF+l'         dï  ~  sFTldt~  sli*~-h  i'         ds~'^jW^l[t~  ^1^1^ 

puis 

d*x _d  /  t  COS /  \    rf/_cos/  —  <(1  -h  <*)sin/ 
ds'  ~ dt  Vv'TH^' l)  '  ds~  {1-+- 1^)- 


d^_d  /  tsiDl  \    rf/_sin /-+•/(  !-!-<■')  cos/ 
ds^  ~ dt  \v'/^n )'  ds~         ~{ï' 

</';_(//      1      \    dt_     —t 

ds'  ~  dt  WÏTTV  '  dji~H-h  t*)* ' 


dh       d  /      i      \    dt  —t 

ds 
On  en  déduit 


(d'xy     (dH^y     ( d^zy _ i h- /- (i -+- /*)* -t-f  _ i -+- <'(i -^ <*) _  i 

\^)'^\Ji*}^\^*)—  (1-+-/*)*  ~      (1-MT      ~H«' 

3.  On  a     dsz=.yji  -h  /■'rfz,     et,  par  suite, 

s=  Ç\!m-dt. 
En  utilisant  la  formule  connue 

on  a 


f^-r^t^dt=^^^^i'  r_Ji_=wi+'V*L(r+s'rr?). 

.'  2  2./  VU-/*  2  2 

et,  par  suit»*, 


_<vi-^/-  ,   1 


Considérons  maintenant  la  surface  eiiKcndrée  par  la  courbe  (C)  en  tournant  autour  de  0;.  In 
par;ili«'l('  de  celte  surface  a  pour  équations  .r*-ht/*=  1  h  t^,  :  ==  ^  et  la  méridienne  située  dans  le 
plan  des  t:  a  pour  équations  paramétriques 

jds,  s  désignant  l'arc  d»*  la  méridienne. 

On  a     «J- =-===,     dz  =  dt,     ds  =  i'  di, 

J«(      
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ou 


Or,  l'inlégrale  indéfinie  a  pour  valeur 

,     J  2  2J    v'2/--f-l  2  2v2J   N2r^+l' 

/ 


V2<^  +  lrff=li^^^lili_H--i-L(^2-hv'2Fq^). 

2  2^/2 


On  en  déduit,  pour  valeur  de  l'aire, 

ir  p  V2<'  +  1  +  ^  L (<  v/2  H-  v'2/'  -+-  O]  • 

4.  Un  point  de  Thodographe  a  pour,  coordonnées 

Ceci  montre  que  l'hodographe  est  dans  le  plan  z^z■=[,  et  que  la  projection  de  celle  courbe  sur 
les  plans  des  xy  a  pour  coordonnées  polaires    p  =  /,     w  =  ^ 

Par  suite,  l'hodographe  est  une  spirale  d'Archimède,     p  =  c.j,     située  dans  le  plan     :=1. 

5.  Un  point  de  la  courbe  (y)  a  pour  coordonnées 

x^cost-{- t  s'inl^  y  =  sin/  —  tcost. 

On  a 

0-  =:  X^  -f-  y-  =:r  1  +  l^. 

D'autre  part, 

dx  =  t  cos  tdt,  d]i  =  <  sin  Idt,  ds-  =  t-dt^. 

t- 
En  supposant  que  s  varie  dans   le  même  sens  que   /.  on  a     ds=^tdl,     s  =  ^,     puisque     ^r^O 

pour     /  =  0. 

On  en  déduit  immédiatement     o^  =  2s-h1. 

Réciproquement,  cherchons  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  on  a     c^  =  2s-f-  1. 

On  en  tire     pdp  =  ds,     ou    xdx-hydy  =  ds. 

dx  dij 

Soit  a  l'angle  de  la  tangente  avec  Ox,  on  a    cosa  =  -y  ,     sinai=  ;',     el  la  relation  précédente 

devient 

(1)  a^cosa-hy  sina  —  1  =:  0,  avec  (2)        -7^  =  tg«. 

A  toute  valeur  de  a  correspond  un  point  M{x,  y)  de  la  courbe  cherchée;  ce  point  est  situé,  d'après 
l'équation  (I),  sur  la  tangente  au  cercle  x^-j-y- — 1  =  0  au  point  'cosa.  sina).  et  daulre  part, 
d'après  l'équation  (2).  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe  est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  cercle. 

On  en  conclut  que  le  lieu  du  point  .M  est  une  trajectoire  orthogonale  des  latigenles  au  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  1;  autrement  dit,  la  courbe  cherchée  est  une  développante  de  ce  cercle.  Si  elle 
passe  au  point  M„,  elle  coïncide  avec  (y). 

G.  [.ACII,  M  Douai. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Delvoyk;  Paul  Don,  comluclcur  des  ponl>  ol  cliaiissées,  à  Oiiiljilu  (M.arûc):  F.,  n  ï^ainl-Cloiid  ; 
A.  lluTiNKL,  à  Cannes;  V.  Mir.i.ou,  à  Paris;  Iîoiimkk,  comluclcur  des  pjiils  cl  c!i.uis.cji;  Gallon  ll'>v  :  M  u'i-'l  V.v^sklh,  a 
Calais. 
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2322.  —  In  rayon  de  lumière  mnnochromnlique  SI  e%l  normal  à  l'axe  d'un  cylindre  droil  en  verre 
dont  la  bail'  est  le  cercle  0.  //  pénètre  dans  ce  rpicle  en  I  et,  après  y  avoir  subi  deux  réflexions  intérieures, 
émerge  suivant  JS'. 

Soit  i  l'angle  d'incidenre^  r  Cnngle  de  réfraction,  n  l'initice  de  réfraction  du  verre. 
1"  Calculer  lu  déviation  tolnle  D  du  rayon  lumineux. 

2"  déterminer  la  valeur  i,„  de  i  pour  iiquelle  D  prend  sa  valeur  minimum  D,„.  Appli- 
cation à     n  =  i  ,5. 

.'{"  Calculer  -j-— .  (Juel  est  Ir  plus  dévié  des  rayons  rouge  et  violet? 

i"  On  suppose  que  h-  rmiim  soit  au  minimum  de  déviation  et  qu'il  iiunnr  dune  flamme 

de  sodium.    Il  est  cnnxtiiué,  rmiime  on  sait,  de  deux  radiations  voisines.  On  donne  les 

y'      itidices  de  réfraction     »,  3=|,VJS83,     >j^  =  1,49S89     dr  ces  deux  radiations  pour  le  verre 

considéré.  Quel  est,  en  .srnni  '/'<  d'arc.  Vérurtcment  ainjulairr  des  deux  rayons  émergents 

Clin  rspandants? 

(Ecole  Vulylechnique,  concours  de  1916.) 

1"  I<a  déviation,  en  I,  est     i  —  r;     on  K.     -  — 2r;     en  L,     z  — 2/-;     en  J,     i  —  »-.     Donc 

|)  =  2(7i-4-i— 3r). 
2"  Pour  étudier  la  variation  de  I)  en  fonction  de  i,  n  étant  constant,  prenons  la  dérivée  : 

J  J         1-   .      <''■       .  /l  —  sin*i        , 

Or  1,1  rclîilion     sinï=:j*sinr     donne     cosirt»  =  h  cosrrfr,     don     -i=  V/    .. .  ■     el 


d\^ 
d 


f^  =  2(i-:V\-^":')- 

i  \  V  »r  —  sin*i/ 


Celte  dérivée  s'annule  pour 


1  —  sin't        I 


d'où  l'on  tire     sin-i  = 


9  — n* 


ou       COSM  = 


\ 

n»  — 1 


„«_sin'<~îr     H  '"  '  8 

On  s'assure  d'ailleurs  que  cette  valfur  de  i  correspond  hien  i\  un  minimum,  soil  en  prenant  la 

"dérivée  seconde,  8oil  eu  reuiaripianl  que -^  est  négatif  pour     i=0     et  positif  pour     »=5,     donc  la 

fonction  D,  commençant  par  décroître  »'t  Unissant  par  augmenter,  passe  par  un  nMnimum. 

Pour     M  =  l,.->,     on  trouve     sin»i  =  ^  =  0,Hi:no,     sini  =  0,0185n     et  finalement 


r„  =  37»  \y  t0".5, 


D„.  =  2(>(."51'5i' 


W"  l/exprcssion  générale  de    ,    ,  pour  une  valeur  déterminée  el  (i\e  de  i,  est 


d\)  __    dv 
tin  du 


dr 
l-n  dérivant  j)ar  rapport  \x  n  la  relalion  di'  Descaries,  on  a    0  =  sinr^-  n  cosr  ,    ,     d*o(i 


r/l)       ,.    ^111 


fi  si  ni 

M  <"osr       II    \  »/        --111/ 
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Pour  Ja  valeur  particulière  de  i  correspondant  au  minimum,     sin^i  =  ^  —  »^     ç,  y.^^  trouve 

o 


2    /9  —  n' 
n  V  n^  —  1  ' 


dn 
expression  positive,  donc  le  violet  est  plus  dévié  que  le  rouge. 

4°  Les  deux  indices  donnés  sont  assez  voisins  pour  qu'on  puisse  assimiler  à  la  dérivée  précédente 
le  rapport  de  lécartement  angulaire  des  deux  rayons  à  la  différence  des  indices.  Or,  pour  la  valeur 
moyenne  de  //.  1,49887,  ou  sensiblement  1,5,  le  calcul  de  la  dérivée  donne  3,1  (exacf'?ment  3,1057).  La 
différence  des  indices  est  0,00004.  Donc  l'écartement  des  rayons  est,  en  radians, 

^D„.  =  3, 1  X  0.00004  =  0,000124, 
ce  qui  équivaut  à  25  secondes. 


Solution  partielle  de  M.  Cli.  Pacé,  à  bord  de  la  Ville  d'». 
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2323.  —  On  sait  quen  attaquant  le  cuivre  par  l'acide  azotique  on  peut  obtenir,  suicnH  l"s  conditions 
de  température  et  suivant  le  degré  de  concentration  de  l'acide,  soit  de  Coxyde  azotique  pur,  xoif  un  mélange 
de  ce  composé  avec  d'autres  gaz  renfermant  tous  Vazole  au  nombre  de  leurs  éléments. 

Indiquer  un  ou  plusieurs  essais  auxquels  on  powra  soumettre  l'oxyde  azotique  ainsi  préparé  pour 
reconnaître  sa  pureté. 

En  supposant  que  l'un  de  ces  essais  ait  permis  de  conclure  que  l'oxyde  azotique  est  mêlé  à  d'autres  gaz, 
on  demande  de  trouver  la  composition  qualitative  et  quantitative  du  mélange  au  moyen  des  constatations 
suivantes  : 

1°  Un  volume  de  ce  mélange  égal  à  100"''  est  introduit  dans  une  cloche  courbe  cl  chauffé  dans  cet 
appareil  avec  un  fragment  de  sulfure  de  baryum;  ce  composé  se  transforme  en  sulfate  et  le  mélange  gazeux 
subit  une  diminution  de  volume  de  25"°". 

2°  Un  autre  échantillon  du  mélange  initial,  de  iOO"^^  également,  est  agité  avec  une  solution  concentrée 
de  sulfate  ferreux  jusqu'à  ce  qu'on  n'observe  plus  de  variation  de  volume.  Le  gaz  restant  après  cette  opé- 
ration est  introduit  dans  un  eudiomètre  avec  un  volume  d'hydrogène  égal  à  50'°'.  Le  passage  d'une  étin- 
celle électiique  dans  ce  mélange  laisse  un  résidu  gazeux  constitué  par  un  mélange  de  50'=°''  d'azote  et 
20'^"'  d'hydrogène. 

Im  composition  en  volumes  du  mélange  gazeux  donné  ayant  été  ainsi  déterminée,  en  déduire  la  compo- 
sition en  poids,  sachant  que  le  poids  atomique  de  l'azote  est  14  et  celui  de  ioxygène  16. 

(tVo/e  Polytechnique,  concOHis  de  1916.) 

Si  le  mélange  gazeux  contenait  des  vapeurs  de  peroxyde  d'azote  et  d'anliydride  a/oteux,  il  serait 
coloré;  de  plus,  en  le  faisant  passer  dans  de  l'acide  sulfurique,  on  produirait,  par  absorption  de  ces 
vapeurs,  du  sulfate  de  nitrosyle  reconnaissable  par  le  sulfale  ferreux. 

Si  le  gaz  est  recueilli  sur  l'eau,  ces  vapeurs  sont  encore  absorbées  et  l'eau  devient  acide. 

Après  cette  absorption,  le  gaz  ne  j>put  plus  contenir  comme  impuretés  que  de  1  oxyde  azoteux  et 
de  l'azole.  On  peut  alors  vérilier  sa  pureté  par  le  sulfale  ferreux,  qui  doit  l'absorber  complètement,  ou 
bien  en  y  ajoutant  de  l'oxygène  qui  le  transformera  en  produits  solubles  dans  l'eau  et  absorbant  ensuite 
l'excès  d'oxygène. 

Les  opérations  décrites  ne  donneraient  pas  de  résultats  précis  si  le  mélange  contenait  des  vapeurs 
acides.  Nuis  1  ,•  supposerons  donc  formé  exclusivement  d'oxyde  a/oliquc,  d'exyde  o/.obiix  el  d"a/olc. 
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1"  Le  sulfure  de  baryum  est  transformé  par  les  deux  premiers  en  sulfate.  La  réduction  de  loxyde 
azotique,  qui  ne  contient  que  la  moitié  de  son  volume  d'azote,  produit  une  diminution  de  moitié,  tandis 
que  celle  de  l'oxyde  azoteux,  qui  contient  son  volume  d'azote,  ne  produit  aucune  variation  de  volume. 
Donc  les  100"°^  du  mélange  contiennent 

2x25=:50'^°*  d'oxyde  azotique. 

2°  Dans  la  seconde  expérience,  la  solution  d»;  sulfate  ferreux  absorbe  l'oxyde  azotique  et  il  reste  30-°' 
d'un  mélange  d'oxyde  azoteux  et  dazole  dont  lu  réduction  par  l'Iiydrogéne  laisse  bien  un  résidu  de  50'"^. 
ce  qui  contirme  le  résultat  précédent  el  justiGe  l'hypothèse  faite  sur  la  composition  qualitative  du 
mélange. 

Le  passage  d'une  étincelle  électrique  après  addition  d'hydrogène  forme  de  l'eau  par«combinaison 
de  l'oxygène  contenu  dans  l'oxyde  azoteux.  Ur,  30  —  20  =  30""^  d'hydrogène  entrent  dans  celle 
/•ombinaison;  ils  ont  été  brilles  par  IS'^"'  d'oxygène  provenant  de 

30««i3  d'oxyde  azoteux. 
Il  existait  donc  enlin,  dans  le  mélange  essayé, 

30  —  30  =  20'^°"  d'azote  libre. 

Les  poids  relatifs  sont  représentés  respectivement  par  les  produits  des  volumes  par  les  poids  molé- 
culaires, ce  qui  fait 

30  X  'i(f=  1  300    d'oxyde  azotique, 
30  X  44  =  1  li-H)    d'oxyde  azoteux, 
20x28=    3r.O    d'azote, 

soit,  environ,  4i,  39  et  17  7o- 

« 
Bonne  solution  de  M.  E.  Looeami». 
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Mathématiques.  ^ 

2534.  —  1"  On  considère  les  quatre  points  il'inlerseclion  A,  A',  I),  D'  d'un  cercle  cl  d'une  hyperbole  équi- 
latère.  Montrer  que,  si  AA'  est  un  diamMre  du  cf rcle,  DD'  est  un  diamèlro  de  l'hyperbole,  et  réciproquement. 

On  supposera  dans  la  suite  cette  condition  remplie. 

2'  Conn.ii.'^snnl  lfs  ipialro  points  A,  A',  0,  D',  construire  les  axes  «le  l'hyperbole  m  position  el  grandeur. 

3"  Connaissant   riiyii<>rbole,  et  les  points  A  et  A',  fonslfuire  le.s  points  f)  et  D'.  Comment  doivent  «"tr^ 
rlioisis  A  et  A'  sur  l'hyperlvole,  si  l'on  veut  que  I>  et  D'  soieot  réels? 

4"  1,'hyperbob'  restant  fixe,  et  la  corde  AA'  se  d»^plaçanl  en  restant  parallMe  à  elle-ra^me,  li-ouver  le  lieu 
du  point  d'intorsection  P  do  AD'  el  de  DA'. 

>iii\.  —  Il  scrn  lonii  rumplc  <lc<i  considérnlions  K<''>>Vii*iqiie3  pouvant  simplinor  les  «olutionsi. 
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Mécanique. 
2535.  Une  barre  homogène  AC.  de  longueur  L  et  de  poids  P,  sappuie  sans  frottement  en  C  contre 
un  mur  vertical,  et  avec  un  coefficient  de  frottement /"contre  un  sol  horizontal  en  A. 
A  laide  d'un  corps  pesant  K  destiné  à  la  caler  à  la  base,  on  veut  la  maintenir  en 
équilibre  dans  une  position  telle  que  sa  projection  horizontale  OA  ait  une  longueur 
donnée  d. 

1°  Dire  dans  quels  cas  le  corps  K  est  nécessaire  pour  l'équilibre  de  la  barre. 
2»  Quel  doit  être  dans  ce  cas  le  poids  minimum  de  ce  corps  si  son  coefficient 
de  frottement  sur  le  sol  est  /,  ? 
Application  numérique  : 

L  =  10"^,  V  =  &i^,  f  =  0,20,  rf  =  6™,  /•,  =  0,2".. 

II.  —  2536.  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  0.t,  Oy,  on  considère  le  champ  de  forces 


X  = 


X 


2' 


Y  =  — 


(F>0). 


1°  Dire  si  le  champ  dérive  d'une  fonction  de  forces. 
2°  Déterminer  et  discuter  les  lignes  de  forces  et  les  lignes  de  niveau. 

3»  On  suppose  qu'un  point  matériel  uniquement  soumis  à  la  force  du  champ  soit  assujetti  à  décrire  une 
droite  D  du  plan.  Combien  y  a-t-il  de  positions  d'équilibre  sur  chaque  droite  D?  Voir  en  particulier  s'il  y  a  des 

positions  d'équilibre  sur  les  droites 

y  —  ix-h^,  j/  =  — 4a;  +  .3, 

et  reconnaître  s'il  s'agit  d'équilibre  stable  ou  instable. 

4°  On  suppose  qu'un  point  matériel  de  masse  m  soumis  à  la  force  de  projections  X  et  Y,  parti  du  point  de 
coordonnées  Xq,  y^  avec  une  vitesse  V^,  passe  en  un  point  P  de  coordonnées  x,  y.  Calculer  la  vitesse  du  point 
en  P  et  le  travail  effectué  par  la  force  dans  le  déplacement. 

III.  —  2537.  Un  point  matériel  parcourt  la  parabole 

de  façon  à  se  trouver  au  point  d'angle  polaire  0  et  de  rayon  vecteur  r,  donné  en  fonction  de  0  par  la  formule 
précédente,  à  l'instant 

1»  Calculer,  en  fonction  de  6,  la  vitesse  en  grandeur  et  en  direction. 

2°  Calculer  les  composantes  de  l'accélération  suivant  le  rayon  vecteur  et  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur.  Les  résultats  seront  exprimés  en  fonction  de  r. 
.3°  Construire  l'hodographe  du  mouvement. 

Calcul. 

Sur  le  cercle  trigonométrique,  on  considère  les  points  C,  D,  F,  extrémités  des  arcs  de  longueurs  respec- 


tives T  ' 
4 


47t 


,  Tt  comptés  à  partir  du  point  A  situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  Soit  P  le  point  d'intersec- 
tion des  cordes  AD  et  CF. 

1°  Calculer  les  longueurs  M\  CP.  DP,  FP. 
2^  Calculer  les  coordonnées  x,  y  du  point  1'. 

Physique. 

I.  —  Le  calorimètre  de  Hunsen  :  principe,  description,  corrections. 

II.  -  2538.  Première  p.artie.  —  Un  tube  cylindrique  vertical  est  limité  à  sa  partie  inférieure  par  un  miroir 
concave  de  petite  ouverture,  dont  l'axe  est  confondu  avec  Taxe  du  tube  et  la  surface  rélléchis- 
sante  tournée  vers  le  haut.  Soient  S  le  sommet  du  miroir,  F  le  foyer;  la  distance  focale  I-  est 
donnée.  On  verse  dans  le  tube  de  l'eau,  d'indi(  <■  /).  .jus.iu'à  une  hauteur  /.  au-dessus  d.-  S. 

a)  Déterminer  le  foyer /"unique  du  systèm<"  ainsi  conslitué. 

b)  Montrer  que  le  point  d'intersection  d'un  rayon  incident  quelconque  parallèle  a  I  axe  et 
du  rayon  émergeant  correspondant  est  situé  dans  un  plan  fixe.  Déterminer  l'intersection  .s  de 
ce  plan  avec  l'axe.  Montrer  d'après  cela  que  tout  objet  (virtuel)  du  plan  s  comcide  avec  son 


}V 


1 

I 

il 


image 


-JL.Jf 


c^  Construire  l'image  d'un  objet  quelconque  à  l'aide  «les  deux  t^éments  s  et  /". 

d)  Montrer  que  le  système  optique  est  équivalent,  au  point  de  vue  de  la  position  et  de  la 


i4G  SLJETS    DE    CONCOUHS 


FI 

1  . 

43             1 

T 

i 
1 

A 

i 

1 

S' 

grandeur  de  limage  d'un  objet,  à  un  autre  plus  simple;  définir  les  «'déments  et  la  position  de  cet  autre  système; 
comment  varie-t-il  avec  /«? 

p]  Le  pouvoir  dispersif  de  leau  crée  une  alx-rration  clironialiquo  longitudinale  du  foyer  f.  Comment  se 
modifie  cette  aberration  quand  h  varie?  Peut-on  l'annuler  pour  un»^  valeur  convenable  de  A? 

Seconde  partie.  —  On  suppose  que  le  miroir  concave  précédent  constitue,  en  labsence  d'eau,  l'objectif 
d'un  télescope  .de  Foucaull  d'axe  vertical.  Les  images  des  points  à  l'infini  sont  observées, 
comme  on  sait,  après  réflexion  sur  un  petit  prisme  à  réflexion  totale  placé  très  légèrement 
au-dessous  du  foyei  F.  dans  un  microscope  latéral  A.  Le  télescope  ayant  »'té  mis  au  poini  sur 
une  étoile,  on  verse  comme  pu  cidemment,  sur  le  miroir,  de  l'eau  d'indice  «  donné,  mais  de 
façon  qu'elU-  recouvre  seulement  le  miroir  sans  s'élever  le  long  des  parois  du  tube;  elle 
constitue  sur  lé  miroir  une  lentille  mince. 

a)  On  .se  propose  de  rétablir  la  mise  au  point  en  disposant,  au-dessus  du  foyer  F.  norma- 
lement à  l'axe,  une  lentille  mince  divergente  de  distance  focale  F'.  Ouellc  position  faut-il 
donner  au  centre  optiiiue  0'  «le  cette  lentille?  Précisera  tjuelle  condition  doit  satisfaire  F' 
pour  (\un  cette  disposition  soit  inatériellemenl  réalisable,  étant  donné  que  l'existence  du  petit 
prisme  à  réflexion  totale  empêche  de  placer  la  lentille  au-dessous  du  foyer  F. 

h)  Dans  ijuel  rapport  le  grossissement  initial  du  télescope  pour  un  ol.jet  à  l'infini  a-t-il  été  modifié?  Pour 
quelle  valeur  de  l"  ce  grossissement  est-il  maxiiiium? 

c)  Quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  les  pouvoirs  dispcrsifs 

K  =  !l^—^  et  K=!^ 

n  —  i  II  —  1 

(le  l'eau  et  du  verre  de  la  lentille  pour  deux  radiations  v  et  r.  pour  que  le  système  soit  achromalisé  pour  ces 
deux  radiations?  Calculer  K'  en  fonction  de  K,  n,  F,  F",  seules  quantités  intervenant  dans  l'expression  de  K'. 

Apiïlkalion    numérique.    F  =  0'",80;       n  =  !^\       F'  =  l"',50;     K  =  0,025. 

.NoiA.  —  Les  candidals  sont  prévenus  que  le  prolilèinc  pciil  elrc  résolu  moyennant  «les  calculs  assez  simples. 
L  élinle  .le  la  seconde  partie  ilii  problème  est  sinii>liliee  par  la  soliilinn  préalable  de  la  première,  mais  elle  peut  être 
ntionlcc  directcmeul. 

Chimie. 

I.  —  Classillcalion  des  mélalloides  par  familles.  Justification. 

II.  —  2539.  On  fait  passer  un  mélange  gazeux  d  azote,  d'oxygène  cl  d  acide  clilorhydrique  sur  du  chlorure 
de  cuivre,  chauH'é  à  450",  fonctionnant  comme  catalyseur,  sans  changement  de  composition. 

Le  ga/  sortant  est  desséché;  on  prélève  un  litre  du  gai  sec. 

L'échanlillon  prélevé  est  agité  avec  un  excès  de  potasse  étendue  et  fn.ide;  le  liquide  est  complété  par 
addition  d'eau  distillée  à  lOO"""  et  constitue  la  solution  A.  Le  gaz  restant  mesure  671""».  Après  un  nouveau 
traitement  du  gaz  a  la  potasse  additionnée  d'acide  pyrogallique,  le  résidu  est  de  600""».  (Les  volumes  gazeux 
indiiiués  sont  relatifs  à  des  gaz  secs  mesurés  à  0'  sous  760""".) 

On  place  dans  un  vase  tO"""'^  d'une  solution  d'acide  arsénieux  contenant  un  dixième  de  molécule  de  As-0' 
par  litre  (décinormale;.  On  y  verse  goutte  à  goutte  l,i  solution  A,  contenue  dans  une  burette  graduée,  jusqu'à 
ce  que  le  mélange  des  deux  liquides  devienne  capable  de  décolorei  une  goutte  de  teinture  d'indigo.  Ce 
ré.sultal  est  atteint  quand  •2".'^"'», 3  de  A  ont  été  versés. 

On  ilemande  : 

1"  l'explication  des  n-actions  efrecluées, 

2"  la  composition  centésimale  en  volume  du  caz  analysé; 

3"  la  composition  centésimale  en  volume  du  mélange  gazeux  initial,  avant  son  passage  sur  le  caliilyseur; 

4"  le  rendement  de  la  réaction,  c'rsl-à-dire  le  volume  d'acide  chlorhydrique  entré  c^  réaction  pour 
100  volumes  de  ce  corps  envoyés  sur  le  calalyseiii-. 

î')"  Si  l'on  .se  propose,  en  noxlilianl  le»  conditions  de  l'expérience,  d'améliorer  le  rendement,  dans  quel 
sens  dcvra-l-on  agir  sur  chacun  des  fadeurs  suivants  :  température  du  catalyseur,  pression  du  mélange 
gazeux,  proportion  d'oxygène- dans  ce  mélange? 

Volmne  moléculaire  :  22', 4  à  (»"  et  7()(i. 

Nota.    -  l.n  r(mnaissancc  des  poids  nloiiiiqiies  n'ol  pas  nécessaire  pour  la  residution  «In  prol>lomo  pose. 
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Note  de  la  rédactim.   —  A  signaler  :  bonnes  solutions  des   questions  23G7  ol  2368  de  MM.  C.    Delol'P 
Paul  Bernard,  à  Paris;  bonnes  solutions  de  2367,  de  MM.  (i.  IIèi.e:  J.  Dodat. 
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Concours  ordinaire  de   1919. 
2398.  —  \)  Soit  r imaginaire     y  =  f[x)     définie  par  régalité 

1  -h  ix /. iz:rj\ 

•^~i-MtgA  +  ?a;(l  +  itgB)'  ^'~^        ' 

et  soient  y^  et  y^  les  valeurs  que  prend  la  fonction  y  lorsqu'on  donne  à  la  variable  x  les  valeurs     Xq=:(), 
a?j  =  X  .     On  demande  de  calculer  le  module  r  et  l'argument  a  de  iimaginaire 

•J- ^  =  r(cosa-f-  isina). 

y  —  Vx  ' 

Démontrer  que  «  est  indépendant  de  x  et  que  r  est  proportionnel  à  x. 

B)  Démontrer  les  identités  trigonoinétriques  : 

ces  37 -h  ces  (  a;  H- -TT  )  +  cos  (  a -h  ^y  I  =  0, 
Sin  X  +  sin  (  a? -h -n- I  H- sin  (  a.--|- -^  j  =:  0, 
CosaïCOSt/H-cos(a;-H^)  cosh/  + yj  H-  cosf  x  +  y  j  cosr»/ H- y  j  =  ^  cos(a7  —  y), 
çosx cosy  cosz -]-  cosix -\- ^\  cos(?/  +  ^)  cos(  2 +  ^  j -+- cosf  0"  + yj  cos^^H-yj  cos(^:-i-y  j 

=  j^cos[x-hy-hz). 

C)  Étudier  la  courbe  (C)  définie  par  les  équations 

a-  =  ^loglg,^-f-cos«,  7/  =  Sinor. 

Hayon  et  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  (C). 

Enveloppe  (E)  de  la  droite  qui  joint  le  point  {x,  y)  de  la  courbe  (C)  au  point  (x„,  ?/„)  «!/""'  P'^^"' 
coordonnées 

Hayon  et  centre  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  (E).  Étudier  la  courbe  lieu  des  centres  de 

courbure  de  (E). 

Supposer  que  a  varie  en  fonction  du  temps  suivant  la  lui     5!  =  2arclge';     déterminer  h  vitesse  ef 

l'accélération  du  mobile  qui  décrit  la  trajectoire  (C). 


i48 


É(:<)LK    DKS    MINKS    \)K    SAINT-KTIE.NNK 


A.  Ou  a 
on  en  lire 

et 

On  en  déduit 


y  0  -  rTTÏK  A  '  '^  '  -  1  -f-  i  l  g  B  ' 

i-r     II    ?/».7i^'    -+-  '^) 


OU 


,/  —  v„      —  /xv„      —  ir(i   H  i  Ig B)  .    cos  A    cosB -h  i  sinB 

y y^ —      y,  1-f  ilgA  cosB    cosA-+-isinA 

X  cosA  ^  ^      j^  niodule  r  est  égal  à  ^^^ ,  et  rargumenl  a  à     B  -  A  -  ^ 


Si 

cos 

6.  Onu 

cosx 


et,  par  suite, 

(1) 

De  même, 


el 

(2) 

D'autre  part,  on  a 


cos  (  X  -h  y  )  =  2  cos  (  .T  -h  y  )  cos  ^  =  —  cos  (^  X  -i-  '^  j 
COSX  -f-  cos  (  X  -H  y  j  -f-  cos  (  X  -h  y  j  =  0. 

sinx  -H  sin  ( x  -h  y  j  =  2  sin  f  x  h-  -j^  cosy  =  —  sin  (^x  -h  y  j 
sin X -h  sin  (  X -I- y  j  -h  sin  (  X -i- y  j  =  0. 

cosx  cosj/  =  cj[cos(x  -h  î/)  -h  C08(X  —  1/)], 
cos(a-f-yjcos(y-hy)=i[cos(^x-hy  +  y)H-cos(x~t/)J, 

cos  (  X  -h  Y  )  cos  (^  y  H-  y)  =  .2  ["^^^  (  J^  ^-  y  -H  ^  )  -+-  cos(x  —  t/  )]  • 
Ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre,  el  remarquons  que  la  somme 

cos(x  H- 1/)  M  cos  f  X -h  y -h  y  j -h  cos  (x  4- y  H- y  j 

est  nulle  d'aprùs  l'égalité  (1):  nous  olilenons 

(3)  rosx  cosy  4-  cos ( x  -f-  '"^  \  cos  (^y  -h  " j"  )  H-  cos (^ x  +  ;i'  )  ^'^s-  (  V  -»-  If  )  =  ^  cos(x  —  y). 

Kntin.  on  peut  écrire 
(•os.r  cosy  cos:  =  *  [co8x  cosly  -h  s)  -h  cosx cos(y  —  :)]  =  -^[cos  A  -+-  cosB  H-  ço»C H-  cosD] 

fil    pU^itlll 
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Remplaçons  dans  cette  formule  X,  y,  :;  respectivement  par    ^-\-^,     y  +  -r,     z-h^.     puis  par 


a?-|--^,     y-H-ô-,     S  +  -5-,     nous  obtenons 
ces 


3  ' 


(a?  -+-  -^  j  cos  ny  H-  ^  j  cos  (^3  +  y  j  =  I  [cos A  +  ces  (b  4-  ^  W  ces f  G -+-  ^)  H-  cos (  D  -f-  y  )  1  . 

cos(x  +  ^)cos(î/  +  ^)cos(z-+-^^)=|[cosA  +  cos(B  +  'f)+cos(G4-^)  +  cos(D-^-^)'J. 

Ajoutons  en  tenant  compte  de  la  formule  (1),  nous  trouvons 
(4)  cosa?cosî/cosz-+-cos(a;4-yj  cos(y-h^\  cosU  H- yj  H- cos(a?-f- y  j  cos(  y-hy  j  cos(:-f- y] 

=  tC0SA  =  tC0S(x-|- J/  +  Z). 

C.  Nous  supposerons  que  log  désigne  le  logarithme  népérien.  Soit  à  étudier  la  courbe  définie  par 
les  équations 

a?  =  5logtg5  +  cosa,  i/  =  sina. 

En  changeant  a  en  a  H- Su,  x  et  y  ne  changent  pas,  donc,  on  aura  toute  la  courbe  en  faisant 
varier  a  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  27i,  et  par  suite  ^  dans  un  intervalle  quelconque 
d'étendue  -rc,  par  exemple  de  0  à  tî.  Mais  pour  que  x  existe,  il  faut  que     tg^>U;     par  suite,  on  ne 

pourra  faire  varier  ^  que  de  0  à  ^ ,  ou  a  de  0  à  -rt. 

De  plus,  si  l'on  change  a  en    7:  —  a,     y  ne  change  pas  et  x  se  change  en    — x;     donc  la  courbe 

est  symétrique  par  rapport  à  Oy,  et  il  suffira  de  faire  varier  a  de  0  à  5,  et  d'achever  par  symétrie. 

En  prenant  les  dérivées  de  a?  et  de  y  par  rapport  à  a  on  a 

,       1 — 2sin-a  ,  y'  sin2a 

X= ^-—. .  V  =:C0Sa,  "h^î a    ■    ■■    • 

2sma  ^  X        1  —  2sin-a 

On  en  déduit  aisément  la  forme  de  la  courbe  (C),  qui  est  asymptote  à  Ox  et  a  un  point  double  et  un 
sommet  sur  Oy. 

Nous  calculerons  le  rayon  de  courbure  p.  et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  (j^  i/j  au  moyen 

des  formules 

i^.'^^y'Y  y'ix'^^y'^)  x'(r--^f) 

^      I x'y  —  ijx  {'  '  xy  —  y  X  ^       ^       X ?/  —  7  x 


Nous  avons 


l 


^    +?^    -4im^'  ^-'^  -'^-^  =2iu^a 


>    » 


et,  par  suite, 

1  1  ,       .    a       cosa  1  -+-  2  sin*a 

P  =  4irE^'  ^.  =  2^ûgtK.2  +  -.r  •  ■'/.=      4,i„^     • 

La  droite  qui  joint  le  point  {x,  y)  de  (C)  au  point  (a„,  y^)  a  pour  équalion 

Y  =  lga(x-|loglg|); 

dérivons  par  rapport  à  a,  nous  obtenons     \  =  ,_,  log  'g.]  +  -^  '     <^^  en  portant  dans  l'équation  de  la 

,     .  „      sina 

droite  nous  avons     Y  =  -^,— • 
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Les  équations  parumélriqucs  de  l'enveloppe  (E)  sont  alors 


Nous  en  lirons 


,.       1  ,      ,    X      cosa  ..       sinï 


X'î  4_  Y'^  =  .^''.^*,*- ,  X' Y"  —  Y'X"  -=  ''^^' * 


e«  +  e-  « 


4sin''ï'  ■  '  i  si  n'a' 

If  ravon  de  courlmre  de  i;eUc  enveloppe  est  égal  a  ^,-j —  ,  et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont 

X  =  ^logt6^,  ^^îslna' 

L'élimination  de  a  est  facile,  car  on  a 

lg-,  =  e-\  Y= ~=     ^,,,    .  nu  \  = 

et  cette  équation  représente  une  cliainelle. 

Calculons  maintenant  la  vitesse  et  l'accéiéralion  du  point  qui  décrit  la  courbe  (0)  suivant  la  loi 

a  =  2arrtg^',     ou     e'  =  lg^, . 

Nous  en  liions  successivement 

e'dt  =  -^^ ,  ^'^  =  2  cos^^;'  =  .in  ..  '(f  =  ^:^  .  ^'^ ,  'J'I  =  ''ji  .  ^ 

Q„^_i«  dt  2  'Ut       doL    dt  dt       (Iz    7Î 

Z  COS  jj 


-=[(fj-(^')i("r=fik»"'-'=i 


,,1 

La  vitesse  cl  ml  constanle,  raccéléralion  se  reduil  à  sa  composant  •  normal»*,  donl  lu  valeur  eàl  — 

ou      ,  ,  I  sjn  a  ==  MM  X. 

M.,  à  Uuérel. 
Bonnes  sululians  par  MM.  Ilaymoiid  Cinnot,  tt  Salnl-Élionne;  A.  IIliinel,  à  Cannes;  L.  Nauckulk,  a  Tlitonvil|e. 
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2381.  —  Oi)  sp  propose  de  détrrmincr  une  valeur  approchée  de  l'ciiuiv  ilenl  mécanique  de  la  chaleur 
rn  iilili\(iiit  /<•  dispositif  xiiicanl  : 

Un  cnloriiiiflri'  n/lindriqui',  contrnanl  de  l'eau  ri  muni  de  pnlelles  fires,  est  mobile,  sans  frottement, 
autour  de  son  axe;  suivant  ce  mthne  a.c  et  ù  l'intérirur  du  calorimètre  est  disposé  un  arbre  '/ami,  éyale- 
iiirnl,  de  palettes  et  que  l'on  peut  faire  tourner  ù  l'aidr  d'une  énrryie  extérieure,  sans  que  les  deux  systèmes 
dr  pnlfttes  puissent  se  toucher;  l'eau  Innisviet  le  niourement  de  rotation  de  l'arbre  au  calorimètre  qui  est 
entraîné  daos  le  même  sens. 

La  vitesse  constante  de  rotation  de  l'arbre  est  de  mille  tours  à  la  minute;  il  faut  exercer  sur  le  calo- 
riaiètre,  pour  l'empêcher  de  tourner,  un  couple  de     l,2ix  W  unités  C.  (1.  S. 

La  température  de  l'eau  monte  de  (V-.Ul  par  minute;  la  masse  du  calor'imetre,  de  l  arbre  et  de  leurs 
palettes  est  de  500»';  la  chaleur  spécifique  du  métal  qui  les  cnnstilue  est  0,1  :  ta  masse  de  l'eau  df  cnmpris 
le  thermomètre  réduit  en  eau)  est  de  2000». 


CHIMIE  5.^1 


1°  Quelle  valeur  de  Véquivalent  mécanique  de  la  calorie-qramme  déduirait-on  de  cette  expérience? 
2°  Etant  donné  que  Vélévation  de  température  de  0°,91  par  minute  résulte  de  la  mesure  de  l'élévation 
totale  de  température  pendant  5  minutes  et  que  la  seule  cause  d'erreur  dont  on  tienne  compte  est  celle  qui 

résulte  de  l'emploi  d'un  thermomètre  dont  In  lecture  comporte  une  erreur  absolue  possible  de  Jr:  de  degré 
à  chaque  pointé,  on  demande  de  calculer  la  valeur  maxima  de  l'erreur  relative  possible  sur  l'évaluation  de  J. 

{École  centrale,  concours  de  1917.) 

1°  L'énergie  extérieure  produit  un  couple  qui  équilibre  à  chaque  instant  celui  qui  immobilise  le 
calorimètre.  Le  travail  de  ce  couple  est  le  produit  de  son  moment  par  l'angle  de  rotation.  Chaque  tour 
représentant  un  angle  2::,  le  travail  fourni  par  l'énergie  extérieure  en  une  minute  est  donc 

1.24  X  10^  X  27:  X  1000. 

D'autre  part,  la  chaleur  dégagée  en  une  minvile,  produit  de  la  valeur  en  eau  du  système  par  sa 

variation  de  température,  est  de     2  050x0,01  petites  calories. 

1  OA  x;  10'  X  6  '^83  X  1  000 
L'équivalent  mécanique  de  la  calorie-gramme  est  donc,  en  ergs       ' "        ^^    .C"    ' j'  ,     en 

.      ,         1,24x6,283x1000       ,,_ 
J^"^^' 2  050x0,91 =*'l'^- 

%°  La  mesure  de  la  variation  de  température  en  5   minutes  a  donné     5x0.91  =  4.55.     Celle 

1  1 

mesure  résulte  de  deux  pointés.  Or  une  erreur  de  ^  à  chaque  pointé  peut  produire  une  erreur  de  ^ 

de  degré  sur  la  variation  observée  et,  comme  l'évaluation  de  J  est  inversement  proportionnelle  à  l'éva- 
luation de  cette  variation,  l'erreur  relative  possible  sur  J  est     s^X  7-^15  =  rTT- 

^  2o       4,00       114 

L'erreur  absolue  serait       1,,   =0,037. 

114 

Solution  exacte  de  M.  J.  Contk,  à  Espalion;  solution  partielle  de  M.  A.  Tenot,  à  Angers. 

'. ^ 
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2362.  —   Un  composé  gazeux,  que  nous  désignerons  par  \,  contenant  du  phosphore,  du  fluor  ri 
peut-être  un  autre  élément,  a  été  étudié  par  Moissan  qui  a  réalisé,  entre  autres,  les  opérations  suivantes  : 

Pesée  du  gaz  X.  —  Un  ballon  de  164°'"-^  contenait  Qb.GO?  de  ce  gaz,  à  la  température  22"  et  à  la  pres- 
sion 772°"°, 5. 

Dosage  du  fluor.  —  80'"', 3  du  gaz  X,  chauffés  avec  du  verre,  ont  fourni  60'"'^2  de  fluorure  de 
silicium,  dans  les  mêmes  conditions  de  température  et  de  pression. 

Dosage  du  phosphore.  —  124''"^6  du  gaz  X,  dans  les  conditions  normales  de  température  et  de  près 
sion.,  soumis  à  une  série  de  traitements  convenables,  ont  donné  0«,61S  de  pgrophosphate  de  magnésium, 
contenant  tout  le  phosphore  du  gaz  traité. 

On  demande  : 

1°  de  montrer  qu'il  résulte,  de  ces  trois  opérations,  que  \  ne  contient  pas,  m  quantité  appréciable, 
d'autre  corps  que  du  phosphore  et  du  fluor; 

2"  d'établir  la  formule  moléculaire  du  gaz  X  ; 

3°  d'imaginer  les  opérations  chimiques  successives  qui  pourraient,  rraisrmblablrment,  être  utilisées 
pour  le  dosage  du  phosphore  à  l'état  de  pgrophosphate  de  magnésiinn,  et  de  foimulrr  1rs  réactions  corrcs' 
pondantes. 


rio2  .  r.HiMIK 


j\\  /?.  _  le.s  rripurs  des  expériences  sont  telles  que  la  précision  de  la  règle  à  calcul,  dont  l'emploi 
est  facultatif,  est  suffisante. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 

{École  centrale,  concours  de  1917.) 

F'our  rendre  comparables  les  résultats  des  trois  opérations  cilées,  rapportons-les  au  poids  de  16-4'-» 
du  gaz  X  dans  les  conditions  normales. 

D'après  le  résultai  de  la  première  opération,  ce  poids  qui,  pour  un  volume  donné,  est  propor- 
tionnel à  la  pression  et  inversement  proportionnel  à  la  température  absolue,  est  égal  à 

.  »      2!)5        760        ^„,. 
0.«i07  X  ^j  X  y^^  =  0,64o. 

D'après  le  résultat  de  la  seconde  opération,  164'^»^  du  ga/.  \  auraient  fourni,  dans  les  mêmes 

conditions  de  Icmprraturc  cl  de  pression,  un  \olume  de  fluorure  de  silicium  égal  à     '»^''^  X^^l^.     Or 

un  volume  moléculaire,  c'esl-U-dire  22  iOO"»%  de  fluorure  de  silicium  contient     i  x  Iti  =  76»     de  fluor. 
Le  volume  considéré  en  contient 

Li;  j)ni«|s  moléculaire  du  pyropliosphale  de  magnésium  l»'U'Mg*  est  de  222«  el  .nnlionl'n^  de 
phosphore  ;  ()t.',()18  en  contiennent     O.tliK  X  ^.,"'.,     et  16i"»»  du  gaz  \  en  contiennent 

•••^''•»x^2l^î¥r6  =  "'-^'- 

I-a  somme,  0.644.  des  poids  de  iliior  et  de  phosphore  ainsi  trouvés  reproduit  presque  exactement 
le  poids  du  corps  étudié,  ce  qui  montre  que  celui-ci  ne  renferme  pas  d'autres  éléments  en  quantité 
appréciable. 

Pour  un  atome,  ou  M,  de  phosphore,  le  poids  d«  fluor  est 

\\lX^^^.  =  'ôl  =  :iXld. 

La  lunnule  la  plus  simple  (|tii  représente  la  composition  du  gaz  \  est  donc  IM*'\ 

D'autre  pari  le  poids  moléculaire,  c'est-à-dire  le  poids  d'un  volume  22  i(H».  se  déduit  de  la  première 

opération  ;  il  est  éj^al  à 

">">  .4(M) 
0.645     :^^^^=KH. 
11)4 

C'est  précisément  le  poids  représenté  par  la  formule  PF^ 

.'}"  Ko  traitant  hî  fluorure  de  phosphore  par  une  dissolution  de  potasse,  on  doit  le  transformer 
d'abord  en  un  mélange  de  fluorure  et  de  phf)sphile  : 

PF»-+-.'')KOII  =  :iKK  i   PO^K^II   ,  2H'0. 

Par  un  oxydant,  tel  que  le  chlore  ou  l'acide  azotifjue,  on  changera  le  phosphile  en  phospliale,  puis 
on  précipitera  celui-ci  par  le  réactif  ammoniaco  magnésien,  c'est-à-dire  par  un  mélange  de  chlorure 
(le  magnésium,  de  chloruic  d'ammonium  el  d'ammoniaque.  Par  exemple,  si  le  phosphate  est  resté 
acide,  on  aura  la  réaction 

P(>M\-II    •   MkCI»   '    \zlP  — PO^MgVzIP-»  SKCl. 

Kiiliii  le  précipite  de  phosphate  ummonifo-o-magnésien  sera  calciné  ef  Irinsfonne  ainsi  en  pvro- 

phosphale  : 

2PU'.MgA/.IP  =  P^0"Mg«-4-aAzll^  4   ll-O. 
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Si  l'on  craignait  que  la  présence  d'un  Iluorure  ne  déterminât  une  précipitation  de  lluorure  de 
magnésium,  on  pourrait  détruire  préalablement  le  Quorure  de  potassium  par  l'acide  sulfurique  con- 
centré, mais  le  fluorure  de  magnésium  ne  doit  pas  se  précipiter  en  présence  de  l'ammoniaque. 

En  réalité,  le  mode  opératoire  qui  vient  d'être  imaginé  présente  des  complications  et  il  est  préfé- 
rable, d'après  Moissan,  de  décomposer  préalablement  le  gaz  par  le  verre  chaufle  au  rouge  sombre  et 
de  dissoudre  ensuite  le  phosphore  dans  l'acide  azotique  pour  le  transformer  en  acide  phosphorique. 

Marcelle  et  Georges  HÈLE,  à  Nogent-le-Rotrou. 


QUESTIONS   POSÉES   AUX  EXAMENS   ORAUX  {lî>20) 
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10902.  —  On  donne  un  segment  de  droite  {ab,  ah').  Prendre  sur  une  droite  (D,  D)  donnée,  à  partir  d'un  point 
(e,  c)  un  segment  (cd,  c'rf')  égal  au  segment  donné.  Déterminer  l'axe  autour  duquel  il  faut  faire  tourner  le  segment 
{ab,  ah)  pour  l'amener  en  coïncidence  avec  {cd,  c'd). 

—  903.  —  On  donne  deux  points  (a,  a'),  (6,  6)  et  un  plan  PaQ  ;  déterminer  une  droite  du  plan,  autour  tle  laquelle 
il  faudra  faire  tourner  le  point  A  pour  l'amener  sur  B. 

—  904.  —  On  donne  un  plan  P,  une  droite  A  et  un  axe  A.  Faire  tourner  le  plan  P  autour  de  l'axe  A  jusqu'à  ce 
qu'il  devienne  parallèle  à  A. 

—  905.  —  Angle  de  deux  droites. 

—  906.  —  Angle  de  la  ligne  de  terre  avec  un  plan  PaQ'. 

—  907.  —  On  donne  un  trièdre  ayant  une  arête  horizontale  et  une  arête  de  front;  angle  de  la  troisième  arête  avec 
le  plan  des  deux  autres. 

—  908.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés,  a. et  ^,  avec  les  deux  plans  de  projection. 

—  909.  —  Un  point  est  donné  par  ses  projections;  faire  passer,  par  ce  point,  un  plan  faisant  des  angles  donnés 
avec  les  plans  de  projection. 

—  910.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  faisant  des  angles  égaux  avec  les  plans  de  projection. 

—  911.  —  On  donne  trois  droites,  SA,  SB,  SC;  déterminer  les  cônes  de  révolution  qui  passent  par  ces  trois  droites; 
nombre  de  solutions. 

—  912.  —  Trois  droites  sont  données  dans  l'espace;  construire  un  plan  faisant  des  angles  égaux  avec  ces  trois 
droites. 

—  913.  —  Angle  de  deux  plans;  angle  de  deux  plans  donnés  par  leurs  traces;  angle  de  deux  plans  en  géométrie 
cotée. 

—  914.  —  Angle  de  deux  plans  donnés  par  leur  intersection  et  un  point  de  chacun  d'eux.  On  donne  une  droite 
(A,  A)  et  deux  points  (b,  b'),  (c,  c');  on  considère  le  dièdre  d'arête  (A,  .\')  et  dont  les  faces  passent  respectivement  par 
{b,  b')  et  (c,  c').  Trouver  le  rectiligne  de  ce  dièdre. 

—  915.  —  Angle  d'un  plan  quelconque  et  d'un  plan  vertical. 

—  916.  —  On  donne  un  plan  de  bout  R'  et  un  plan  quelconque  PaQ';  angle  de  ces  deux  plans;  mener  les  plans 
bissecteurs. 

—  917.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  une  droite  (D,  D)  dans  ce  plan;  mener  par  iD,  D  )  un  plan  faisant  nn 
angle  donné  avec  le  plan  donné. 

—  918.  —  Projections  d'un  tétraèdre  défini  par  ses  quatre  sommets;  ponctuation.  Kvaluer  son  volume. 

—  919.  —  On  donne  trois  segments  {ab,  n'b'),  {bc,  b'c'),  (cd,  c'd').  Projection  du  parallélépipède  dont  ces  segments 
sont  les  arêtes. 

920.  —  On  donne  un  segment  (ab,  ab'),  puis,  dans  le  plan  horizontal,  bc  et  cd;  trouver  f/c'  et  c'd'  sachant  que, 

dans  l'espace,  BC  est  perpendiculaire  à  AB  et  CD  perpendiculaire  à  BC.  Construire  les  projections  du  parallélépipède 
dont  ces  trois  segments  seraient  les  arêtes. 

921.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  quadrilatère,  hase  d'une  pyramide  de  sommet  S^.  .Mener  par  le 

point  ?)j  un  plan  coupant  la  pyramide  suivant  un  parallélogramme. 

•     922.  —  Un  quadrilatère  abcd  est  la  base,  ilans  le  plan  hori/mtal.  d'nn  pi-i«m  •  ilmi'   li  ili'.-.ij.i.i   ,\,-^   ir.'tes  est 

donnée;  trouver  les  dièdres  de  ce  prisme. 

—  923.  —  Dans  le  plan  horizontal,  on  donne  un  polygone  abcd\  c'est  la  base  d'une  pyramide  de  summet  (.«,  a')\    • 
évaluer  le  dièdre  d'arête  ad. 


.JOI 
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10924.  —  L'n  pentagone  abcde  est  la  base,  dans  le  plan  horizontal,  d'une  pyramide  de  sommet  (»,  *');  visibilité; 
mener  le  plan  bissecteur  du  dièdre  ab. 

925.  Tracer  dans  le  plan  vertical  un  quadrilalrre  a'fj'e'd'.  Soit   un  point  quelconque  («,  s);  c'est  le  sommet 

d'une  pyraini'le  de  base  (nfjcd,  abcd).  An;,'le  des  deux  faces  (tac,  sac)  et  (abr,  a'b'r'}. 

—  926.  —  On  donne  un  triangle  {abc,  n'oY)  et  un  point  (d,  d').  Ponctuer  le  tétrai-dre  (abcd,  a'b'c'd');  déterminer  le 
■«licdre  [ah,  ab'). 

—  927.  —  On  di)nnc  un  polyfrone  dans  le  second  plan  bissecteur  et  un  point  (».  >  i  quelconque:  trouver  le  dièdre 
<le  la  pyramide  ainsi  définie,  dont  l'aréle  est  (*a,  ê'a'). 

—  928.  —  On  donne  une  horizontale  (II,  H  )  et  nn  point  (o,  «').  Construire  un  triangle  équilatéral  a\ant  un  sommet 
«n  (a,  a')  et  dont  le  cMe  opposé  soit  porté  par  (H,  H'). 

—  929.  —  TrianKle  équilatéral  ilonl  on  donne  deux  sommets,  le  troisième  étant  situé  dans  un  plan  donné. 

—  930.  —  Triangle  équilatéral  de  sommet  (a,  a'),  dont  le  côté  opposé  est  sur  une  droite  (D,  D')  quelconque.  Con- 
struire le  tétraèdre  régulier  ayant  ce  triangle  pour  base. 

—  931.  —  On  donne  une  droite  horizontale  I)  et  un  jxiint  A.  Construire  un  tétraèdre  régulier  ayant  un  sommet  en 
A  et  une  arête  portée  par  la  droite  D. 

—  932.  —  On  donne  un  point  (a,  a')  et  une  droite  il.  A').  Cunstriiire  un  triangle  équilatéral  de  sommet  (a.  a)  el 
dont  le  crtlé  opposé  est  sur  (A,  A);  ce  triangle  est  la  section  droite  d'un  prisme;  construire  le  prisme. 

—  933.  —  On  donne  un  segment  {ab,  a'b)  el  un  jdan  P«Q":  le  segment  est  un  côté  d'un  carré  dont  un  autre  sommet 
€srt  ilans  le  plan  donné;  construire  ce  carré. 

934.  On  consifUie  deux  points;  a  de  cote  \.  b  de  cote  l  et  la  droite  ab.  Soit  C  un  point  quelconque,  de  cote  5. 

Construire  un  carré  ayant  un  sommet  en  C  el  le  côlé  opposé  suivant  ab.  Construire  un  cube  sur  ce  carré. 

—  935.  —  On  donne  un  segment  de  droite;  c'est  l'arête  d'un  cube;  le  construire,  sachant  qu'une  autre  arélc  est  de 
front. 

—  936.  —  On  donne  un  |)lan  par  deux  droites  concourantes  (D,  D),  (A,  A')  et  le  segment  {ab,  «fc)  joignant  le  point 
ia,  a)  de  la  preiuiere  au  point  {b,  b')  de  la  seconde.  Construire  le  cul>e  dont  un  cAlé  est  {ab,  a'b)  et  dont  une  farc  est 
dans  le  i>lan  donné. 

—  937.  —  Dans  un  plan,  défini  par  deux  droites  concourantes  A  et  11.  se  trouve  un  rectangle  dont  on  donne  un  côté 
et  dont  les  diagonales  sont  placées  suivant  ces  droites  A  el  B.  Construire  ce  rectangle;  c'est  la  base  d'un  parallélépipède 
rectangle  de  hauteur  ilonnéc;  le  construire. 

—  938.  —  f>n  donne  un  segment  (ab,  a'b)  et  k  projection  horizontale  c  d'un  point.  AB  est  la  diagonale  d'un 
losange  dont  C  est  un  sommet;  déterminer  ce  losange.  On  donne  un  point  (s,  s');  volume  de  la  pyrami«le  ayant  le  losange 
pour  base  el  S  pour  sommet. 

939.  —  On   donne   une  linri/.ont  ilc  ^U,   M  )  cl  un  point  in,  ii'\.  Projections  du  ei-relr  ;i\.ini  ui.  ,i     p..nr  r.nln-  it 

tangent  à  (II.  ll'l. 

940.  Intersection  de  deux  prismes  à  arêtes  horizontales  ayant  pour  bases,  dans  le  plan  vertical,  le  premier  un 

quadrilatère,  le  second  un  triangle  donnés. 

_  941.  —  Vi\  cône  a  pour  base  un  cercle  «lu  plan  horizontal  et  pour  sommet  un  point  («.  s"):  déterminer  les  points 
<rintersection  avec  une  droite  de  profil  («6,  ab'). 

942.  —   On  donne  une   parabole  dans  le  pion  liori/.oulal  :  elle  c>l  la  I  a>e  d  un  miic  d(uil  on  donne  le  sommet; 

contours  apparents  de  ce  cône. 

—  943.  —  Un  cône  a  pour  base  un  cercle  situé  dans  le  plan  défini  par  deux  «Iroiics  concourantes  (A,  A'),  (P,  B  );  le 
^•entrc  du  cercle,  (o,  o),  coïncide  avec  le  point  de  concours  de  ces  deux  droites;  le  sommet  du  cône,  (a,  «'),  est  situé  sur 
xy.  Contours  apparents,  ponelualion. 

_  944.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (.«.  «'),  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  horizontal  ;  on  le  coupe 
par  un  plin  «le  bout,  el  on  («rend  la  section  comme  base  il'un  cylin<lre  de  génératrices  parallèles  à  ry.  Contours  appa- 
rents de  ce  cylindre. 

—  945.  —  On  donne  un  eercle  dans  un  plan  hori'ontal  M'  et  un  point  («,  s')  sur  xy  «ton  considère  le  cône  ay.mt 
pour  base  le  cercle  donné  el  pour  sommet  (v.  s);  la  direction  des  rayons  lumineux  étant  Ji  ift',  on  demande  l'ombre 
propre  du  cône  el  les  ombres  portées  sur  les  deux  plan^  de  projection. 

—  946.  —  Mener  i\  un  cylindre  une  langenlc  parallèle  à  une  direction  donnée  el  s'appuyant  sur  la  ligne  de  terre. 

_  947.  —  Dans  le  plan  Patj",  on  donne  un  cercle  par  son  centre  (o,  o')  el  son  rayon  H;  ce  cercle  est  la  base  d'un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direetion  (A,  A)  donnée;  mener  à  ce  cylindre  les  plans  tangents  paral- 
ièles  il  la  ligne  de  terre. 

—  948.  —  On  tlonnc  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  tangent  à  nj  et  de  centre  (o.  o);  le  sommet  est  («,  #"); 
mener  des  plans  tangents  perpcndiciiluires  au  plan  de  base. 

949.  (»n  donne  un  cône  île  sommet  Is.  .»').  dont  la  base  est  un  cercle  Mtue  dans  io  plan  iion/.onlal;  mener  à 

rc  cône  un  pian  tangent  faisant  avee  le  plan  horizontal  un  angle  donne. 

—  960.  —  Vn  cylindre  est  défini  par  sa  base  circulaire,  dans  le  plan  vertical,  et  par  la  dire -lion  de  ses  généra- 
trices; lui  mener  un  plan  langent  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

961.  —  Mener,  K  un  cylindre  dont  la  base  est  donnée  dans  le  plan  de  cote  o,  un  plan  iin^'<  ni  «le  pente  donnée. 

962.  —  Normale  commune  à  un  cône  dont  In  base  cal  donnée  tlans  le  plan  horizontal  et    .  un  c>lindr.-  "ï..nt  la 

base  c»l  «lonnéc  dans  le  plan  vertical. 
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10953.  —  On  donne  un  cône  par  sa  base,  qui  est  un  cercle  (o,  o)  du  plan  horizonlal  el  son  sommet  (s,  s').  On  le 
coupe  par  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  el  un  point  {a,  a')  pris  sur  la  droite  {os,  os)  qui  joint  le  sommet  du  cùne 
au  centre  (o,  o')  de  la  base;  construire  un  point  de  l'inlersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

—  954.  —  On  donne  un  cylindre  défini  par  sa  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  et  par  son  axe  (A,  A');  section 
par  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  (a,  a),  pris  sur  (A,  A).  Tangentes  de  profil  à  la  section. 

—  955.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  une  droite  passant  par  le  centre  Cq  et  un  point  a^  sur  celle 
<lroite,  et  une  droite  P  dans  le  plan  horizontal.  Un  cylindre  a  pour  base  le  cercle  et  ses  génératrices  sont  parallèles  à  ca. 
Intersection  avec  le  plan  défini  par  la  droite  P  et  le  point  a. 

—  956.  —  Un  cône  de  sommet  {s,  s)  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  parabole;  seclion  par  un  pian  (juel- 
conque. 

—  957.  —  Section  plane  d'un  cylindre  parabolique. 

—  958.  —  On  donne  un  cône  par  sa  base,  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  vertical,  et  son  sommet  (s,  s')\  on  le  coupe 
par  le  plan  PaQ';  déterminer  les  points  de  la  section  où  la  tangente  est  horizontale. 

—  959.  —  Section  plane  d'un  cylindre  dont  la  base  est  une  ellipse  donnée  dans  le  plan  horizonlal,  et  de  généra- 
trices parallèles  à  une  direction  donnée;  le  plan  est  donné  par  ses  traces.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 

—  960.  —  Un  cercle  du  plan  vertical  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  se  projette  verticalement  sur  ce  cercle; 
section  par  un  plan  donné  quelconque. 

—  961.  —  Un  cône  a  pour  base  une  ellipse  dans  le  plan  horizontal;  section  par  le  second  bissecteur;  point  courant, 
tangente  en  ce  point;  recherche  des  directions  asymptotiques  et  des  asymptotes. 

—  962.  —  Dans  le  plan  vertical,  on  donne  un  cercle;  c'est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  .«').  Soit  SA  une  géné- 
ratrice du  cône  S  ;  on  donne  une  droite  quelconque  D;  intersection  du  cône  par  le  plan  mené  par  D  parallèlement  a  SA. 

—  963.  —  Cône  supplémentaire  d'un  cône  donné  dont  la  base  est  un  cercle  dn  plan  horizontal;  trace  de  ce  cône 
sur  le  plan  horizontal.  Point  courant  et  tangente;  nature  de  celle  trace,  directions  asymptotiques  et  asymptotes;  sommets. 

—  964.  —  Un  cône  a  pour  base  dans  le  plan  horizontal  une  circonférence.  Mener  par  une  droite  donnée  des  plans 
tangents  au  cône  supplémentaire  du  cône  donné. 

—  965.  —  On  donne  un  cône  par  sa  base  circulaire  et  son  sommet.  Seclion  par  un  plan  PaQ'  du  cône  supplémen- 
taire du  cône  donné. 

—  966.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  («,  a)  sur  les  plans  tangents  à  un  cône  donné 
par  son  sommet  {s,  s')  et  sa  base  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal;  point  el  tangente  (inlerseclion  dune  s[  hère 
avec  un  cône  supplémentaire  du  cône  donné). 

*  —  967.  —  Deux  cercles,  dans  le  plan  horizontal,  sont  les  bases  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  donn  s  pir 
leurs  projections  cotées.  Intersection,  points  remarquables,  plans  limites,  points  sur  les  contours  apparents,  points  où 
la  tangente  est  horizontale. 

—  968.  —  Intersection  de  deux  cylindres  à  génératrices  de  fronl,  ayant  pour  bases,  dans  le  plan  horizontal,  le 
premier  une  hyperbole  H  dont  l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  le  second  une  circonférence  0 
dont  le  centre  est  un  point  de  cette  asymptote. 

—  969.  —  Intersection  d'un  cône  el  d'un  cylindre  dont  les  bases  sont  deux  hyperboles  du  plan  horizontal. 

—  970.  —  Sur  le  plan  horizontal,  on  donne  deux  droites  A  et  B;  ce  sont  les  génératrices  de  contact  avec  ce  plan 
de  deux  cylindres  de  révolution  de  rayons  donnés;  intersection  de  ces  deux  cylindres;  point  courant  et  tangente;  points 
sur  les  contours  apparents;  plans  limites;  point  double  et  tangentes;  ponctuation. 

—  971.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  circonférences  se  coupant;  lune,  0,,  est  la  base  dun  cylindre 
•dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  de  fronl  (F,  F');  l'autre,  0,  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  a'j  donl 
la  projection  horizontale  s  est  un  point  commun  aux  deux  circonférences.  Intersection. 

—  972.  —  On  donne  un  cylindre  à  génératrices  de  front,  dont  la  base,  dans  le  plan  horizonlal,  est  une  circonférence; 
un  cône  de  révolution  à  axe  quelconque  a  son  sommet  sur  une  génératrice  du  cylindre  qui  est  commune  aux  deux 
surfaces.  Nature  de  la  section;  point  courant  et  tangente. 

—  973.  —  On  donne  deux  circonférences  o  et  m  dans  le  plan  horizonlal;  ce  sont  les  bases  de  deux  cônes  de  som- 
mets s  et  <7  (s  tombe  sur  la  circonférence  o,  et  a  sur  la  circonférence  o)  et  la  droite  sz  qui  joint  les  deux  soninuls  perce 
le  plan  de  base  au  point  a  sur  la  circonférence  w;  déterminer  l'intersection;  point  courant  et  tangente;  points  à  l'infini. 

_  974.  _  On  donne  un  cône  de  révolution  ii  axe  vertical,  donl  la  base  dans  le  plan  horizontal  tst  le  cercle  (o,  o); 
un  cylindre  à  génératrices  verticales  a  pour  base  dans  ce  plan  horizontal  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le  point  0; 
trouver  un  point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

_  975.  _  On  donne  dans  le  plan  horizonlal  deux  cercles  concentriques  qui  sont  les  bases  de  deux  cylindres  à 
génératrices  de  fronl;  point  courant  de  linterscction  et  tangente  en  ce  point;  nature  de  la  projection  verticale;  asymp- 
totes. 

—  976.  —  On  donne  un  cône  de  sommet  (s,  s'),  dont  la  base  est  une  ellipse  du  plan  horizontal;  dans  le  contour 
apparent  vertical  de  ce  cône,  on  inscrit  un  cercle  et  on  considère  le  cylindre  de  bout  qui  passe  par  ce  cercle.  Intersection, 
points  doubles,  plans  des  deux  courbes  d'intersection.  Api-lication  :  par  un  point  mener  un  plan  qui  coupe  le  cône 
suivant  une  courbe  qui  se  projette  verticalement  suivant  un  cercle. 

_  977.  _  Deux  cônes,  S  et  T,  ont  une  circonférence  commune  dans  le  plan  horizontal:  inlerseclion;  points  doubles 
et  tangentes  en  ces  points. 

—  978  —  Une  ellipse,  dans  le  plan  horizontal,  est  la  base  commune  à  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  projetés 
sur  rellipsc.  Point  courant  de  rinlers-clinn  ot  langcntc;  lieu  de  ce  point,  nature  de  la  sc='j:i  !c  co;!r:)2  plane. 
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10979.  —  [)ans  un  plan  horizonl.il,  on  «Jonne  un  limaçon  'le  Pascal,  base  commune  île  deu\  c>>nes  de  sommet»  S 
et  T,  la  rot.>  fie  S  étant  le  double  de  celle  de  T.  Intersection  de  ces  deux  cônes,  points  remarquables,  etc. 

980.  On  donne  une  parabole  dans  le  plan  vertical;  c'est  la  base  commune  à  deux  cônes  de  sommet» (j.  *'). 

(v,  i'},  les  projections  verticales  s'  et  u'  étant  situées  sur  la  parabole.  Intersection  des  deux  cônes,  construction  d'un 
point  et  de  la  tangente  en  ce  point;  sachant  que  rinierseclion  se  complète  par  une  courbe  plane,  genre  de  celte  courbe, 
as}  mplole». 

981.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un»-  circonférence  du  plan  horizontal;  le  sommet  est  défini  par  sa 

prnjeflion  ni  sa  <;ote.  Trouver  les  génératrices  du  cône  qui  ont  une  pente  égale  à  1/3. 

982.  —  On  donne  un  cône  dont  la  base,  dans  ic  plan  horizontal,  est  un  cercle  :  quels  sont  les  plans  qoi  coupent 

ce  cône  suivant  un  cercle?  les  déterminer. 

—  983.  —  Deux  cercles  situés  dans  des  plans  dilTérents  se  coupent  en  deux  points;  déterminer  les  cônes  qai  passent 
par  ce>  deux  cercles. 

—  984.  —  Soit  un  c«\ne  oblique,  à  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal;  chercher  les  aîcs  de  ce  cône. 

—  985.  —  Montrer  que  le  lieu  du  conjugué  harmonique  d'un  point  P  par  rapport  à  un  cône  du  second  degré  est 
un  plan.  Faire  l'épure  en  supposant  un  cône  de  révolution  a  axe  vertical. 

—  986.  —  Un  cône  a  pour  base  une  ellipse  «lans  le  plan  horizontal;  on  considère  un  point  C  du  plan  horizontal,  à 
l'intérieur  de  celle  ellipse.  Mener  par  ce  point  un  plan  tel  que  C  soit  le  centre  de  la  section. 

987.  —  On  donne  un  cône  à  base  circulaire  sur  le  plan   horizontal  ;  on  donne  nn  second  cercle   sor  le  plan 

horizontal;  c'est  la  base  d'un  cylin<lre  «jui  a  ses  générnlrices  paralW'le-<  au  plan  vertical.  n<-terniiner  la  direction  de  ces 
génératrices,  sachant  que  le  cylindre  est  tangent  au  cône. 

—  988.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution.  Un  donne  un  cnuc  «le  révolution  a  axe  vertical  et  un  plan;  nature 
de  la  section;  axes  en  projection;  construction  d'un  point  quclioncjue  et  de  la  tangente. 

—  989.  —On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical;  section  de  ce  cône  par  un  plan  passant  par  xy  et  le 
milieu  «le  l'axe. 

990.  On  donne  un  cùne  île  révolution  à  axe  vertical;  sur  le  plan  horizontal  une  droite  P  extérieure  au  cercle 
de  base  et  sur  l'axe  du  cône  un  point  (a,  a'}.  Section  du  cône  par  le  plan  déterminé  par  la  droite  P  et  le  point  (a,  a'). 
Nature  de  la  section,  ponctuation;  quel  est.  en  projection  horizontale,  le  grand  axe  de  l'ellipse'.»  démontrer  que  le  point  S 
est  foyer. 

991.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  droite.  .Mener  par  la  droite  un  plan  coupant  le 
cône  suivanl  une  parabole. 

—  992    —  Section  d'un  cylimlre  de  révolution  par  le  plan  horizontal  de  projection;  axei  de  la  section. 

—  993.  —  A  l'intérieur  d'un  cône  de  révolution  on  donne  un  point  P;  mener  par  ce  point  un  plan  coupant  le  cône 
lionne  suivant  une  conique  dont  un  foyer  coïncide  avec  le  point  F. 

994.  On  donne  sur  le  plan  horizontal  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  [larallele  a  la  ligne  de  terre;  on  donne 
aussi  les  projections  (D,  D')  d'une  ligne  droite.  Déterminer  un  eône  de  révolution  passant  par  l'ellipse  et  dont  l'axe 
rencontre  la  droite  donnée. 

—  995.  —  Contours  apparents  d'un  cùne  de  révolution  detini  par  son  axe  {sn,  s'a')  et  son  demi-angle  au  soinniel. 
Trace  sur  le  plan  liori/ontal. 

—  996.  —  On  donne  l'axe  d'un  cône  de  révolution  tangent  au  plan  vertical  de  projection.  Contours  apparents  de 
ce  cône. 

997.  —  On  donne  un  segment  île  droite  S.\;  c'est  la  génératrice  de  contact  d'un  cône  de  révolution  avec  le  plan 
horizontal;  on  donne  de  plus  le  demi-angle  an  sommet  du  eône.  On  limite  la  surface  a»  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
mené  par  le  point  A.  Contour  apparent  horizontal  du  cône. 

—  998.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  point  {m,  m').  Mei^r  par  ce  pi>inl  un  plan  qui  coupe 
le  cône  suivant  deux  génératrices  faisant  entre  elles  un  angle  donné. 

—  999.     -  On  considère  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical;  trouver  sur  ce  cône  une  courbe  de  pente  donnée. 

11000.   —Cylindre  de  révolution  tangent  h  deux  jil.ins  donnés  cl  passant  par  un  point  donné 

001.  Construire  deux  cônes  de  révolution  égaux,  tangents  en  un  point,  dont  on  donne  les  ax.»  •  l  le^  ^onum-t^. 
Construire  deux  cylindres  de  révolution  tangents  en  un  point  et  dont  on  donne  les  axes. 

—  002.        Points  de  rencontre  d'une  droite  et  d'une  sjdièrc. 

-  003.  —  Section  plane  d'une  sphère;  section  par  un  plan  donne  par  ses  traces. 

—  004.  —  On  «lonne  une  sphère  par  ses  projections  et  une  droite  (D,  D'):  iniiTsiM-iion  de  l\  .sphère  avee  le  pl.in 
délerniiné  par  le  centre  et  la  droite  [D,  D').  Axes  des  projections  de  la  section. 

006.  On  donne  une  sphère  :  (n,  a')  est  le  point  le  plus  à  gauche,  (<-,  r')  \v  point  li-  plii>  bas  et  {m,  nt't  nn  point 
queli'onijue  de  l'espace;  section  de  la  sphère  par  le  pion  A<^M.  .Vxcs  des  projections  de  la  section. 

006.  --  Intersection  d'une  sphère  aveè  un  prisme  d"  bout  dont  la  b.isc,  dans  le  pi  m  vertical,  e«l  un  triangle 
lyanl  d'>ux  nommcts  h  l'inlèrioiir  du  contour  apparent  de  la  sphère, 

007.  —  Interseelinn  de  ileux  sphères. 

008.  <»n  donne  une  sphère,  un  plan  vertical  passant  par  son  centre    et  nn  antre  plin.  de  bout,  la  coupant, 
l'rouver  le  sommet  du  cône  paisnal  par  les  «leux  cercloi  de  ocction. 

009.  l'Ian  tangent  i»  une  sphère  par  une  droite  de  profil. 

010.  —  .Mener  une  droite  parallèle  h  une  direction  donnée  [i,  V),  tangente  .a  une  sphère  cl  à  un  conc. 


EXAMENS    ORAUX   (ÉCOLE    CENTRALE,    1920)  557 


11011.  —  Mener  par  un  point  un  plan  tangent  commun  à  deux  sphères. 

—  012.  —  On  donne  deux  sphères  et  une  droite  D;  mener  aux  deux  sphères  un  plan  tangent  commun  parallèle  à  D. 

—  013.  —  Couper  deux  sphères  données  suivant  deux  cercles  égaux,  de  rayon  donné  et  dont  les  plans  soient 
parallèles  à  une  droite  donnée. 

—  014.  —  Plans  tangents  communs  à  trois  sphères. 

—  015.  —  Plans  tangents  à  une  sphère  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizonlal. 

—  016.  —  Par  un  point,  mener  une  tangente  commune  à  deux  sphères. 

—  017.  —  Ombres  de  la  sphère,  les  rayons  lumineux  étant  à  43". 

—  018.  —  Un  cercle,  de  rayon  2,  est  le  contour  apparent  horizonlal  d'une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  de 
cote  0;  a,  de  cote  0,  et  b,  de  cote  4,  définissent  une  droite;  ombres  propre  et  portée  de  la  sphère,  les  rayons  lumineux 
étant  parallèles  à  BA. 

—  019.  —  On  donne  trois  points  dans  le  plan  horizontal.  Sphère  passant  par  ces  trois  points  et  tangente  au  plan 
vertical. 

—  020.  —  Trouver  une  sphère  passant  par  un  cercle  donné  et  tangente  à  une  droite  donnée. 

—  021.  —  Sphère  de  rayon  donné,  tangente  à  un  plan  et  à  une  droite  donnée;  lieu  du  centre. 

—  022.  —  On  donne  une  sphère  et  un  plan  sécant,  par  ses  traces.  La  section  étant  regardée  comme  la  section 
droite  d'un  cylindre  de  révolution,  trouver  la  trace  de  ce  cylindre  sur  le  second  plan  bissecteur. 

—  023.  —  Une  droite  donnée  par  ses  projections  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  de  rayon  donné.  Trace  de  ce 
cylindre  sur  le  plan  horizontal. 

—  024.  —  On  donne  une  droite  (A,  A')  et  une  autre  droite  (A,  A'J;  intersection  de  (A,  A')  avec  un  cylindre  île  révo- 
lution d'axe  (A,  A'}  et  de  rayon  donné. 

—  025.  —  Un  plan  est  donné  par  une  horizontale  et  une  frontale;  soit  (D,  D')  une  droite  quelconque.  Mener  par 
celte  droite  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  donné. 

—  026.  —  Mener  par  la  ligne  de  terre  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  un  plan  PaQ'  donné.  Même  problème, 
le  plan  étant  donné  par  deux  droites. 

—  027.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  faisant  avec  une  autre  droite  un  angle  donné. 

—  028.  —  On  donne  deux  droites  concourantes;  faire  passer  par  l'une  un  plan  faisant  avec  l'autre  un  angle  donné. 

—  029.  —  On  donne  une  horizontale  et  une  frontale;  mener  par  la  frontale  un  plan  faisant  avec  l'horizontale  un 
angle  donné. 

—  030.  —  Faire  passer  par  une  droite  un  plan  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  donné. 

—  031.  —  Par  un  point  (a,  a'),  faire  passer  une  droite  située  a.  la  distance  d  de  la  ligne  de  terre,  et  faisant  l'angle  a 
avec  le  plan  horizontal. 

—  032.  —  On  donne  un  point  (s,  s'),  sommet  commun  de  deux  cônes  de  révolution,  l'un  d'angle  a  et  d'axe  (sa,  sa), 
l'autre  d'angle  p  et  d'axe  (sb,  s'b').  Plans  tangents  communs. 

—  033.  —  On  donne  un  plan  vertical,  P,  un  plan  de  bout,  Q',  et  un  point  quelconque,  [a,  a).  Mener,  par  ce  point, 
un  plan  faisant,  avec  les  deux  plans  donnés,  des  angles  donnés. 

—  034.  —  Mener  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  données  et  fasse,  avec  ces  deux  droites,  des  angles  donnés. 

—  035.  —  Intersection  d'une  sphère  avec  un  cône  dont  la  base  est  une  hyperbole  (dans  le  plan  horizonlal)  et  le 
sommet  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère.         ' 

—  036.  —  On  donne  une  sphère  et,  dans  le  plan  horizontal,  une  hyperbole  qui  est  la  base  d'un  cône  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère;  intersection  du  cône  et  de  la  sphère. 

—  037.  —  Une  parabole,  dans  le  plan  horizontal,  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  s);  intersection  de  ce  cône 
avec  une  sphère  de  centre  (o,  o);  point  et  tangente. 

—  038.  —  On  donne  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical;  un  cône  a  pour  sommet  un  point  dans  le  plan 
horizontal  du  point  le  plus  haut  de  l'ellipsoïde  et  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  de  projection.  Intersctlion; 

point  et  tangente. 

—  039.  —  Méridienne  principale  d'une  surface  de  révolution.  On  donne  un  axe  vertical  et  une  courbe  quelconque; 
construire  un  point  de  la  méridienne  principale  et  sa  tangente. 

_  040.  —  On  donne  un  axe  vertical  et  une  circonférence  dans  un  plan  de  front;  méridienne  principale  de  la  surface 
de  révolution  engendrée  par  cette  circonférence  en  tournant  autour  de  l'axe. 

_  041.  —  On  donne  la  verticale  (z,  z)  et  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical.  On  coupe  le  cône  par  le  plan 
vertical  P;  la  section  en  tournant  autour  de  (z,  z')  engendre  une  surface  de  révolution  dor.l  on  demniule  la  mëiidienne 
principale.  Point  et  tangente,  branches  infinies,  asymptotes.  Wènu'  problème  en  romplarant  le  pinn  vertical  P  par  nu 
plan  de  bout  Q'. 

—  042.  —  On  donne  une  droite  de  front  (F,  F)  et  une  courbe  (C,  C)  tournant  autour  de  cet  axe;  méridienne  prin- 
cipale de  la  surface  ainsi  engendrée. 

__  043.  —  On  donne  un  a.ve  de  front  (F,  F)  et  une  droite  quelconque  (G,  G);  méridienne  principale  de  la  surface 
engendrée  par  (G,  G')  en  tournant  autour  de  (F,  F'). 

_  044.  —  Une  droite  (A,  A')  est  l'axe  d'une  surface  de  révolution;  dans  un  plan  horizontal  II  se  trouve  une  circon- 
férence; elle  engendre  la  surface  en  tournant  autour  de  (A,  A');  contour  apparent  horizonlal. 
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11045.  —  Soit  une  ilroitt:  qiit;lconque  (A,  A');  c'est  l'axe  «l'une  surface   de   révolution  engendrer  |>.ir  une  i'<>urt>c 
(C,  (j)  donnée  par  ses  projections.  Contours  apparents  de  la  surface. 

—  046.  —  Mener  par  une  droite  donnée  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  révolution.  Cas  où  l'axe  est  vertical. 

—  047.  —  l'n  ellipsoïde  «le  révolution  est  défini  par  son  j^rand  axe  et  un  point.  Mener  jwir  une  droite  des  plan» 
tangents  ,i  celle  surface.  Construire  la  méridienne,  connaissant  le  grand  axe  et  un  point. 

—  048.  —  Plans  tangents  à  un  ellipsoïde  (à  a&e  vertical),  faisant  «n  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

—  049.  —  Un  ellipsoïde  est  engendré  par  une  ellipse  qui  tourne  autour  d'un  de  ses  axes,  »i(uc  dans  un  plan  de 
fiijiit.  Courbe  de  contact  d'un  cône  de  sommet  (s,  s'),  circonscrit  à  cet  ellipsoïde. 

—  050.  —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  de  révolution,  à  axe  vertical. 

—  051.  —  On  donne  une  droite  de  front  et  deux  points,  (a,  a),  (b,  A),  sur  cette  droite:  ce  sont  respcelivemenl  le 
sommet  ei  le  foyer  d'un  paraboloï<lc  <le  révolution.  Construire  les  contours  apparents. 

—  052.        Une  droite  verticale  est  l'axe  «l'un  paraboloïde  de  révolution  tangent  à  deux  plans:  déterminer  ce  para- 
Uidoide.  Déterminer  une  parabole  «juand  on  a  son  axe  et  deux  tangentes. 

—  053.  —  Soit  un  tore  à  axe  vertical;  étant  donnée  la  projection  horizontale  dun  point  du  tore,  trouver  sa  projec- 
tion vtTlicalc.  Plan  lancent  en  ce  j  oint. 


lA  Miiiire. 


-♦- 
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Ali/cbre,  annli/sr  et  trifionomtUric. 

2540.  —  i"  Décomposer  en  éléments  simples  la  fiaclion  rationnelle  de  n 

fi   s_ H  (n  —  i  ) 

''"'~(H   f-l)(nH-2)(iH-:</ 

l 'csl-.vclire  choiflier  les  cocfricionls  A,,  Aj,  .\,  de  l'iilenlité 

fin)  =  — ^-  -f-     ^«     ■+-  — ^-  • 

2"  Moiilror  que  lo  polynumi'  du  secoinl  degré 

P(x)  =  A,    l-A.i.r-+-A,a:« 
«si  tel  que,  quel  que  soit  le  polynôme  du  premier  ileuré     nx-+-  v,     on  a 

{x){ux-hv)dx  =  0. 


r'p(j 

J  0 


3"  On  désigne  par  /)  un  nombre  entier  positif;  «  al<  ub-r  riiilégrale  délinie 

l,=  /".r'.P(x)rfx, 
et  étudier,  suivant  b^  \  lî.iii^  de  ;/,  la  convergence  de  la  série. 

4»  Vériller  que  la  fonflioii  p{j)  est  solution  de  l'éciualion  dilTérentielle  <lu  second    t  Ir 
(i)  x{x  —  i)i^'h[-2x—iy'  —  r>y  =  0. 

S"  Pour  irouvti  la  solntmii  nénérnle  de  cette  équation  'l\  on  y  remplacera  y  par  ;.r  .i  ,  ;  étant  tine  nou- 
velle fonction  iti.  ..inui.-    On  tii  <léduil  une  i^piatiin  en  :' ;  montrer  que  sa  solution  générale  peut  être   mise 


sous  la  forme 


.'-il      *  '  *  «         I 
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À  étant  «une  constante  quelconque  et  a,  !i  les  zéros  du  polynôme  P{x).  En  déduire  la  solution  générale  de 
l'équation  (1). 

Géométrie  analytique. 

2541.  —  On  donne,  dans  un  plan,  deux  points  fixes  A  et  A'  et  on  désigne  par  o  et  5'  les  distances  de  ces- 
points  à  une  droite  variable  (D)  du  plan. 

1°  Trouver  l'enveloppe  (C)  des  droites  (D)  pour  lesquelles  la  somme  ô- +  o'J  a  une  valeur  constante  2/i-. 
Lorsqu'on  donne  à  h  différentes  valeurs,  on  obtient  ainsi  une  famille  de  courbes  (C). 

2°  On  considère  les  droites  (D)  qui  passent  par  un  point  M.  Déterminer  les  deux  droites  (D')  et  (D")  passant 
par  M  pour  lesquelles  la  somme     S^  +  ô'^    est  maximum  ou  minimum. 

3"  Quel  est  le  lieu  des  poiats  M  pour  lesquels  une  des  droites  (1)')  ou  (I)")  passe  par  le  point  A? 

4°  Soient  (C,)  et  (C^),  les  enveloppes  des  droites  (D)  correspondant  aux  valeurs  /*^  et  li,  de  li.  Trouver  le 
lieu  (r)  du  point  de  rencontre,  d'une  tangente  à  (C,)  et  d'une  tangente  à  (Cj)  perpendiculaire  à  la  première. 
Montrer  qu'on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  remplacer  les  courbes  (C,)  et  [C.,)  par  deux  autres  courbes  (C) 
de  façon  que  le  lieu  (r)  reste  le  même.  Quel  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  (C)  ainsi 
associées? 

Mécanique. 

I.  —  2542.  Sur  un  plan  horizontal  parfaitement  poli  on  fixe  à  plat  un  disque  circulaire,  de  centre  0,  de 
rayon  un,  d'i'paisse'ur  négligeable.  En  un  point  fixe  A  du  bord  du  disque  est  attachée  une  extrémité  d'un  fil 
llexible,  inextensible,  de  masse  négligeable,  de  longueur  -  (demi-circonférence  du  disque).  A  l'aiUre  extri-mité 
du  fil  est  attaché  un  point  matériel  M  de  masse  un.  M  est  repoussé  par  le  point  0,  et  l'intensité  de  la  force 
répulsive  est  mesurée  par  le  même  nombre  que  la  dislance  OM.  (0  n'exerce  aucune  action  sur  le  fil.)  A  l'instant 
initial,  le  fil  est  appliqué  contre  le  bord  du  disque,  M  étant  sur  le  plan  horizontal  en  B,  diamétralement  opposé 
à  A;  on  abandonne  le  point  M  à  partir  de  B  sans  vitesse  initiale;  sous  l'action  de  la  force  répulsive,  M  se  me 
à  décrire  une  trajectoire  composée  de  deux  arcs  de  développante  de  cercle  raccordés  par  une  demi-circonférence. 

i°  Étudier  le  mouvement  du  point  M.  On  distinguera  les  phases  où  le  fil  A\I  est  partiellement  enroulé  sur 
le  bord  du  disque,  et  celles  où  il  est  entièrement  déroulé.  Calculer  et  construire,  dans  chacune  de  ces  phases, 
et  pour  une  position  quelconque  de  M  sur  sa  trajectoire,  le  vecteur  vitesse  de  M  et  le  vecteur  T  qui  représente- 
l'action  exercée  sur  M  par  le  fil.  Dans  la  phase  où  M  décrit  la  portion  semi-circulaire  de  sa  trajectoire,  montrer 
que  l'angle  0,  que  fait  avec  AM  le  rayon  0.\  prolongé,  varie  comme  l'angle  d'écart  à  la  verticale  descendante 
d'un  pendule  simple  dont  on  demande  de  calculer  la  longueur.  (7:  =  3,14;  f/=981  C.  G.  S.  est  l'accélération, 
de  la  pesanteur.) 

2"  Le  mouvement  de  M  est  périodique.  Trouver  l'expression  de  sa  période  C  Dans  cette  expression  de  ï,,. 
figute  une  intégrale  exprimant  le  temps  que  met  M  à  décrire  la  portion  semi-circulaire  de  sa  trajectoire:  on 
ne  demande  pas  le  calcul  numérique  de  cette  intégrale. 

H.  —  2543.  Un  disque  circulaire,  homogène,  de  poids  P,  de  rayon  R,  de  centre  to,  est  suspendu  à  un 
point  fixe  0  par  l'intermédiaire  de  trois  fils  égaux  OA,  OB,  OC,  fiexibles,  inextensibles,  sans  masse,  de  lon- 
gueur Ff^/â,  attachés  aux  points  A,  B,  C,  du  bord  du  disque,  le  triangle  ABC  étant  équilatéral.  Sur  la  face 
supérieure  du  disque,  supposée  rugueuse,  on  pose  un  point  mat»'riel  M  de  poids  Q.  Le  coefficient  de  frottement 
entre  M  et  le  disque  étant  f,  déterminer  la  région  'J^  du  disque  où  l'on  pourra  placer  M  de  façon  que  le  disque- 
surchargé  puisse  être  en  équilibre  sans  que  M  glisse;  dans  chaque  position  d'équilibre,  on  délerminpra  l'angle 
de  Ow  avec  la  verticale,  en  fonction  de  la  distance  toM.  puis  on  construira  géométriquement  les  vecteurs  (pii 
représentent  les  actions  exercées  respectivement  en  A,  B.  C,  par  chacun  des  fils,  sur  le  disque.  Ktudier  en  par- 
ticulier les  cas  :  1°     f=\,     P=Q;     2°    f—L     Q  =  3P,     Q  =  P,     et  représenter  par  un  dessin  la  région    ir 


l'illriil. 


i°  Calculer  le  nombre  x,  solution  de  l'équation 


^—^  =  1,257. 

•   2'^  Cal("uler  les  nombres  y,  :  définis,  en  fonction  de  cette  valeur  de  x.  par 

.11  ' 


y  = 


z  = 
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3"  Vcri/icntiun.  —  Calculer  alors  les  valeurs  uuraéiiques  de 

•J-y';         5:'y-HiO=V  +  y*. 
Elk's  doivent  t^lrc  /-gales  respeclivement  h  i  fi  1,*257. 

Formules  :  On  pourra  utiliser  les  rOsullati»  suivants  iju'il  est  inutile  de  vérifier.  A  tout  nombre  m.  on  peut 
faire  correspondre  un  angle  compris  entre  —  9(y>  et  OO",  tel  que 

Le  nombre  u  s'exprime  alors  en  fonction  de  -i  par  la  relation 

et,  réciproquement,  cette  relation  entraine  la  précédente.  En  outre, 

e"  -hf"         I 


2  cos? 

I.  désipne  le  logarithme  népérien,  on  sait  qu'il  se  déduit  du  logarithme  décimal  par  la  relation 

Lx=  i  .logx,  M  =  0,43 1294. 

Le  calcul  peut  alors  se  faire  do   la  façon  suivante  :  on  calcule  l'angle  ç  correspondant  à  la  valeur    ji  =  a* 
demandée  et  on  en  déduit  cette  valeur  de  x.  On  calcule  ensuite  »'  correspondant  à  «i  =  »    et  on  en  déduit  y  et  :. 

Épure. 

La  ligne  de  tern-  est  le  petit  axe  de  la  feuille. 

L'n  tétraèdre  .SAR(]  rejiose  «ur  le  plan  horizontal  df  jirojection  par  sa  face  AIMl;  l'arAlf  .Vlî  »sl  pai.ill<'l<'  à 
la  ligne  de  It-rre  et  son  éloignenient  est  i"",^;  \>-  point  \  est  à  11""  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille,  le 
point  B,  h  iO"",:;  à  droite  de  ce  grand  axe;  le  point  C  a  pour  éloignement  15""  et  il  e.st  placé  à  4*"'. S  à  droite  du 
^rand  axe;  le  sommet  S,  de  cote  12""  et  d'éloignement  3"",  a  ses  projections  à  4'"', 5  à  gauche  du  grand  axe. 

On  demande  do  représenter  le  solide  commun  au  tétraèdre  et  à  la  sphère  décrite  sur  l'aréle  SC  comme 
■diamètre. 

Physique. 

2544.  ■^  Un  aimant  permanent,  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  dont  la  direction  fait  l'angle  ?  avec  le 
plan  du  méridien  magnétique,  est  soumis  à  l'action  du  champ  magnéti(iue  terrestre  il'intensité  F  et  d'incli- 
naison I,  en  inéini-  temps  qu'à  colle  de  son  poids  P.  Le  centre  de  gravité  est  à  distance  n  de  l'axe  de  .suspension 
dans  une  direction  (jui  lait  l'angle  i  avec  le  plan  |>assaiil  par  cet  axe  et  par  la  direction  du  moment  magnétique 
de  l'aimant. 

I"  En  désignant  par  i  l'angle  que  fait  ce  dernier  plan  avec  l'horizon,  calculer  les  moments  par  rapport  à 
l'axe  (le  suspension  »lu  poids  de  l'aimant  et  du  couple  exercé  par  le  champ  macnétitjue  terrestre.  Montrer  que 
Ce  dernier  moment  ne  fait  intervenir  le  moment  magnétique  de  l'aimant  que  par  sa  projection  'i  sur  un  plan 
perpendiculaire  A  l'axe  de  suspension. 

2»  lîcrire  l'équation  d'équilibre  entre  les  deux  actions  et  en  déduire  la  tangente  de  l'angle  i  qui  corres- 
jiond  k  cet  équilibre. 

3"  ('liert  lier  à  quelle  coiulilion  cet  angle  j  reste  invariable  ijuaml  on  fait  vaii'r  l'angle  '*  par  rolalion  de 
l'aimant  et  de  son  support  autour  d'un  axe  verliral,  ti  comment  se  dirige  l'axe  magnétique  de  [l'aimant  quand 
cette  condition  est  remplie  s^ins  que  l'angle  1  soit  droit. 

4"  Plus  géuéralenionl,  étudier  la  manière  dont  varie  lu  cotaugente  de  l'angle  i  en  fonction  de  r  pendant 
cette  rotation,  et  discuter  les  dillérents  cas  qui  peuvent  se  présenter,  en  particulier  ceux  pour  lesquels  la  posi- 
tion d'équilibre  est  indéterminée. 

5"  Montrer  i)our«juoi,  lorsque  l'action  de  la  pc^.mteur  n'est  pas  négligeable  devant  l'action  magnétique,  il 
n'est  pas  po.^sible  de  déduire  l'inclinaison  I  de  l'étude  expérimentale  de  la  variation  de  i  avec  ç. 

Peut  on  en  déduire  la  déclinaison? 

0"  Comnu'Ut  doit-on  procéder  pour  en  déduiie  1  i|uand  l'action  de  la  pesanteur  est  négligeable'.' 

Pour  simplifier,  on  désignera  par  A  la  quantité  — ^• 

M'  

Le  H^dactcurCteraiit  :  IL  M'IBEUT. 
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Concours    spécial    de    1919. 

2394.  —  On  considère  les  fondions  de  x 

•^       ^  '    x-\-A 

{a  est  un  nombre  donné  et  L  désigne  le  logarithme  de  base  e). 

1°  Dans  quels  intervalles  la  fonction     —j—     est-elle  développable  en  série  entière  soit  par  rapport 

db         )  tir  *     * 

à  la  variable  x,  soit  par  rapport  à  la  variable  -? 

Ecrire  les  développements  correspondants  de  y. 

2°  Tracer,  suivant  la  valeur  de  a,  les  différentes'' former  des  courbes  (C)  représentant,  en  coordonnées 
rectangulaires^  les  variations  des  fonctions  y. 

Une  courbe  (C)  coupe  Oy  en  un  point.  Lorsque  a  varie,  déterminer  le  lieu  du  centre  du  cercle  oscilla- 
teur à  cette  courbe,  en  ce  point. 

3°  Calculer  les  primitives  d'une  des  fonctions  y.  -' 

Démontrer  que  pour  a=:3,  Vaire  limitée  par  la  courbe  {C)  correspondante,  par  la  droite  d'équa- 
tion j/H-2^0,  par  Caxe  des  y,  et  par  la  droite  d'équation  x  —  x^=^Q(x^>Q)  a  une  limite  fîni>' 
quand  x^  croit  indéfiniment.  Calculer  celte  limite. 

A°  On  considère  plus  généralement  une  fonction  de  la  forme 

f{x)  est  un  polynôme  qui  s'écrit,  développé,     f{x)  ^  a^x"  -h  fl,x"~'  H-  ...-+-  a,,. 
On  demande  : 

a.  De  calculer  les  primitives  de  z; 

b.  En  appelant  ^{x)  Vune  de  ces  primitives,  de  chercher  s'il  existe  un  polynôme  (p(aj)  tel  que  la  fonc- 
tion    <ï>(a?)  —  (f(x)     tende  vers  zéro  quand  x  croit  indéfiniment. 

V             X  -f-  2 
1°  La  fonction     — - —  =  L y     n'est  pas  définie  dans  l'intervalle     ( — 4.  —  2),     elle  est  bien 

X  -{-a  x->r-  \  ^  ^ 

définie  dans  tout  autre  intervalle.  Au  voisinage  de  0,  elle  s'écrit 

L|-hL-^  ou  _L2  +  l(i+|)-l(i+|). 
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l/i_|.^\     est  développable  en    série  entière    pour       y"  <  *'      c'est-à-dire    dans   l'intervalle 
(—2,  -1-2);  l'autre  logarithnie  est  développable  dans  l'intervalle     (—4,     -+-4)     et  nous  avons 

\         2y~i      2  2*      3  2»       '    ■' 

V         4J~4      2V      34»         •" 

par  suite, 

(!)  ^  =  -L2-+-xQ-J)-^(i-i)-+-Ç(i-^,)-..   . 


ou 

a-  H-  a  4       i3z 


1+1 


Pour  les  grandes  valeurs  de  X,  la  fonction       .\_„     s'écrit     L j  =  LflH--j  —  Lfl-+--V 

Le  premier  logarithme  est  développable  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de- ,  pour  |ar|>4; 


le  second,  pour    i  x  |  >  4  ;     et  nous  avons 

\         x/       X       2  X* 


12*      12» 

3x' 


14»      IV 

3x' 


(2)  F^a  =  *<^-*)-2^«(^^^-^^)^é-3(2*-*')----' 

ou 

y     _      2       0        56 
x-ha  X      x'      3ar 

Le  développement  (1)  est  valable  dans  l'inlervalle  (—2, -+-2);  le  développement  (2)  est  valable 
dans  les  intervalles     (— x  .  —  4),     (4, -h  oc  ). 

2"  La  courbe  ((î)  rencontre  l'axe  des  x  au  point  x  =  — a.  Ce  point  n'existe  réellement  que 
(juand  n  n'est  pas  compris  entre  2  et  i.  Nous  aurons  donc  à  étudier  les  trois  cas  a  >  4.  2  <  a  <  4, 
(t  <  2.     Mais  une  remarque  facile  va  nous  conduire  à  simplilier  notablement  l'élude  des  courbes  (C). 

Considérons  la  fonction     L^-^*     et  voyons  ce  qu'il  faut  pour  qu'elle  change  de  signe,  quand  on 

X-h  p 

change  x  en     —  x;     il  faut  évidemment  el  il  suflil  que     j,   ,   g     soit  l'inverse  de     g  _^,     ou  que 

l'on  ait     *] ~ ^1  =  1  ;     ceci  donne     a-  — p*  =  0,     et,  comme  le  cas  de     a  =  p     doit  évidemment  être 
p  —  X 

écarté,  il  faut    a-i-fj  =  0. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  pour  deux  valeurs  de  a  équidistanles  de  3.  les  rourbes  (C)  et 

(C)  correspondantes  sont  symétriques  par  rapport  à  la  droite     x=  —  3.     l'renons.  en  effet.  les  deux 

valeurs     3  +- /i     el     3  —  h;     nous  aurons  les  équations 

(C)  y  =  (x  i-3-hA^L^:t^, 

(C)  y  =  (x  4-3-A)L^, 
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•portons  les  axes  au  point    x=z  —  3,     changeons  a;  en    x'  —  3,     les  équations  deviendront 


y  =  {x'-^h)h'^r^. 


X 


et  il  est  visible  que  si,  dans  la  première  nous  changeons  x'  en  — x',  le  premier  y  devient  égal  au 
-second.  Les  deux  courbes  sont  donc  symétriques  par  rapport  au  nouvel  axe  des  y,  c'est-à-dire  par  rap- 
port à  la  droite    x  =  —  3. 

11  suffira  alors  de  considérer  les  cas  a  >  4,    3  <  a  <  4   et  les  deux  cas  particuliers   a  =  4,    a  =  3. 

Premier  cas.  a  >  4.  La  courbe  rencontre  l'axe  des  x  au  point  x^=  —a,  h  gauche  de  la  droite 
-ic  =  —  4.     Pour    x^^zhac,     nous  avons 


î/  =  (a:-+-û)(-|  +  ^-...), 


y  =  -2-h 


6  — 2a 


X 


la  fonction  est  égale  à  — 2.  Pour  x  très  grand  et  négatif,  y  >  — 2,  la  courbe  est  au-dessus  de 
l'asymplole;  pour  x  très  grand  et  positif,  elle  est  au-dessous.  Pour    x=z  —  4  —  e,     nous  avons 

y  =  (a  — 4)L-, 

y  est  égal  à    -4- oo  .     Pour    x=:  —  2 -h  s,     nous  avons 

y  =  {a-2)L|, 

y  est  égal  à  —  x  .  Nous  sommes  conduits  à  tracer  la  courbe  de  la  figure  (1).  Nous  justifierons  cette 
forme  en  étudiant  la  dérivée. 

Deuxième  cas  :  3  <  a  <  4.  La  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  j/  =  — 2,  est 
encore  la  même,  mais  la  courbe  ne  rencontre  plus  l'axe  des  x. 

Pour     x=^  —  A — £,     t/  est  égal  à    —  oo;     pour     x=:— 2-f-s,     y  est  encore  égal  à     —  x; 

2/ 


-2 


-2 


0 


a: 


-if 

-2 

2/ 

_^ — ^ 

0 

JC 

\ 

-2 

/ 

'T'-^ 

y 

-u, 

-2 

0 

X. 

-2 

( 

A 

Fig.  1. 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


rnous  sommes  conduits  à  la  forme  de  la  figure  2.  Nous  justifierons  encore  celle  forme  par  la  dérivée. 
Cas  où     a  =  4.     Pour    x  =  —  i,     celle  fois,  y  est  nul.  Les  autres  remarques  ne  sont  pas  altérées. 

Nous  avons  la  forme  de  la  figure  3.  La  tangente  au  point    ( —  i,  0)    est  parallèle  à  0|/.  car     —7;/ 

-<levienl  infini  quand  x  tend  vers    —  i     (/?</.  3). 


Cas  où     a  =  3.     La  courbe  est  syméirique  par  rapport  h  la  droite    a:--  — 3.     Le  terme  en     du 
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développement  de  y  devient  nul.  La  position  de  la  courbe  par  rapport  à  chacune  des   asymptotes 
x  =  —  4,    x  =  —  2    reste  la  même  (/î^.  i). 

Jr>  _1_    ^  2(iC-4—   fl) 

Prenons  maintenant  la  dérivée  de  y  ;  nous  aurons    y'  =  L -.  -h  , —   ^  . — — j- .     Si  aous  appelons 

•X'  H-  1        (>r  -i-  3)  (X  H—  4) 


l  X  -j-  il 

X   la  racine   df  l'équation     ?/'  =  0,     nous  avons     a  z=. —  ^ir -h  .  t   r- i;  i,  *"  -t-    i)i.i     _.  71' 

celle  fonction  de  x;  nous  avons 


étudions 


^-  =  -:i-(x-+-J)L 


>? 


x-h4' 


et 

nous  avons  de  même 


1  _  da  _      :^  

r-r-33ïr      x-+-3^^"x-h  4 


,x-+-2 


rf:^  2 2__ 

5x ~  (x -h 2)  (x -+- i)      (x-h3;*' 


(/z 


3x~"(x-f-3)MxH-2)(xH-4)  ' 

quantité  toujours  positive  dans  les  intervalles  acceptables  pour  x. 

Par  conséquent  la  fonction  :  est  représentée  par  une  courbe  aisée  à  construire  et  que  nous  figurons 
ici  (Ai/-  ^)- 

'  lin 

La  fonction      t-  =  —  z(x-f-3)     est  donc  toujours  positive  et  la  fonction  a  est  toujours  croissante. 

()r,.pour  r  infini,  nous  avons 

x«-h6x-i-8/      2       G        50 


a  =  —  X  — 


a  =  3-.j^H-...; 


/_2       i>_5G  \ 

\      x"^x»      3p"^*"j 


la  courbe  figurative  de  la  fonction  a  est  asymptote  à  la  droite     '/=:3;     au-dessus,  a  gauche;  au- 


-«» 


--^ —  --3I 


^-^ 


I 


■ 


-f 


I 


Fig.  i. 


FIg.  5. 


Fig.  6. 


dessous,  ù  droite.  Pour    x  =  — 4,     elle  prend  la  valeur  4;  pour    x  =  —  2,     la  valeur  2;  en  ces  points, 
T-  est  infini,  la  tangente  est  verticale.  La  fonction  a(x)  est  représentée  dans  la  figure  (i.  11  est  facile  de 

vérifier  que  cette  courbe  admet  pour  centre  le  point     ( —  3,  3). 

Celte  figure  nous  montre  que  si  a  est  compris  entre  3  et  4,  la  fonction  j/  s'annule  pour  une  valeur 
négative  de  r,  plus  petite  que  —  4  {fig.  4).  et  que  si  a  est  plus  grand  que  i.  la  fonction  v'  ne 
s'annule  pas  (//';,  1).  L'étude  des  courbes  (C)  est  complètement  terminée. 

Pour  achever  la  seconde  partie,  il  nous  faut  maintenant  trouver  le  lieu  du  centre  d»î  courbure  de 
la  courbe  (C)  au  point  A  où  elle  rencontre  Oi/.  quand  '/  varie.  Le  point  A  a  pour  coordonnées    x  ^:0  , 
y  =  —  «L2;     d'autre  pari,  le  développement  de  i/.  au  voisinage  de    x  =  0,     est  donné  par 

y  =  (x  +  «)(-Lï-i  \-%\ 


,  =  _„L..^(î-u).  +  (l-i^)^ 
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nous  avons  donc    ij' = ^-^,     y"  =  -   ^^'^,     pour    x  =  0.     Les  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure sont 


A  _  .X  —  y  — ^ ,  ï  —  j/  H -f-  ; 


nous  avons  ainsi 


a  — 4L2  ,    /a  — 4L2V 


4- 


X  =  — 


,3 


i y^  _  16  (.iL2  —  g)  -h  (  4L2  —  a)» 


8  — 3a  i  (S  —  3a) 

i6 


8  —  3a  8  —  3a 


16 


Ce  sont  les  équations  paramélriques  du  lieu  en  fonction  du  paramètre  a.  Ce  sont  les  équations 
d'une  courbe  unicursale  du  troisième  degré. 

3"  L'intégrale    /  ydx  ou 

se  calcule  aisément  en  intégrant  par  parties;  nous  trouvons  ainsi 

,       /x^  \     x-h2        r      a;-  +  2aa?       , 

V  2  /     X  +  4       J  (.X  H-  2)  (ar  +  \)      ' 

or, 

X-  +  2aa?       _         2(1  — g)      4  (g  — 2) 
(x  +  2)(x-|-i)~"    "^    X-+-2    "^    xH-i    ' 
et  '  . 

J  =  (y  H-  g.r)  L^^  _  X  -  2(1  -  a)L(a?-f-  2)  -  \[a  -  2)L(x  -+-  -4). 

Pour     g=3,     elle  s'écrit 

J=     ,r-^3a7    L T  — arH--4L  ., 

\2  )     X-+-  \  aî  +  4 

et   /    ydx  a  pour  valeur 


Ï+''-)Lf^!  — +  «'^  +  *L2; 


retranchons-en  l'aire  négative,  limitée  par  la  droite     y  =  —  2,     c'est-à-dire  ajoutons  lui  2./-,  nous 
aurons  finalement  à  montrer  que  la  fonction 


(^' +  3^  V^4Ït  +  ^  +  ^l"^^  4- 4L2 
V  2  /     .r  -h  4  .r  4-  4 


2        6 


.r  H-  3                                   3        t) 
a  une  limite  finie  pour  x  infini.  Or,  quand  x  est  très  grand.     L      ,    ,      est  égal  k .H-  — -f-  .►.; 

nous  avons-  donc 

(f4-3a.)(-|  +  |-+-...)-+-a:-t-...,^ 

qui  se  réduit  à    —  3     plus  une  partie  nulle  pour  a-  infini.  L'aire  indiquée  a  donc  pour  limile 

A==IL2  — 3. 
4°  Soit  ¥{x)  une  primitive  du  polynôme  entier  f(x);  linlégrale 
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a  pour  valeur  '''('''^5"^  — j  *'(')/x  +  2)(x-r-*)      ' 

soilQ(x)lequolieDtde2F(x)par    (i -h  2)  (x -^  4),     et    Ax+B    le  reste;  nous  aurons 

2F(x)  ^,    ,   .  Ax-hB  Ax+B        _B-2\         AA-b 

(x-t-2)(x-hi)  =  Q^''^'^(x-t-2)(x-h4]-  (x-+-2)(x-h4)-2(x-+-2)       2(x-h4) 


Mais 

nous  avons  donc 


B  — 2A=:2F(— 2).  li  — 4A  =  2F(— 4); 


mx) _o.   ,       F(-2)      F(-4) 

(x-^2)(x-^-4)~^     ■'        x-i-t         xH-4 


La  partie     F(.riL^"^^.     pour  x  très  grand  so  compose  diui  polynôme  entier  et  de  termes  en 
i  X  -+-  4 

*-  *  etc.;  la  partie  rQ(x)rfx  est  un  polynôme  entier;  s^i  F(  — 2)  =  F(— 4),  la  dernière  partie  de 
x'  X*'  '  */ 

l'intégrale  est 

elle  tend  vers  0  pour  x  infini,  et  il  y  a  bien  un  polynôme  entier  <^(x)  tel  que  l'intégrale  diminuée  de  ce 
polynôme  entier  reste  finie  pour  x  infini;  mais  si  F(— 2)7^F(— 4),  les  termes  logarithmiques 
deviennent  infinis  sans  se  détruire,  et  ces  inlinimenl  grands  ne  sont  pas  comparables  aux  termes  d'un 
polynôme  entier;  l'intégrale  reste  infinie  même  en  supprimant  la  partie  entière  et  aucun  polynôme 
additif  ne  peut  être  détruit  par  les  logarithmes. 

Bonne»  solutions  :  MM.  G.  Lacii,  &  Douai;  V.  Rohkrt,  à  Soiiil-Cloud  ;  M.,  h  Gucrer. 
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2397.  _  Èlanl  donnés  deux  axes  rerlnu(/ulfiirrs  ()x,  ()y  et  un  point  H  {a,  b),  on  mène  par  Ir  point  II 
une  sécante  de  coefficient  angulaire  m,  qui  rencontre  tes  axes  aur  points  A  »•/  M,  et  on  considère  la  j  arn- 

bolc  V  tangent''  aux  axes  aux  points  i\  et  H;  on  fait  tourner  autour  de  /'origine  la  droifr  \\\  Hr  l'angle    -4-^: 

soit  A'B'  sa  nouvelle  position;  soient  A'  et  B'  les  point.\  ou  elle  rencontre  les  axes;  un  considère  la  para- 
bole Q  nonnitli'  aux  axes  aux  points  A'  et  B'. 

1»  Trouver  les  éf/uations  des  paraboles  V  rt  Q,  puis,  lorsque  m  varie,  le  lieu  du  point  de  rencontre  de 

leurs  directrices. 

2'  Démontrer  nue  les  points  d'intersevtion  de  ers  deux  paraboles  V  et  Q  appartiennent ./  im  mAinr  rryrlr: 
trouver  son  é/uation,  et  le  lieu  de  son  centre  quand  m  varie. 

3'  Former  l'i^quation  de  Vhxjperbole  équilntère  qui  passe  par  Us  points  communs  aux  paraboles  V  et  Q, 
trouver  Céquation  du  lieu  de  son  centre  quand  m  varie,  et,  dans  le  cas  particulier  où  le  point  II  est  sur 
l'axe  des  y,  construire  ce  lieu  en  le  rapportant  à  un  sgstimc  de  coordonnées  polaires. 
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îsfy' 


OU 


1"  La  droite  AB,  qui  passe  au  point  H,  a  pour  équatiou 

y  —  f>  =  ni(x—a), 

y  —  b~m(x  —  a)  =  0. 
La  parabole  (P)  a  pour  équation 

{y  —  mx-h  ma  —  6)-  -f-  2X xy  =  0, 
et  il  est  visible  qu'il  faut  prendre  >=r2m  pour  que  les  termes  du 
second  degré  forment  un  carré  parfait.  L'équation  de  la  parabole  (P) 
est  donc  finalement^. 

(P)         {y-hwxY-h2{ma  —  b){y  —  mx)-h{ma  -bY-  =  0. 
Pour  faire  tourner  le  point  H  d'un  angle  égal  à     4-  |     autour  du  point  0,  il  faut  multiplier  l'affixe. 

a  +  ib,     de  ce  point  par  «;  elle  devient    ai  —  b    et  les    nouvelles  coordonnées  du  point  H,  qui  est 
devenu  H',  sont    —h    et  a.  La  droite  HA'B'  perpendiculaire  à  AB  a  donc  pour  équation 

ou  myH-xH-ô — am  =  0. 

Les  points  A'  et  B'  ont  pour  coordonnées 

x=.  am  —  6,  y  =  0 

x  =  0, 


et 


y 


am  —  b 


m 


les  parallèles  aux  axes,  O'A'  et  O'B',  menées  par  ces  points,  ont  pour  équations 

am  —  b 


X  —  am-h  6  =  0 


et 


y  — 


m 


:0. 


La  parabole  (Q),  tangente  à  ces  droites  aux  points  A'  et  B',  a  pour  équation 
{my  -\-  X  -h  b  —  am)-  -\-  ^iL{x  —  am  -^  b)  (y  —  ^^"'~\  =  0 


et  il  est  visible  que  la  valeur  de  y.  doit  être  égale  à    — 2m    pour  que  les  termes  du  second  degré  for- 
ment un  carré.  La  parabole  (Q)  a  donc  pour  équation 

(Q)  {x  —  my)--h2{ma  —  b)  {x  -h-  my)  —  3(ma  —  bf  =  0. 

Il  reste  à  trouver  les  deux  directrices  de  ces  paraboles  et  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre.  La 
di.-ectrice  de  la  première  passe  par  le  point  0,  point  de  rencontre  de  deux  tangentes  rectangulaires» 
et  est  perpendiculaire  à  la  direction  asymptotiquc;  elle  a  pour  équation 

my  —  x=0. 

La  directrice  de  la  seconde  passe  par  le  point  0',  pour  une  raison  semblable,  et  est  perpendiculaire 
à  la  direction  asymptotique  de  cette  parabole;  elle  a  pour  équation 

ma  —  b 


m  {x  —  ma -h  b) -h  y  — 


m 


=  0. 


'  1  X 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  s'obtient  en  remplat;ant  m  par  -  dans  la  seconde 
équation;  ceci  donne 


a  —  b 


''_(j:^a--i-b)-^y  —  -^ =  0 

y\         y       /  î 


?/ 
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-t(^y  —  "^-^f*y)-^- — X ^^' 

ou  ' 

{X-  -h  y*)  {xy  —  ax-h  by)  =  0. 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  directrices  est  donc  l'hyperbole  èquilatère 

xy  —  ax  -k-  by  =  0. 

Celle  conique  a  pour  centre  le  point  x^^  —  b,  y  =  a,  c'est-à-dire  le  point  H'  et  ses  asymptotes 
sont  parallèles  aux  axes. 

Il  est  à  remarquer  que  les  deux  directrices  passent  au  point  0'.  Le  lieu  que  nous  venons  de  trouver 
est  donc  le  lieu  du  point  0'.  Ceci  est  évident  géométriquement  :  en  effet,  la  directrice  est  perpendicu- 
laire h  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  milieu  de  .\B;  or,  justement  00'  est  celte  droite  après  qu'elle 

a  tourné  de  l'angle    -h  ^     autour  do  0;  00'  est  donc  la  directrice  de  la  première  parabole.  Comme 

la  droite  A'B'  tourne  autour  du  point  iixe  H',  les  deu.v  séries  A'  et  B'  sont  homographiques,  et  les 
droites  O'A',  O'B'  décrivent  deux  faisceaux^homographiques  qui  ont  leurs  sommets  à  l'infini  sur  les  axes. 
Le  lieu  du  point  0'  est  donc  une  conique  qui  i)asso  aux  points  à  l'inliiii  sur  les  axes,  et  au  point  0,  qui 
est  visiblement  une  position  du  point  0'. 

2°  Les  axes  des  deux  paraboles  étant  rectangulaires,  ces  deux  coniques  ont  les  mêmes  directions 
principales;  par  conséquent,  il  passe  un  cercle  par  les  quatre  points  de  rencontre.  Nous  obtiendrons 
d'ailleurs  immédiatement  l'équation  de  ce  cercle  en  ajoutant  les  équations  des  deux  paraboles;  nous 
trouvons  ainsi 

(m»  -I-  1)  (a:«  -+-  »/)  -+-  "lima  —  h  i  (y  —  mx-\-x-\-  my)  —  ^{ma  —  by  =  0. 

Les  équations  du  centre  sont 

n=o,  /•;=o, 

ou 

2(m« -h  l)x -j- 2(ma  —  6)  (1  —  m)  =  0, 

2(m' -h  l)t/ H- 2(wa  —  6)  (1 -+- m)  =0; 
en  les  divisant  membre  à  membre,  nous  trouvons 

X 1  — m 

7/  "~  1  H-  r/i  ' 
puis, 

y  —  ^. 

m  ^^ 

y-^x' 

eu  les  ajoutant  et  en  simpliliant, 

(m»-^  1)  (x -h  ;/) -f- 2(f?m  —  6)  =  0; 
remplaçons  là  dedans  vi  par  sa  valeur  et  simpli lions;  noiis  aurons 

(y_x)>-f-(t/-+-ar)»-+-2[a(y-x)-6(y-+-x)]  =  0, 

et,  finalement, 

X» -h  y"  —  (a -h  6)x -t- (a  —  A)  t/ =  0. 

Toi  est  le  lieu  du  centre  du  cercle;  c'est  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point     — ^ — .     — jj—  • 

Ce  cercle  passe  à  l'origine,  au  point  H  et  au  point  H,  symétrique  de  H'  par  rapport  au  point  U; 
c'esl  le  cercle  décrit  sur  11  II,  comme  diamètre. 

.'l"  l>ans  tout  faisceau  de  conique,  il  y  a  unr  hyperbole  njuilalère.  11  est  visible  que  celle  du  faisceau 
actuel  s'obtient  en  retranrlianl  ré(|ualion  de  l.i  parabole  ((,))  de  celle  de  la  parabole  (P^.  Ce  calcul  nous 
donne 

(m* —  i)(x'  —  v')"+-  *wixy-h2(ma  —  b)(y  —  mx  —  x  —  iny}-+-Ji{ma  —  bf  =  0. 
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Les  équations  du  centre  sont 
(m^  _  l)x  -h  2m?/  —  (ma  —  b)(l-\-m)  =  0, 
elles  donnent  a?  et  y  en  fonction  de  m  : 

(ma  —  b){m  —  1)  (m^  H-  im  -f-  1) 


2mx  —  (m-  —  1  )  (/  4-  (ma  —  b){[—m}  =  0; 


_  (ma  —  b){m-\-i)  ( —  m}  -+- Ain  —  1  ) . 


^  (m- H- If 

ces  deux  équations  paramétriques,  qui  permettent  de  construire  la  courbe,  montrent  que  celle-ci  est 
une  quartique  unicursale. 

Pour  avoir  l'équation  cartésienne,  il  faut  ordonner  les  équations  du  centre  par  rapport  à  m  et 
éliminer  m  entre  ces  deux  équations.  Nous  avons  ainsi  : 

m^{x  —  a)-hm(2y~\-b-^a)-hb—x  =  0,  vi'-{y  -h  a)  —  mC^x  -{-  a  -h  b)  -h  b  —  y  =  0; 

puis,  _ 

[{x  —  a){b-~  y)  —  iy-h  a)  (b  —  x)f  -f-  [(2i7  h-  6  —  a)  (6  —  ?/)  +  (2a?  -h  a  +  b)  (b  -  x)]  ■ 
X  [{x  —  a)  (2a?  -i- a -{- b) -h  {y  ~h  a)  {'iy  ■+ b  —  a)]  =  0. 

Telle  est  Téquation  cartésienne;  il  est  facile  de  voir  que  c'est  une  quartique  bicirculaire.  Cette 
équation  se  simplifie  quand  on  y  fait     a=:0;     elle  devient  alors 

b^{x  —  tjY  —  [2  (x'-  -+-  y-)  —  b  (x  +  y)  —  W-]  [2 [x^  H-  y^)  +  b{x-hy)]  =  ^\ 

en  développant  et  changeant  les  signes,  nous  obtenons 

.4(a'2  +  y^f  —  b^x  -+-  yf  —  hHx  —  yf  —  U-{x'-  +  ?/-)  —  26^ (a?  4-  ?/)  =  0, 
^x^  4-  y-)-  —  'Sb-{x-  -+-  î/2)  _  fj'{x-hy)  =  0. 

Sous  cette  dernière  forme,  nous  voyons  que  la  courbe  est  syméli-iquc  par  rapport  à  la  première 
bissectrice;  ceci  nous  conduit  à,  prendre  cette  droite  pour  nouvel  axe  des  a;  et  à  faire  tourner  les  axes 
de  io°  autour  du  point  0;  les  formules  de  transformation  sont 


X 


X  —  y 

~     v/2 


X'  -+-  V 


et  la  nouvelle  équation  est 

2  [x'-'  -f-  yy  —  36'-'  {x'^  +  y"")  —  b'  sl^x'  =  0. 

L'axe  des  x'  est  un  axe  de  symétrie;  les  deux  points  cycliques  sont  des  points  doubles;  le  troisième 
point  double  est  sur  Ox'.  Faisons    y'  =  0;     les  abscisses  des  points  de  rencontre  avec  Ox'  sont  donnés 

par 

2a?'*  —  Wx'^  —  b^  yj'2  x'  =  0; 

ce  sont    a?'  =  0,     x' =  ^^- ,     deux  fois,  et    x'  =  b\J^.  Le  point  double  est  donc  le  point  de  Oa?' qui  a 

pour  abscisse     ^V;  -il  faut  porter  les  axes  en  ce  point,  c'esl-à-dire 

changer  x'  en     .r'  — --.     L'équation  devient  alors 
^  'î(x''  +  !/"  -  àx-  v-ï  +  '0'  -  M'  (x"  +  y-'-  lu-'  v'î  +  '') 

simplifiée,  celte  équation  s'écrit 

2 (a?'*  H-  y'r  -  U  ^^x'{x''  +  y")  -  b^x'^  -+- ./'«)  \^  U'x"  =  0. 

Passons  alors  aux  coordonnées  polaires;  posons 

a;'=:  ocoso),  y'      p  sino, 
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el  supprimons  le  facteur  commun  p-.  nous  avons 

i'J  —  46  v^  p  COSo.  -h  ib-  COS*a)  —  6-  =  0. 


Nous  lirons  de  li 


(p  byJ'-2C09,u,)' -  =0. 


C=zb  \'l  COS  toj-  --t 


et  nous   voyons  que   la  courl)e  est  un   lirna(;on  de  Pascal,   dans  lequel  la  conslanle  additive  est  la 
moitié  du  diamètre  du  cercle.  La  courbe  est  dom;  bien  connue  et  se  construit  ais'-ment. 

Honncs  solutions  :  MM.  (i.  FIoy,  a  Paris;  M.  a  Guércl;  li.  Lach,  a  Douai;  L.  NAUi:ei.i.K,  k  Charlcroi;  M.  Rorx.au  Creuset. 
Solutions  salisfaisanlcs  :  MM.  G.  Ft.  à  Paris;  A.  Sadk.  à  Poitiers;  H.  Chirol,  à  ?ainl-Élienne:  A.  IIitinel,  à  Cannes; 
I'.  RoHKHT,  à  Sainl-Cloiid;  Commandant  G.' LiiÉA.Nf,  à  Hucaresl. 


r.KOMKTRIK   DESCHIPTIVR 


2430.  —    Un  cylindre  de  révolution,  de  S»"  de  rayon,  a  pour  axe  la  droite   horizontale  dont  les  projections 
sont  X  et  \'.  Un  hyperbolouie  de  rcvulution  réiflé  a  pour  axe  la  droite  (Y,  Y';  rencontrant  la  droite  iX,  X')  au  point 
[o,  o').  l'ne  de  ses  i/>'nératrices  est  In  icrticale  projetée  horizontalement  nu  point  C  dr  \  à  5""  a 
ijauche  de  la  druile  oo  . 

On  demande  de  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  au  cylindre  et  a  l'hyper- 
boloide. 

l'our  la  mise  en  place,  on  se  conformera  aux  in<liciitions  du  croquis  :  oo'  est  ilinije  suivant 
le  grand  axe  de  la  feuille;  le  point  <>,  à  (i<^"'  au-dessous  du  centre:  le  point  o'  à  11""  audessu:^ 

\École  polytechnique,  1920.) 

I,'iiy[)('rlml()i(l(>  occupe  un»'  |>osilion  liés  particuli<'Te.  D'abord  il  n'a  pas  de  contour 
apparent  liori/.f»ntal,  puisqu'il  a  uii«'  pénôralrice  verticale,  et  par  suitf  une  seconde,  sym«*- 
trique  île  la  première  par  rapport  au  ceiilre.  Les  pr«).jeclions  liorlionlales  des  génératrices 
de.s  deux  systèmes  formenl  ainsi  deux  faisceaux  de  droites  concourantes  dont  les  sounnets 
sont  les  pieils  des  deux  y»-n»''ralrices  dont  il  s'ajiil,  et  n'ont  jias  de  véritable  enveloppe.  Mais,  par  suite  de 
syfiiétries  résultant  «le  la  position  particulière  de  l'axe,  la  surface  possède  également  deux  génératrices  île 
bout,  d'où  absence  également  de  contour  apparent  vertical,  puis  deux  autres  génératrices  parallèles  à  la  ligne 
de  terre.  Ces  droites  forment  un  bexagone  gauche,  emprunté  aux  arêtes  d'un  cube,  comme  l'indique  lè~croquis 
ci-contre,  et  sont  alternativement  tlu  pn-mier  et  du  second  système. 

Ce    cube  permet    de    construire    farilement  les   diverses  génératrices  reclilignes.  l'u   plan   passant,   par 

exemple,  [tar  la  géni'ralrice  verticale  du  premier  système,  rencontre  les  deux 
autres  droites  du  même  système  en  des  |)oinls  II  et  V,  déterminant  la  généra- 
trice l'V  de  l'autre  famille.  On  pourrait  donc  se  dispenser  de  faire  appel  aux 
I)ropriétés  générales  des  surfaces  île  révolution,  et  nous  aurions  déjà  une 
méthode  spéciale,  qurconsisterail  à  chercher  simplement  les  intersections  des 
droites  l'V  avec  le  cylindre  donné.  Nous  reviendrons  cependant  au  procédé 
cla.ssique.  relatif  i'i  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent. 

Construction  d'tin  point  quelconque  de  l'intersection.  —  l.e  plan  des  axes 
étant  oblhjue,  nous  commencerons  par  prendre,  comme  plan  auxiliaire  de  pro 
Jeclion,  le  plan  méridien  vertical  de  l'hyperboloide,  qui  est  en  même  temps  tin 
plan  de  section  droite  du  cylindre.  I.a  ligne  de  terre,  pus.sant  par  le  centre 
commun  (o,  o'),  se  «-onfondra  avec  Y  en  projection  horizontale,  el  nous  con- 
struirons la  nouvelle  projection  o";"  tie  l'axe  de  l'hyperboloide. 

Kmployous  des  sphères  auxiliaires  de  centre  (o,  o'i.  Nous  trocerijus  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  de 
centre  o  et  oe  royon  arbitraire;  ce  sera  le  contour  apparent  d'une  pareille  sphère,  et  nous  en  déduirons  immé- 
diatement les  plans  pq,  p^q^  des  cercles  déterminés  dans  le  cylindre.  La  même  sphère  rencontrera  la  première 
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génératrice  verticale  (c)  de  l'hyperboloïde  en  deux  points  dont  les  projections  auxiliaires  a"  et  ^"se  construiront 
à  laide  du  cercle  déterminé  dans  la  sphère  par  le  plan  mené  par  la  génératrice  ic)  parallèlement  à  (Y  .  Par  a" 
et  ^"  nous  mènerons  les  perpendiculaires  à  o";",  qui  seront  les  traces  des  plans  des  parallèles  obtenus  dans 
l'hyperboloïde.  Ces  droites  rencontreront  la  base  du  cylindre  en  des  points  m",  »i",  »»',',  h"  que  Ton  rappellera 
respectivement  en  m,  n,  mt  et  n,  sur  pq.  On  rappellera  eniin  sur  le  plan  vertical  primitif.  Le  parallèle  p,gi 
fournil  quatre  points  analogues. 

Lfs  constructions  peuvent  s'interpréter  d'une  autre  manière,  comme  permettant  de  déterminer  les  points 
de  rencontre  de  rhyi)erboloïde  avec  une  génératrice  du  cylindre,  |>rojetée  sur  lu  base  en  un  point  donné  m'.  I. 
suffit  de  mener  (lar  ce  point  la  perpendiculaire  à  o"z"  qui  donne  le  point  a",  d'où  l'on  déduit  la  sphère,  et  les 
droites  pj,  j),g,,  rencontrant  en  m  et  m,  la  projection  horizontale  de  la  génératrice. 

Tamjenlc  en  w«  point  de  la  courbe.  —  La  tangente  a  été  construite  ici  par  la  méthode  du  plan  normal. 
D'.'ibonl  la  normale  au  cylindre  rencontre  l'axe  au  point  (0.  0'),  centre  de  la  section  droite  correspondante 
l'uur  riiyperboloiile,  le  sommet  (t,  a'j  du  cône  des  normales  est  le  même  que  puur  le  cime  asymptote,  les  deux 
parallèles  étant  dans  h-  môme  plan.  On  l'obtiendra  au  moyen  de  la  normale  au  cône  au  point  projeté  en  a";  il 
aura  ainsi  même  cote  que  ce  dernier.  L'horizontale  (OA,  O'/j')  et  la  frontale  (O/',  0'/")  du  plan  normal  permettent 
de  construire  la  tangente  demandée  [mt,  in't'). 

Plans  limites  —  Chaque  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  Ihyperboloïdc  nous  donne  quatre  points  de  la 
courbe,  par  linterseclion  d'un  jtarallèle  et  de  deux  g''nératrices  du  cylindre.  Les  plans  utiles  sont  tous  compris 
entre  deux  |)lans  tangents  au  cylindre  qui  sont  deux  plans  limites.  Chacun  de  ceux-ci  contient  un  cercle  bi- 
tangent  à  la  courbe  aux  points  où  il  rencontre  la  génératrice  de  contact  avec  le  cylindre.  Les  tangentes  qui  en 
résultent  sont  donc  parallèles  au  plan  vertical  auxiliaire.  En  projection  horizontale  on  obtient  les  quatre 
points  ).,  (i,  ).,,  ;x,  les  plus  éloignés  de  (Vj.  En  projection  verticale,  les  tangentes  en  X',  ;i',  ).|,  ^î^  ont  la  direction 
des  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  l'hyperboloïde.  Nous 
avons  construit  celle  de  ces  droites  qui  passe  par  (o,  o')  et  qui  est  projetée  en  o'?'. 

l'oints  situés  sur  le  cercle  fie  yor<jc  de  l'hyperboloïde.  —  Le  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  la  distance  oc  du 
centre  à  une  génératrice;  les  points  de  rencontre  avec  le  cylindre  sont  donc  les  sommets  d'un  carré.  De  plus, 
les  tangentes  en  ces  points  (r,  r'),  (.s,  s'),  (r,,  rî),  (s,.  s\)  sont  parallèles  à  l'axe  de  Ihyperboloide,  puisque  les 
plans  tangents  aux  deux  surfaces  sont  tous  parallèles  à  cette  droite. 

Points  situés  sur  les  contours  apparents  du  cylintlrc.  —  Les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal 
rencontrent  l'hyperboloïde  en  des  points  (u,  «'),  («,  c'),  (m,,  u,'),  (u,,  v[)  que  nous  avons  donné  le  moyen  de 
construire.  Quant  à  ceux  qui  a|)parliennent  au  contour  apparent  vertical,  ce  sont  les  points  les  plus  hauts  et 
les  plus  bas,  qui  s'obtiennent  indirectement.  Il  suflit  de  remarquer  que  les  deux  génératrices  de  b<tut  de 
l'hyperboloïde  sont  tangentes  au  cylindre,  et  fournissent  les  points  (eu,  lo')  et(«»,,  oj  .  Do  même,  les  deux  géné- 
iMlrices  parallèles  .'i  la  première  ligne  de  terre  doiuimt  deux  autres  points  ayant  mêmes  projections  horizonules 
que  les  précédents. 

l'oints  doubles.  —  On  vient  de  remarquer  que  «•>  et  (»,  sont  deux  points  doubles  en  projection  horizontale. 
les  tangentes  de  l'espace  sont  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  qui  touchent  le  cylindre.  On  peut  s'assurer 
i|u'en  «o  et  (,it  la  courbe  traverse  ses  tangentes,  et  présente  ainsi  deux  points  de  double  inllexion.  D'ailleurs  l.i 
normale  à  rhy|)erboloïde  en  (w,  «o')  étant  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  le  théorème  de  Meusnier  nous  révèle, 
l>our  la  courbe,  un  plan  osculateur  de  prolil.  Le  point  <••'  est  un  rebroussemenl  de  première  espèce,  ù  tangente 
verticale,  et  il  en  «îSt  de  môme  de  „i[- 

Il  n'est  pas  inutile  de  présenter  ici  une  observation  générale,  au  point  di*  vue  des  points  tloublos  en  pro- 
,i>'clion.  On  se  contente  ordinairement  du  principe  de  la  droite  des  points  d<iubles.  [irovenant  «le  l'interseclion 
dfï  deux  plans  diamétraux,  et  cette  droite  n'existe  |ias  toujours  si  les  deux  plans  diamétraux  sont  singuliers. 
Quoiqu'elle  existe  ici.  et  se  confonde  avec  la  trace  f.».»,  du  plan  des  deux  génératrices  verticales  de  l'hyperbo. 
lolde,  le  cylindre  ne  présentant  rien  de  particulier,  nous  ferons  remar<|uer  que,  lorsqu'une  des  surfaces  est  une 
ijuadrique  admettant  une  génératrice  perpendiculaire  à  un  jdan  de  projection,  il  vaut  mieux  étuilier  direcle- 
nienl  celle  droite.  En  général,  elle  rencontre  l'autre  surface  en  deux  points  au  moins,  qui  admettent  même 
projection.    S'il  y   a  une  secomle   génératrice   parallèle   à  distance  finie,   il   en   résulte  un   nouveau  point 

double. 

Il  faut  cependant  réserver  le  cas  où  l'un  des  points  de  rencontre  avec  la  seconile  surface  est  rejeté  à 
I  infini.  Le  lecteur  peut  essayer,  par  exemple,  de  remplacer  le  cylindre  actuel  par  un  cAne  de  révolution 
contenant  la  verticale  de  (.>.  La  cubique  oblentn-  en  projection  horiz  «nlale  admettra  <•>  comme  point  double, 
mais    ,  ne  sera  (|u'un  point  simple. 

Symétries   —  Le  centre  (o,  o'),  commun  à  l'hyperboloïde  et  au  cylindre,  est  un  centre  de  symétrie  pour  la 
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courbe.  De  plus,  l'axe  du  cylindre,  étant  aussi  un  axe  pour  l'hyperboloïde,  est  un  axe  de  la  courbo,  dans 
l'espace  et  en  projection  horizontale.  lien  est  de  même  de  l'axe  de  l'hyperboloïde. 

Ponctuation.  —  On  découvre  sans  difficulté  les  arcs  de  la  courbe  qui  sont  cachés  sur  le  cylindre,  l/hyper- 
boloïde,  dépourvu  de  contours  apparents,  n'intervient  pas. 

Remarque.  —  Par  une  coïncidence  curieuse,  la  droite  r"s"  du  plan  auxiliaire  est  la.ngente  à  la  projection 
horizontale  de  la  courbe,  en  deux  points  situés  sur  les  lignes  de  rappel  /.a,  et  [ji).,.  On  constate  plusieurs  faits 
du  même  genre. 

J.   !.. 

M.  Mennkssier,  àÉvreux,  a  envoyé  une  épure  très  soignée,  mais  avec  une  erreur  dans  les  données,  commise  d'ailleurs 
par  un  certain  nombre  de  candidats. 
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ÉCOLE  DES  PONTS  ET. CHAUSSÉES 
(Cours    spéciaux.) 


Concours    de    1921. 


Algèbre,  analyse  et  trigonométrie. 

I.  —  Soit  l'équation    x^  —  7x4-1=0.    Trouver  combien  elle  a  de  Vacines  réelles,  et  les   calculei   avec 
trois  décimales  exactes  (par  défaut). 

II.  —  2545.  Intégrer  l'équation  différentielle 


(^  +  l)'§  +  (^- 


d-y 


*);^^+2ag 


dy_ 


1, 


oîi  a  est  un  paramètre,  par  le  changement  de  variable  ,i-  +  1  =  e'  {t  est  la  nouvelle  variable). 

On  traitera  complètement  le  cas  général  où  a  est  quelconque,  et,  ensuite,  les  cas  particuliers. 

[Durée  ;  4  /i.) 
Géométrie  et  mécanique. 

I.  —   2546.   Un  conoïde  réglé  droit  est  engendré  par  une  droite  qui  reste  constamment  parallèle  au 
plan  xOy  et  qui  s'appuie  d'une  part  sur  l'axe  Oz,  d'autre  part  sur  le  cercle  défini  par  les  équations 

2/2  +  22  =  1,      x=i. 

a)  On  demande  son  équation. 

On  coupe  le  conoïde  par  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  0-  et  qui  a  pour  directrice  le 
cercle  z^O,    x^-[-y'=^i. 

b)  On  demande  d'écrire  l'équation  de  la  projection  de  l'intersection  des  deux  surfaces  sur  le  plan  xO;  et 
de  construire  la  courbe  représentée  par  cette  équation.  •  ^ 

Distinguer  les  portions  de  cette  courbe  qui  correspondent  à  des  [)oinls  réels  ou  imaginaires  de  l'intersection. 

II.  _  Un  guide  fixe  rectiligne  AB  est  placé  dans  un  plan  vertiral:  il   est  incliné  de  30"  sur  l'iiorizon- 
tale.  La  longueur  AB  est  égale  à  4'". 

Un  cAble  sans  raideur,  inextensible  et  pesant  4'*«  par  mètre  courant,  est 
placé  de  telle  façon  qu'un  de  ses  brins  se  trouve  sur  le  guide,  l'autre  pendant 
verticalement  à  partir  du  point  B.  suivant  la  ligne  MBN.  En  plus  de  son  propre 
poids,  ce  cAble  est  soumis  à  une  force  appliquée  au  point  .M,  agi-ssant  dans  la 
direction  de  B  vers  A  et  proportionnellement  à  la  distance  MA.  Quand 
MA  =  20"="',  cette  force  est  égale  à  I**». 

La  longueur  du  c;lble  est  égale  à  C".  Prenant  comme  inconnue  la  longueur 
AM  =x,  comptée  positivement  de  A  vers  M  : 

a)  On  demande  la  valeur  de  x  quand  le  câble  est  en  é^^uil^ët•e. 
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bj  On  lire  le  cible  jusqu'à  ce  que  x  soit  égal  à  1'»  et  on  le  lâche  sans  vitesse.  Le  (  ùttle  se  met  on  mouve- 
ment. Dans  (lue!  sens?  Le  |)oinl    M   se  rapprociie-t-il   de    .\  ou  s'en  éloigne-t-il? 

Trouvtr  la  loi  de  r.e  mouvenient,  tant  que  le  poiiil  M  reste  entre  \  et  H. 

c)  Suivant  le  résultat  trouvé  pr.'cédemment,  le  point  ,M  arrivera  en  \  ou  en  H.  On  demande  la  vitesse  du 
point  .M  au  moment  <»ù  il  passe  à  celui  de  ces  deux  points  qui  résulte  du  paragraphe  6  ci-dessus. 

Calculer  celt»;  vitesse  a  ()'".0I  près. 

On  prendra  y  =  10"'/sec.;sec.  [Itmée  :  4  h.) 

Épure  dr  i/comctric  descriptive. 

2547.  I.f  petit  axe  de  la  feuille  étant  pris  pour  ligne  de  terre  xy,  on  coosidère  deux  droites  de  front  A 
et  D  dont  les  projections  horizontales  sont  respectivement  à  80  et  r.O"""  au-dessous  de  xy.  Leui-s  projections 
verticales  pa.s.sent  par  le  point  0'  situé  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  70«>»  au-dessus  de  xy;  la  projection 
verticale  de  U  est  perpendiculaire  à  xy;  celle  de  A  passe  par  le  point  projeté  sur  la  ligne  de  terre  à  40°»»  à 
gauche  du  grand  axe  de  la  feuille. 

On  considère  l'hyperboloïde  H  engendré  par  la  rotation  de  la  droite  D  autour  de  la  droite  A  et  on  demande  : 

1°  de  représenter  le  solide  supposé  plein  et  f)paque  limité  par  la  surface  de  II.  par  le  plan  horiiontal  de 
projection,  el  par  le  i)!an  p<'rpendiculaire  à  A  coupant  A  à  "tO"'"'  de  o'  (au-dessus  de  o'; 

2"  de  déterminer  lombre  portée  par  ce  solide  sur  le  plan  horitonlal  de  projection,  tjuand  on  l'éclairé  par 
des  rayons  lumineux  |>arallèles,  venant  de  gauChe  et  d'en  haut,  et  projetés  suivant  des  droites  à  45  degrés  sur 
lu  ligne  de  terre  (lumière  habituelle  dite  à  45  degrés). 

Les  parties  vues  de  cette  ombre  portée  seront  couvertes  de  hachures  légères  (au  crayon,  en  traits  bleus  fins). 

[Durée  :  3  h.) 
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^Cours    préparatoires). 


Concours    de    1919. 


2370.        On  inns'ulèri\  thtus  un  }iliiu,  tous  le.^  cercles  passant  par  un  point  fixe  (A)  et  coupant  un 
droite  dnnnèe  (A)  snus  un  nni/te  constant  V„. 

htHermineVy  anahjliiiui'nient  el  géonU'tri<jurinrnl  : 
l"  le  iii'H  des  centres  f/^s  rnxle.s  mobiles; 
2"  ienveluiipi'  de  ces  cercles. 

I"  Prenons  pour  u\(>  des  x  la  droite  (A)  iM.  pour  a\o  des  ;/,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  droite  (A).  Appelons  a  l'ordonnée  du  poiiil  A  el  a,  {>,  les  coordonnées  du  centre.  L'équalion  du 

cercle  est 

(x-«)«-j-(,y  — p)î.:«»-h(fl  — p)^  .r'-i-f/«-2«x  — 2!îi/-»-2ap  — a»  =  0; 

ce  cercle  coupe  Tum'  des  .r  aux  points  M  et   M    ayant  pour  abscisses  les 

racines  de  rri|iiali'>n 

/         11!    ■    "inp  — /;'  =  0. 

\ii  |»oinl,Mi»    '»'    ''•  «".rncienl  anj;ulair(!  de  la  langenlc  est  donné  p.u- 

A,'  .r  — a_.r-«_ 


nous  avons  donc 

d'autre  pari 

el  le  lieu  du  centre  est  l'Iiyperltob' 


x-«  =  plgV,; 

(T— •»)'  =  «•  — 2rtp-f-fl», 

fj»  Ig*  Vo  =  a'  —  lia  p  -h  a*. 
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Cette  équation  peut  s'écrire  ^^(1 -f- Ig^yj  —  a"2-f- (_^  —  a)-; 

nous  voyons  que  cette  hyperbole  a  pour  foyer  le  point  A  et  pour  directrice  la  droite  (A),     ^  =  0. 
Cela  est  d'ailleurs  évident  géométriquement,  car    CI  =  CM  cos  V     et 


CM  ou  CA  1 


=  ;;7;Txr=C'^>l. 


CI        ~cosV 


2"  L'équation  de  l'hyperbole  s'écrit 
et  donne 


0 


Pçosif  ft  _    _  !':^sin< 

cosV/  P       "  —  ^^^,'' 


par  suite, 

g  __      g  cos  V„  ^_ a  çqs  t 

^      cosVo  — sinr  "  — cosVo  — sin/" 

L'équation  du  cercle  devient  alors 

(a?2  -\-i/  —  a^)  (cos  V„  —  sin  t)  —  2a.r  cos  t  —  2rt  cos  \\(7j-  u)  =  0 
[x^  -h  y-  —  a})  sin  /  -f-  2ax  cos /  =  cos  VJcc^  +  J/^  —  2a?/  h-  a-). 
L'enveloppe,  quand  f  varie,  est  immédiate;  c'est 

(a;2  H-  y2  _  ^2^2  ^  4^2^2  ^  CO^M ^^  +  (^  —  a)'']  i 

ou  (a?2  H-  î/-^  —  «'-f  +  'laT-x-  =  (x^  +  if  ~\-  a-f  —  iri*,/î  ; 

le  premier  membre  se  décompose  en  un  cercle  de  rayon  nul,  le  cercle     x'^ -\- {ij  —  a)-,     qui  est  aussi 
dans  le  second  membre  et  un  autre  facteur.  La  véritable  enveloppe  est  donc  le  cercle 


x'  -h  {y  -+-  af  =  cos2 VJa?^  +  (j/  —  a^]. 


C'est  le  cercle  directeur  de  l'hyperbole  ayant  son  centre  au  s.econd  foyer,  comme  cela  est  évident 
géométriquement  :  quand  un  cercle  passe  par  un  point  lixe,  l'enveloppe  de  ce  cercle  est  l'homothétique 
dans  le  rapport  2,  par  rapport  au  point  fixe  de  la  podaire  du  lieu  des  centres  ayant  pour  pùle  ce  point. 

Une  autre  solution  géométrique  s'obtient  en  efîectuanl  une  inversion  ayant  pour  centre  le  point 
fixe  A. 

Solutions  de  MM.  G.  Lach,  à  Douai;  A.  Tenot,  à  Angers;  M.  Roux,  an  Creuzol;  A.  IIutinel,  à  Cannes;  Mkn.nessikr, 
à  Évreux;  L.  Gauthier,  à  Craponne;  Ch.  Pacé,  enseigne  de  vaisseau;  P.  Bernard,  à  Paris. 


ECOLE    CEiNTHALE 


Concours    de    1920. 


2417.  —  Les  axes,  Ox,  Oy,  étant  rectangulaires,  on  considère  ta  courbe  C  ayant  pour  équation  en 
coordonnées  polaires,  d'origine  0,  d'axe  polaire  Ox, 

p  =  a  v'sin  26, 
a  étant  une  longueur  donnée. 

i"  Tracer  celte  courbe,  déterminer  les  tangentes  parallèles  aux  axes  Ox  et  Oy,  et  les  tangentes  paral- 
lèles aux  bissectrices  de  ces  axes. 

2°  On  prend  sur  la  courbe  C  un  point  variable  M,  défini  par  l'angle  0.  Trouver  Véquation  cartésienne, 
par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  de  la  perpendiculaire  <i  OM  menée  par  M,  et  les  cuordnnnres,  x  et  y,  du 
point  où  celte  perpendiculaire  touche  son  enveloppe  II.  Donner  l'équation  de  cette  enveloppe  en  coordonnées 
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cartésiennes,  et  son  équation  en  coordonnées  polaires.  Tracer  dans  une  même  figure  l'ensembU  des  cuurOes 

C  et  H. 

iV.  B.  —  Les  deux  parties  du  problème  sont  indépendantes. 

On  reconnaît  aisément  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  pôle  (changement  de  6 
en     0-hiï),     qu'elle  est  syuk^rique  également  par  rapport  à  la  première  bissectrice  (changement  de  6 

en     ^  — o);     il  suflil  pour  étu'lier  sa  formé  do  faire  varier  6  de  0  à  j  :  s  croit  constamment  depuis  0 

jusqu'il  un  maximum  égal  à  a.  P<iur  calculer  Ig  V,  on  écrira 

p2  =  a^sin26,  d'où:  2pc'  =  2a*coB20, 

el 

tgV  =  i=:4  =  tg20  (V  =  26). 

P       P? 

La  courbe  part  du  pôle,  tangentiellemenl  à  l'axe  polaire,  et  vient  rencontrer  la  première  bissec- 
trice, qui  est  un  axe  de  symétrie,  normalement  (o=''  ^=^)  *^"  ""  point  A.  tel  que  (JA  =  t/, 
puis  revient  au  pôle,  tiingcntiellemont  à  Oy.  On  a  ainsi  une  première  boucle,  correspondant  aux  valeurs 
df  0  comprises  nitir  o  et  '.;  un  on  iléduil  hi  srronde  boudo.  symétrique  de  la  première  par  rapport 
au  pôle  (valeurs  de  0  comprises  entre  t>  et  -/  \  ■ 

Enlin  pour  les  valeurs  de  0  comprises  enire  ^^  el  t:,  ou  entre  ~  el  2::.  sin20  est  négatif  el  _;  imagi- 
naire. Si  l'on  pose     0  =  J^-^0',     d'où 

sin  20  =  siu  /^^  -H  20' j  =  cos20', 

on  obtient  l'éciuation     i  =  av'cos20',     qui  est  IT-qualion  en  coordonnées  polaires  de  la  lemniscate  de 

Hernoulli. 

Pour  déterminer  les  points  où  la  tangente  a  une  direction  donnée,  calculons  le  coefticient  angu- 
laire de  la  tangente  en  un  point. 

On  a 

'  j=:pcusO,  t/  =  csinO, 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  0, 

x'  =  p'  cosO  —  p  sinO,  î/=p'  sinO-f-  p  cos  0, 

u' p'sinO-H  pcosQ sp'sinO-hp'cosQ cos20.  sinO-hsin20.  cosO sin 30 ... 

"*      x'      p'cosO — psinO      pp'  cosO  —  s^sinO      cos 20.  cosô  —  sili 20.  sin 0      cos .*J0        ^ 

{'•  '/'iiuiimi's  i»irfitli'lrs  II  0.r  :  m={),  30  =:»  Ati.  0=  .  .  correspondant  à  l'tuigine  (pour  ()  =  i) 
et  pour     0  =  7:),     au  point  le  plus  haut  de  la  courbe  p«mr    0  =  ..     el  au  point  le  plus  bas  pour    6=.    . 

t"  Tnn'jentes  paralliles  a  {Jii  :  mz=.x^  .10  =  (2A- -h  1)^,  0:=^ p-  ''^ ,  correspondant  .i  1  ori- 
gine (pour     0  =  ^     el    0  =  '-'"  j,     au  point  le  plus  adroite  pour    0  =  !^     el  au  point  le  plus  à  gauche 

pour     0=:-t;-. 

3"  J'anijrntcs  paralh'li's  à  ta  premii're  bissectrice  :     m=  1, 


J0  =  A-7t  +  ^,     0=-^-H.^     V^  =  i2'     *=Î2'     ^"=12'    ®~T2J* 


3  ^1 
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Pour  ces  quatre  points  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  la  première  et  par  rapport  à  la  seconde 


bissectrice,  la  distance  à  l'origine  est     c  =  -^. 

4°    Tangentes  parallèles  à  la   seconde   bissectrice  :     m  =  — 1,     30  =  A-:: 

■71 


3:: 
4' 


trouve  le  point  A  pour    0  =  ^     et  le  point  A'  symétrique  de  A  par  rapport  au  j>6\e  pour     0  =  ^ . 

L'équation  cartésienne  de  la  perpendiculaire  à  OM  menée  par  le  point  M  s'obtient  immédialemenl 
en  appliquant  l'équation  de  la  droite  sous  la  forme    x cos« -h  ?/  sin a  —  h^O.     C'est  l'équation 

(1)  X  cosô-hy  sinO — a  ViîrTSô :=  0. 

Le  point  M'  où  cette  droite  touche  son  enveloppe  est  son  point  de  rencontre  avec  la  droite  dont  on 
obtient  l'équation  en  dérivant  l'équation  (1)  par  rapport  au  paramètre  0,  savoir  : 

cos26 


(2) 


—  a?sin6  4-î/ cos6 


Vsin20 


=  0; 


<:ette  droite  n'est  autre  que  la  parallèle  à  OM  menée  à  une  distance  de  l'origine  telle  que  la  valeur  algé- 
brique  du  vecteur  MM',  évaluée  suivant  la  direction     0  +  -,   soit  égale  à    a. 


du  point  M'  sont 


1^—5^       A  cos2ô    .    , 

a?  =  a  vsin  2ô  cos6  —  a   .  sin 6  ^  a 


Vsin2e 


2'  "  v/sin26 

sinô  a  /z      A 

=  cos( 6\, 

v'sin2e      Vs'Q2e        V2 


Les  coordonnées 


,  ■    „,    .    „  cos2e        .  cosG 

ij  =  a  Vsin 26  sm ô  -h  a  .  cose  =  a 


v/sin20 


v'sin26 


,  sm  ( 0 

v/sin20       V2 


t: 


a 


C'est  le  point  dont  les  coordonnées  polaires  seraient    oj=  -  —  6,     et    ?^  ,  .      -•;     on  voit  ainsi 
^  2  v'sin26 

que  la  direction  OM' est  symétrique  de  OM  par  rapport  à  la  première  bissectrice  et  que  le  produit  OM  .  ÔT? 

est  égal  à  a-.  L'enveloppe  demandée  est  donc  la 
courbe  obtenue  en  prenant  l'inverse  de  la  lemniscate, 
puis  la  symétrique  de  cette  courbe  inverse  par  rapport 
à  la  première  bissectrice;  en  raison  de  la  symétrie  de 
la  figure,  elle  coïncide  avec  la  courbe  inverse. 

Reste  à  obtenir  l'équation  de  cette  courbe.  En  coor- 
données cartésiennes,  il  suffit  de  multiplier  membre  à 
membre  les  expressions  des  coordonnées  de  M'.  On 
obtient 


XIJ  = 


a-,  sinû.  cosO a- 

sin  20  2 


C'est  l'équation  d'une  hyperbole  éiiuilalère  rap- 
portée à  ses  asymptotes  et  ayant  pour  sommets  réels 
les  points  A  et  A'.  En  coordonnées  polaires,  on  aurait 

à  éliminer  0  entre  les    deux   équations    w:={^  —  0, 


P  = 


a 


.'sin  20 


ce  qui  donne     p  =  - 


\'sin2(.) 


ou,  en  reve- 


nant aux  coordonnées  cartésiennes,     '2x1/  =  a\ 


l\  L. 


Bonnes  solutions  :  MM.  Amhl.vhd  Jean,  lycée  de  Grenoble;  F.  Haljard,  inslilulcur  à  Cléry,  Cùle-trur:  A.  Ulsskk,  à 
Alger;  Rayinoncl  Cmnoi.,  Sainl-lilicnnc;  C.  Dklvoyk;  lïinile  Dlvai.,  école  normale  de  Rennes;  G.  Géuo.ndeal,  Toury 
(Eure-et-Loir);  G.  Hek.mellin;  A.  Hutinel,  à  Cannes;  D.-V.  Ionesco,  à  Bucarest;  G.  Lach,  à  Douai;  Georges  Lkroy, 
école  d'arts   et  métiers,  de  Lille;  G.  R.,  à  Paris. 
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2418. I.  —  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  l'un,  Oy,  est  vertical 

et  a  son  sens  positif  contraire  à  celui  de  la  pesanteur.  Une  barre  rectiligne  OM,  homogène,  indéformable, 
d'i^vaisseur  négligeable,  de  longueur  donnée  l,  et  de  poils  donné  P,  est  assujettie  à  tourner  librement 
autour  du  point  fixe  0,  origine  des  coordonnées,  en  restant  dans  le  plan  vertical  xOy.  C'n  point  S  de  ce 
plan,  de  coordonnées  positives  données,  a  et  p,  attire  l'extrémité  M  de  la  barre  proportionnellement  à  la 

p 
distance  MS;  l'attraction  à  l'unité  de  distance  a  pour  valeur  ^,,  k  étant  une  longueur  donnée.  On  demande 

de  calculer  les  coordonnées  du  point  M  pour  chacune  des  positions  d'équilibre  de  la  barre  OM. 

11^ Soient,  Ox,  0»/,  0:,  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  dont  l'un,  Oz,  est  vertical  et  a 

son  sens  positif  contraire  à  celui  de  la  pesanteur.  La  même  barre  que  précédemment  peut  tourner  librement, 
dans  tout  Vesp(U'',  autour  de  l'origine  fixe  0,et  son  extrémité  M  est  attirée  proportionnellement  à  la  distance 
l>ar  trois  points  A,  B,  C,  donnés  respectivement  sur  Ox,  Oi/,  Oz;  pour  chacun  d'eux,  l'attraction  à  l'unité 

de  distance  a  pour  valeur  ^,,  k  étant  une  longueur  donnée     (OA  =  a  >0,     OB  =  6  >  0,     OC  =  c  >  0). 

On  demande  de  calculer  les  coordonnées  du  point  M  pour  chacune  des  positions  d'équilibre  de  la  barre 
OM,  et,  pour  chacune  de  ces  positions,  les  composantes  suivant  les  axes  Ox,  Og,  Oz  de  la  réaction  R  du 
point  fixe  0. 

I.  —  La  condition  d'équilibre  est  que  la  somme  des  moments  par  rapport  au  point  0  des  forces 
qui  agissent  sur  la  barre  soit  égale  à  0. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M;  N;  poids  P  a  pour  point  d'application  le  point  N,  ~\; 

SCS  composantes  sont  0  et    —  P     et  son  moment  par  rapport  au  point  0  est    —  ;^P. 

P  P 

La  force     F  =  ,^/MS     a  pour  point  d'application  le  point  (x,  j/);  ses  composantes  sont     -^-Ax  —  x) 

P  rw  P  P 

ei     £^^((i— ly)     et  son  moment  par  rapport  au  point  0  est     ^i{x(.^ —  y)  —  g{'x  —  x)]=.Y^{^x  —  anj). 

Px       P 

L'équation  d'équilibre  est  donc ^ -+- -^  f!ïx— (zj/)  =  0,     c'est-à-dire     (p  — A-)x  — «y  =0. 

Le  point  M  doit  être  situé  à  l'intersection  du  cercle  de  rayon  /  décrit  de  ()  comme  centre,  avec  la 

droite  qui  joint  l'origine  au  point  S' de  coordonnées     x  =  a,     y  =  p  —  k, 
(S(a,?)  obtenu   en   faisant  subir  au   point  S  une  translation  parallèle  à  Oy. 

''SW  ft— )ti     SS' =  —  k.     On  obtient  deux  positions  d'équilibre,  M  et  M',  dont  les 


1- 


JK 


>^  coordonnées  sont  données  par  les  deux  équations 

-t- 


0        /  '  X  _     y / 


-4"'' 


0,  p  _  *  ~"  yV  -h  (P  —  A-)« 

IL  —  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M,  reliées  par  la 
relation  x' -j- i/M- z^  = /*.  En  écrivant  les  six  équations  universelles  d'équilibre,  nous  pourrons  au 
moyen  des  équations  de  moments  déterminer  les  positions  d'équilibre  :  les  truis  équations  de  proj^r- 
tions  nous  fourniront  les  composantes  X,  Y.  Z  de  la  réaction  U  du  point  0. 

Le  poids  P  a  pour  point  d'opplicalion  le  milieu  de     OM  l^-  i»  |).     Les  composantes  sont  0,  0. 

Pw       Px 

—  P;     ses  moments  par  rapport  aux  trois  axes  sont ^y  '       ^   et  0. 

p 
La  force     T,  =  ^,/ M  \     peut  être  considérée  comme  appliquée  au  point  \(a,  0,  0);  ses  composantes 

P  I'  !•  P  I' 

sont     .,^('1  — x),     — ^^,y.     — ^^.^     et  seâ  moments.  0, '/^^:  et      —o^^g. 
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La  force     F,  =  ^,MB     peut  être  considérée  comme  appliquée  au  point  B(0,  6,  0);  ses  composantes 
P  P  P 

^"^    ~2Â-^"     U^^~y^'    ""2^'    etses  moments, 

p 

La  force     F3  =  ^,.MC    peut  être  considérée  comme  appliquée  au  point  C(0,  0,  c);  ses  compo- 
santes sont    —  2^.^'     ""24^'     âÂ^*^"^)     et  ses  moments,      c^.y,     —  c^.x    et  0. 
Écrivons  d'abord  les  trois  équations  de  moments  : 


P  p 

6  2^.  2,      Oet6^,^. 


7/  p  p 


u- 


pî 

2 


P^ 

2A-" 


Elles  se  réduisent  à  deux,  isavoir  :      -  =  ^  =. 

a      b      c  —  k  ' 


z 


-"l.-^-^*ê-^  =  0- 


ce  sont  les  équations  de  la  droite  qui  joint  Torigine  au  point  de  coordonnées  a,  b,    c  —  k;     on  en 
déduit  les  coordonnées  du  point  M  pour  chacune  des  positions  d'équilibre  (il  y  en  a  deux)  : 

a 


b      c  —  k  yjà'  -\-b^-h{c  —  ky 

Écrivons  maintenant  les  équations  de  projections  : 

X 


P/  X         P  p  n 


"Ik 


^~2â'^"^9^(*-î/)-£.î/  =  «. 


Z  — P  — 


2A' 


et  nous  obtiendrons 


2k' 
P         P 


2A" 


2^^ 


Y  =  ^.(3?/ -6), 


Z  =  P-+-4(3:-c). 


Remarque.  —  Les  trois  forces  Fj,  F^,  F,  auraient  pu  être  remplacées  par  leur  résultante  appliquée 

au  point  M  et  égale  à 

^[(MA)  +  (MB)  +  (MC)]=^.[3(M0)-+-(0A)-h(0B)4-(0C)] 


=  ^.[(M0) 


(OA)  -+-  (OB)  ■+-  (OC)- 


^3 


Soit  S  le  centre  des  moyennes  dislances  des  trois  points  A,  B,  C  :  S  a 
X     pour  coordonnées^»  ^.  ^,  et    (0S)=  ^[(OA) -f- (OB) +  (0C)]. 

La  résultante  des  trois  forces  F,,  F^  et  F^  est  une  force  appliquée 
au  point  M  et  égale  à     —^  [(MO)  -+-  (OS)]  =  -A  (MS). 

^3  -3 

On  est  ramené   aux  conditions  du  paragraphe  précédent  (A  étant  remplacé  par  .^;  donnant  au 

point  S  une  translation     SS'  =  —  r,      parallèle  à  Oz,  on  aura  le  point  S' de  coordonnées     !!»  .'»  '  ~ -: 

les  positions  d'équilibre  seront  fournies  par  l'intersection  de  la  droite  OS'  avec   la  sphère  de  rayon  / 
décrite  de  l'origine  comme  centre. 

Enfin,  la  réaction  R  sera  définie  par  l'équipollence 


(R)4-(P)  +  |^..3(MS)  =  0. 
On  retrouve  ainsi  les  résultats  obtenus  directement. 


P.  !.. 


Solutions  :   MM.  \mbl.vrd  Jean,  lycée  de  Grenoble;  G.  Dblvove;  Emile  Duval,  école  normale   de   Rennes;  Chirol 
Ravmond,  à  Saint-Élienne;  A.  Hltinel,  à  Cannes;  G.  Hkrmellin;  G.  L.vcii,  à  Douai. 
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2419.  —  f^akulcr  rinléyrale  définie 

cosxdx 


r 


0    (3sin*ar-f--4sinx-+-l)  \sinx 
Posons     \^nx=t,     d'où     sinx=/^     el     cosx. dx  =  itdt,     l'intégrale  devient 

r  2ldt  _o  r\        dl 

Le  trinôme     'M'^M^-^i     se  décompose  en     {/*-+- 1)  (3/* -h  1). 
Posons 


2  _     A  B 

3/»-+-4f«-f-i  —  /^  -I- 1  "^  3/-  -h  r 


d'où 


2  =  A(3/-  1    l)4-B(/*-f-l) 
€l  par  suite,     A  =  — 1,     B  =  3.     L'intégrale  demandée  équivaut  à 

/"    3dt     _  r_dt__ 

X    3/2-!    1        Ju    <=4-l* 

La  seconde  a  pour  valeur    (arctgO,'  =  ^:     po^r  calculer  la  première,  nous  poserons     u=zi^d\ 

nous  sommes  ramenés  ci 

/      7 :  =  vUarctgui;  =^JS  =  —  - 

Jo       1-+-U'  3  S  3 

^      La  valeur  de  l'intégrale  est  donc 


Vn3      a) 


1".  L. 


Solutions  de  MM  Vmi.i.uu.  Jean,  Ivcée  .le  Grenoble;  A.  ni>sKK,  AlKer;  Haymond  CiiiitoL.  Sainl-Klicnnc;  C.  Dklvo>k; 
ÉmiieDi  VAL,  école  normale  .le  Rennes;  G.  IIkrmkli.in;  A.  Hitinkl.  a  Cannes;  I).V.  1onks.:o.  faculle  de  Bucarest;  G.  Laou. 
à  Douai-  Georges  Lehov.  école  nationale  d'Arts  et  Métiers  de  Lille;  M.  Houx,  instituteur  au  Creusol. 


2420.  —  /fans  un  problème  de  physique,  l'inronnur  xesl  la  plus  pelitc  racine  de  l'équation 

.■/('-?)  =2-. 

ij,  t  ri  u  vlanl  des  ijuaiitites  positives  données. 

On  demande  de  calculer  cette  racine  en  fonction  des  données,  et  de  ta  développer  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  croissantes  de  t.  Calculer  le  terme  yênérol  de  cette  série,  et 
trouver  !"  rn„,l,tiiin  pour  que  cette  série  soit  convergente. 

Ka  prenant  x^  =  '  <jl'  comme  valeur  approchée  de  x,  trouver  le  signe  de  la  différence  x  —  x„  et 
une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  cette  différence. 

L'équalioii  i»r*tp(»sée  petit  s'écrire  ^ 

X»  _  2 (vt  -h-\x-h  vH*  =  0, 

d'où  l'"!!  .I.-duil,  pour  la  pliispolilo  racine, 

x: 
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Pour  les  valeurs  de  t  inférieures  en  valeur  absolue  à  -^,  on  a 


(l  +  ^0^^1+igg^-^g!|!^.+  ...  +  (-l)-i;3;5...(2n-3)g^^,. 


2.4.6. ..2n 


u" 


et,  par  suite, 


0-1') 


2.'7,V. 


1  +  ^0  =i-+-âf__l-£!i2_^... 


,         ,_,  1.3. 5.  ..(2» -3)  .7" 
y    /  V        1.2u^'^---^^     ^^  1.2.3. ..H         y" 

Gn  en  déduit  le  développement  en  série  de  x  : 


o^^^-ï^f^^+---+(-^) 


„1.3.5...(2n-3)g'-' 
1.2.3...»        V"-- 


Le  terme  général  de  la  série  est 

_  1.3.5. ..(2n-3).7"-^ 

«n  — l      ij  1.2.3...n        y-** 


Le  rapport 


u 


«+i 


w 


n 


=  —      .  -|^  [     a  pour  limite,  quand  n  augmente  indéfiniment,   —\l\  donc 


n  H-  1  u 


Tintervalle  de  convergence  est,  comme  on  devait  s'y  attendre,  l'intervalle  de     — ^     à    -t-s-- 

D'après  l'énoncé,  t  est  supposé  positif;  nous  avons  affaire  à  une  série  alternée;  elle  est  absolument 
convergente  pour     i<â--     Pour     (  =  â-,     le  terme  général  devient 


u 


_,  1.3.5. .■(2»-3)    «_^ 

"~^        >       2.4.6. ..2n.       ■  g  ' 


on  constate  que  la  valeur  absolue  de  m„  va  en  décroissant,  car 
Un  tend  vers  0  quand  n  augmente  indéfiniment,  car 


u 


n+l 


2«— 1 

'2(«^1) 


<  1,     et  que,  de  plus^ 


1    3   5        2n  — 3   J_    u^      j_    '^ 
i"»'~2'4"6  ■■■  2n  — 2'2n"  <;  ^2h'^' 


l„,o 


La  série  est  donc  encore  convergente  pour    t=  ^- 

«7 

Si  l'on  prend,  comme  valeur  approchée  de  x,    Xç,=  ~gt'-,    l'erreur  commise,     x  —  x^,     sera  de 
même  signe  que  le  premier  terme  négligé,  donc  négative,  et  inférieure  en  valeur  absolue  à  ce  terme  : 

ni 

Cela  résulte  de  ce  que,  pour  toute  valeur  de    i^a  >     les  valeurs  absolues  des  termes  vont  en 
décroissant,  puisque 


Mn+I 


_'in  —  ig^%i  —  i       , 
—  n  +  l  u'^2n-H2^ 


P.  L. 


Solutions  :  MM.  Emile  Duval,  école  normale  de  Rennes;  G.  Hermelli.n;  .\.  IIutinki-,  à  Cannes:  G.   L.vch,  à   Douai; 
M.  Roux,  instituteur  au  Creusol. 
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EXAMKNS    ORAUX   (ÉCOLE   CENTRALE,    1920) 


QUESTIONS   POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1920) 
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11054.  —  Contours  apparents  d'un  tore  à  axe  de  front. 

—  055.  —  Point  Ijrillant  d'uQ  tore,  en  projection  horizontale,  pour  une  direction  quelconque  des  rayons  lumineux. 

—  056.  —  Une  spln-re  est  couppf  par  un  {>lan  suivant  un  petit  cercle;  un  cylin<lre  à  jsénératrices  de  front  s'appuie 
■sur  ce  cercle.  Intersection  du  cylindre  avec  la  splu-re;  faire  IVpure. 

—  057.  —  On  donne  une  sphère  et  ileux  cônes  circonscrits  ayant  leurs  sommets  dans  le  plan  de  front  du  centre; 
intersection  de  ces  diiix  ciJnes.  Déduire  de  la  figure,  en  i>rojection  verticale,  un  théorème  de  géométrie  plane. 

—  058.  —  On  donne  un  ellipsoïde  à  axe  vertical  et  un  point  sur  l'axe;  on  considère  le  crtne  circonscrit  à  l'ellipsoide 
ayant  ce  point  pour  sommet.  On  prend  un  autre  point  dans  le  plan  de  front  de  l'axe;  c'est  le  sommet  dun  second  cône 
«irconscril  a  l'ellifisuide.  Intersection  de  ces  deux  cônes. 

—  0B9.  —  On  considère  un  paraboloïde  d'axe  vertical  et  la  sphère  inscrite  le  long  d'un  parallèle  donné,  puis  le 
cylindre  circonscrit  h  cette  sphère,  de  génératrices  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Intersection  du  cylindre  et  du  para- 

4)')loide. 

—  060.  —  Section  [tlane  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical.  Axes  de  la  section;  sommets.  Sommet  du  cône 
circonscrit  à  l>llipsoide  le  long  <lc  la  section. 

—  061.  —  Section  d'un  i>araL>oloïde  a  axe  vertical  par  un  plan  donné  par  ses  traces.  Sommet  du  cône  circonscrit  au 
paraboloïde  le  long  de  la  section. 

—  062.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  rcvolution  à  axe  vertical  et  un  point  (a,  a  )  sur  Taxe.  Axes  de  la  Sf-riiun 
déterminée  dans  la  surface  par  le  pian  mené  par  la  ligne  de  terre  et  le  point  (a,  a). 

—  063.  —  Une  surface  de  révolution  (à  axe  vertical)  est  engendrée  par  une  courbe  située  dans  un  plan  donné  et  se 
î)rojetaril  hori/ontalenu  ni  suivant  un  cercle.  Section  de  cette  surface  par  un  plan. 

—  064.  —  Section,  par  un  plan  vertical,  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front. 

—  06B.  —  Intersection  d'un  plan  quelconque  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  de  front. 

—  066.  —  Une  (ourbc  (|Uflconque  (C,  C)  engendre  en  tournant  autour  d'un  axe  de  front  (A,  A)  une  surface  de 
révolution.  Mener  d'un  point  (s,  s')  le  cône  circonscrit  a  celte  surface.  Trace  sur  le  |>lan  horizontal. 

—  067.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical;  on  déHnit  le  pian  tangent  en  un  |ioint  (a,  a')  de  sa  surface  par  une 
liori/.onlale  et  une  frontale.  Section  du  tore  par  ce  j'iin;  point  courant  et  tangente,  points  sur  le  contour  apparent 
Jiori/ontal  :  (loints  situes  dans  le  plan  <le  pr^dil  de  l'axe;  (>oinls  pour  lesquels  la  tangente  passe  }>ar  (a,  a');  point  double. 

068.  —  Section  d'un  tore  a  axe  vertical  par  un  plan  donné  par  ses  traces. 

—  069.  —  Intersection  d'une  droite  avec  un  ellipsoïde  de  révolution  .1  axe  vertical. 

070.  —  Intersection  d'un  tore  il  axe  vertical  avec  une  droite  donni-e  par  ses  projections. 

—  071.  —  On  donne  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet,  les  axes  étant  quelconques.  Trouver  leur  inter- 
section. 

—  072.  —  On  donne  dans  un  même  plan  de  front  Us  axes  (sa,  s«')el  (/t.  tb)  de  deux  cônes  de  révolution  de  «om- 
incts  (.«,  s),  (t,  l)  et  d'angles  donnés.  Contours  apparents  et  intersection. 

-  073.  —  Un  ellifisoïde  aplati  a  son  axe  vertical;  un  cône  de  révolution  a  son  axe  dans  le  plan  de  front  qui  contient 
J'axe  de  l'ellipsoïde.  Intersection;  sphères  limites  et  tangentes  aux  points  limites. 

—  074.  --  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cône  de  révolution,  dont  l'axe  (quelconque) 

rencontre  l'axe  en  (ut,  w').  Intersection  des  deux  surface^. 

—  075.  —  On  considère  un  ellipsoïde  «le  révolution  apliii  a 
axe  vertical;  un  cône  de  révolution  de  sommet  (.<.  x')  est  délini  par 
(cb,  et»')  et  (rf.T,  d't  )  qui  sont  les  deux  génératrices  de  contour 
apparent  vertical.  Intersections  des  deux  surfaces. 

—  076.  —  Même  question  en  prenant  pour  contour  appirent 
vertical  du  cône  les  droites  n'd*  et  b's  . 

—  077.  —  On  donne  les  projections  d'une  sphère;  soit  (*,  s') 
le   point   le  plus  haut.  On   mène   par  ce  point  une  parallèle  à  la 

lign<!  de  terre.  C'est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  on  donne  l'angle  au  sommet  et  qui  a  (s,  »')  pour  sommet.  Inter- 
section des  deux  surfaces. 

—  078.  -   Une  surface  de  révolution  a  axe  vcriiial  a  pour,  méridienne  une  courbe  donnée.  Intersection  avec  une 

sphère  donnée. 

—  079.  —  Intersection  d'un  tore  d'axe  vertical  avec  une  sphère. 

—  080  --  «»n  donne  un  tore  d'axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  dont  le  contour 
apparent  vertical  est  ajj,  cy  (1rs  généralricei»  sont  de  front).  Inlersrctinn,  point  cl  tangente, 
points  reni.nrquables. 

—  081.  —  On  donne  ileiix  droites  qnelconquis  cl  deux  punis  «le  inèn^e  «  ni.  «ur  <  «  •• 
deux  droites:  les  «leux  droiie>  sont  deux  génératrices  de  nii'me  système  d'un  hyperlKjloidc 
de   révolution.    Construire   l'axe  de  cet   hyperboloide.   sachant  que  les   deux  point»  «ppar- 

lienneiil  ,i  un  même  parallèle. 
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11082.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  déterminé  par  son  cône  asymptote  et  les  deux 
projections  d'un  point  de  la  surface.  Construire  le  plan  tangent  en  ce  point, 

—  083.  —  Soient  deux  droites  de  front;  contours  apparents  de  Ihyperboloïde  engendré  par  l'une  de  ces  droite^  en 
•tournant  autour  de  l'autre. 

—  084.  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  par  son  axe,  vertical,  et  une  génératrice  (D,  D  ).  Mener  par 
<D,  D')  un  plan  P  coupant  la  surface  suivant  une  seconde  génératrice  (A,  A')  faisant  avec  (D,  D')  un  angle  donné. 

—  085.  —  Mêmes  données.  Mener  par  (D,  D)  un  plan  P  coupant  la  surface  suivant  une  seconde  génératrice  perpen- 
diculaire à  (D,  D'). 

—  086.  —  Plans  tangents  coupant  un  hyperboloide  de  révolution,  donné  par  son  axe  vertical  {oz,  o'z)  et  une  géné- 
ratrice de  front  (A,  A),  suivant  des  droites  formant  un  angle  donné.  Enveloppe  de  ces  plans.  Quand  on  en  a  un,  comment 
obtenir  les  autres? 

—  087.  —  Mener,  à  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  (d'axe  vertic^ai),  un  plan  langent  parallèle  à  une 
droite  donnée,  tel  que  le  point  de  contact  soit  dans  le  plan  de  profil  qui  contient  l'axe. 

—  088.  —  Mener,  à  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  (d'axe  vertical),  les  plans  tangents  parallèles  au 
.second  plan  bissecteur. 

—  089.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  quelconque  (A,  A'); 
«lener  par  cette  génératrice  un  plan  tangent  faisant  un  angle  a  avec  un  plan  donné. 

—  090.  —  Une  surface  gauche  de    révolution  à  axe  vertical  est  donnée  par  une  génératrice  quelconque  (D,  D) 
intersection  avec  le  plan  mené  par  (D,  D)  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

—  091.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  avec  une  droite.  DilTérents  cas. 

—  092.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  avec  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre 
■<ei  un  point. 

—  093.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  quelconque;  centre  de  la  surface  engendrée  par  la  rotation  de  la 
^seconde  droite  autour  de  la  première.  Section  par  le  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  et  le  centre  ainsi  trouvé. 

—  094.  —  Un  hyperboloide  de  révolution,  à  axe  de  front,  est  défini  par  une  génératrice  de  front;  contour*  appa- 
rents; section  par  un  plan  de  bout. 

—  095.  —  Un  hyperboloide  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  défini  par  une  génératrice  de  fronU 
Section  par  un  plan  quelconque. 

—  096.  —  On  donne  une  droite  verticale  et  une  droite  quelconque;  celte  droite  en  tournant  autour  de  la  première 
-engendre  un  hyperboloide.  Faire  passer  par  la  génératrice  donnée  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde,  faisant  un  angle 
-donné  avec  le  plan  horizontal;  point  de  contact.  Comment  trouver  les  normales  à  l'hyperboloïde  qui  sont  dans  ce  pi  in? 

—  097.  —  Section  d'une  surface  gauche  de  révolution  par  un  plan  de  bout;  points  de  la  section  où  la  normale  à 
3'hyperboloide  est  située  dans  le  plan  de  section  donné. 

—  098  —  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe,  à  axe  vertical,  et  un  plan  qui  le  coupe  suivant  une 
•ellipse;  normale  à  la  surface  contenue  dans  ce  plan. 

— ^099.  —  On  considère  un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe,  à  axe  vertical  et  un  point  sur  l'axe.  .Mener  de 
«ce  point  une  normale  à  l'hyperboloïde  rencontrant  une  droite  donnée.  On  considère  une  de  ces  normales;  trouver  le 
^second  point  d'intersection. 

—  100.  —  Mener  par  un  point  des  plans  tangents  à  un  hyperboloide  de  révolution  défini  par  son  axe  (vertical)  et 
qine    génératrice  (quelconque),  avec  point  de  contact  sur  une  génératrice  donnée,  sur  un  parallèle  donné  ou  sur  uu 

méridi  en  donné.  Contours  apparents  du  cône  de  sommet  (s,  s')  circonscrit  à  l'hyperboloïde.  Trace  de  ce  cône  sur  le  plan 
•du  cercle  de  gorge. 

—  101.  —  Une  droite  (D,  D')  tourne  autour  d'un  axe  (Z,  Z).  Courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface 
«engendrée,  dont  le  sommet  est  en  un  point  donné. 

—  102.  —  Un  hyperboloide  de  révolution  à  une  nappe  est  donné  par  son  axe,  vertical,  et  une  génératrice  quçl- 
-conque.  Il  est  éclairé  par  des  rayons  lumineux  de  front.  Trouver  lonibre. 

—  103.  —  On  donne  une  verticale  et  une  droite  (D,  D');  cette  droite,  en  tournant  autour  de  la  verticale,  engendre 
un  hyperboloide  qui  est  éclairé  par  un  point  lumineux  donné  (s,  x').  Trouver  un  point  de  la  courbe  d'ombre  propre  et 
■sa  tangente.  Points  à  l'infini. 

—  104.  —  On  considère  un  hyperboloide  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  génératrice  quelconque  (G,  G),  puis 
le  cône  circonscrit  de  sommet  (s,  s).  Intersection  des  deux  surfaces;  trouver  le  plan  de  la  section:  trouver  le  point  de  la 
-courbe  d'intersection  situé  sur  la  génératrice  (G,  G);  tangente  en  ce  point;  trouver  le  point  de  la  courbe  situé  dans  le 
plan  de  profil  de  l'axe. 

—  105.  —  On  donne  deux  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  nappe;  les  couper  par  un  plan  passant  par  un  point 
•donné  et  tel  que  les  angles  des  asymptotes  des  deux  coniques  d'intersection  soient  égaux. 

—  106.  —  On  donne  un  cylindre  par  la  direction  de  ses  génératrices  et  par  sa  base,  qui  est  une  ellipse  dans  le  plan 
horizontal.  On  donne  un  hyperboloide  de  révolution  par  son  axe,  vertical,  et  une  génératrice  quelconque.  Intersection. 

_  107.  —  Un  hyperboloide  de  révolution  est  donné  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice.  Intersection  avec  une 
•sphère  donnée;  point  et  tangente. 

—  108.  —  L'horizontale  (D,  U')  tourne  autour  de  l'axe  horizontal  (wo.  lo'a');  elle  engendre  un  premier  hyperboloide: 
la  frontale  (A,  A')  tourne  autour  de  l'axe  de  front  (w  6,  w'i);  elle  engendre  un  second  hyperboloide.  Trouver  un  point 
de  l'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 
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11109.  —  Asymptotes  de  l'intersection  de  deux  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  nappe. 

—  110.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  défini  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice. 
Inscrire  dans  la  surface  une  sphère  de  rayon  clonné. 

—  111.  —  On  donne  un  quadrilatère  gauche»,  un  hyperboloïde  passe  par  les  quatre  côtés  de  ce  quadrilatère.  Quel, 
est  le  lieu  des  centres? 

—  112.  —  Surface  engendrée  par  une  droite  A  qui  s'appuie  sur  trois  droites  données  non  deux  à  deux  dans  un 
même  plan.  Flan  polaire  d'un  point  {s,  s)  par  rapport  à  cette  surface. 

—  113.  —  Deux  droites  A  et  B,  qui  ne  se  renconlnnl  pas,  sont  deux  génératrices  d'un  même  hyperboloïde  de 
révolution;  lieu  des  centres  de  ces  hyperboloïdes. 

—  114.  —  Plan  tangent  en  un  point  à  un  paraboloide  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal.  ., 

—  IIB.  —  In  paraboloïde  hyperbolique  est  déterminé  par  une  verticale  el  une  droite  de  bout;  le  plan  directeur  de 
l'autre  système  est  le  premier  bissecteur.  Construire  une  j.'onératrice  quelconque  de  ce  système  et  le  plan  tangent  en 
un  point. 

—  116.  —  On  donne  rleux  droites  quelconques  par  leurs  projections  et  on  considère  le  paraboloïde  qui  passe  pa  r 
ces  deux  droites  et  a  un  plan  directeur  horizontal.  Axe,  sommet,  plans  principaux:  contour  apparent  horizontal;  con- 
struire une  parabole  connaissant  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact. 

—  117.  —  Trouver,  sur  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal,  une  génératrice  qui  fasse,  avec 
une  gf-nératrice  donnée  du  système  horizontal,  un  angle  donné. 

—  118.  —  On  a  un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  dont  une  génératrice  («le  l'autre  système) 
e-.t  unt;  droite  de  front.  "Trouver  les  génératrice-  de  la  surface  qui  font  un  angle  donné  aver  la  génératrice  de  front. 

—  119.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  a  plan  directeur  horizontal.  Trouver  un  point  de  l.i  génératrice 
horizontale  (H,  H)  tel  que  la  8econ<le  génératrice  qui  passe  par  ce  point  soit  perpendiculaire  à  (H,  H). 

—  120.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  une  <lroite  quelconque,  une  frontale  et  le  plan  horizontal 
comme  plan  rlirectcur.  Trouver  sur  une  génératrice  un  point  tel  que  le  plan  tangent  en  i-^  p  >iiit  coup^  1.-  paraboloïde 
suivant  deux  génératrices  rectangulaires. 

—  121.  —  Lieu  des  pieds  des  peri)endiculaires  abai-^M-es  d'un  point  sur  li-s  génératrices  horizontales  d'un  parabo- 
loïde li\  perboli(jue  défini  par  un  plan  directeur  horizontal  el  deux  génératrices  dont  l'une  C'^l  vi^riii- ili-.  Cinslrairi'  un 
|>oint  du  lieu  et  la  tangente  en  ce  point. 

—  122.  —  Cylindre  à  génératrices  de  front  circonscrit  a  un  paraboloïde  hyperbolique,  à  plan  directeur  horizoalal. 
Courbe  de  contact. 

—  123.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  déterminé  par  deux  droites  et  le  plan  horizontal  comme  plan  direrteur. 
Ombres  de  ce  paraboloïde,  la  direction  des  rayons  lumineux  étant  de  front. 

—  124.  — 'Un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  direi-tfur  horizontal  est  défini  par  ileux  i^'iMi'T.ttri.-f-  c|,)iu  Ifs  pro- 
jections verticales  sont  parallèles.  Coiirlx;  de  contact  avec  un  cylindre  circonscrit  dont  les  Kéncnliic -s  >;ont  parallèles 
à  une  direction  donnée  (i,  6). 

—  125.  —  Section  par  un  plan  l'aij    d'un  paraboloïde  hyperbolique  k  plan  directeur  hori/.onlil,  d<  lini   par  d'-ux 
généralrites,  l'une  verticale,  l'autre  de  front;  ou  par  diux  génératrices,   l'une  quelconque  et  l'autre  verlicalo;  ou    par 
deux  génératrices  quelconques.  Nature  <le  la  section,  asymptotes,  axes,  point  courant  et  sa  tangente. 

-  126.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  délini  par  deux  droites  et  un  plan  directeur  horizontal.  >ection  par  un 
plan  de  bout;  point  courant  et  sa  tangente,  asymptotes. 

—  127.  —  Section  par  un  plan  quelconque  d'un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  une  génératrice  verticale,  une 
généralriei-  quelconque  et  un  plan  directeur  parallèle  au  second  bissecteui'. 

—  128.  -  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  deux  droites  el  un  plan  directeur  horizontal.  Déterminer 
l'axe  ilii  paraboloïde.  Section  faite  dans  le  paraboloïde  par  le  plan  vertical  mené  par  l'axe.  Construire  un  point  de  la 
secticui  et  la  tangente  en  ce  point;  sommet  de  la  parabole,  .Munie  problème  pour  la  section  par  un  plan  vertical  dont  la 
trace  sur  le  plan  horizontal  est  parallèle  à  la  projection  horizontale  de  l'axe. 

—  129.  —  On  donne  un  paraboloïde  hy|terbolique  (défini  par  deux  droites  el  un  plan  directeur  horizontal)  el  un 
point  (/».  f>).  Faire  passer  par  ce  point  un  plan  vertical  coupant  la  surface  suivant  une  parabole.  Trouver  le  sommet  de 
cette  jiarabole;  point  et  tangente. 

130.  ~  .Mener  par  une  droite  un  plan  i]ui  coupe  un  paraboloïde  hyperbolique  suivant  une  hyperbole  équilatère. 

—  131.  —  Construire  une  horizontale  qui  rencontre  deux  droites  données  sous  des  angles  égaux. 

—  132.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  avec  une  droite  verticale. 

—  133.  —  Un  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal;  inter- 
section avec  un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 

-  134.  —  On  donne  un  paraboloïde  hy|ierbolique  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal.  Un  c'me 

<  pour  sommet  un  point  (»,  .<)  sur  l'une  des  génératrices  données,  et  pour  base  un   cercle  dans  le  plan  horizontal. 
Intersection  îles  deux  surfaces.  (Fin.) 
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Limite  quand  7i  augmente  indéfiniment.    .    .    .     213 

2250  Combien  de  termes  doit-on  prendre  dans  la  série 

1 
qui  a  pour  terme  général  —  si  l'on  veut  calcu- 
ler la  valeur  de  la  série  à  0,0001   près.    .     273,  372 

2295  Calcul  du  nombre  de  termes  non  nuls  d'un  déter- 

minant où  il  y  a  des  éléments  nuls 32't 

2398  A)  Soient  i/o  cL  y,  les  valeurs  que  prend 

1  -t-  ix 

^  ~  1  +  2  tgA  +  ix(l  ■+-  i  tgB) 

pour    Xq  =  0    et    a'i  =  oo  .    Calculer  le  module 

et  l'argument   de  ^^ ^'*- 

.'/  —  ?/i 
B)  Identités  trigonomélriqucs 547 

I       1 
2223  Etude  de  la  fonction    j-'L-  +  --    Aire 187 

X         X 

2237  Etude  de  la  fonction  y  =  ^  ^  '^ —  .  Rela- 
tion entre  »/(")  et  ^'"-i).  Calcul  de  yC").  Varia- 
tions; aire 240 

2252  Variations  de  la  fonction    x'^ie^  —  1  —  :,  )  •   •    ■     -"^ 

2296  Étudier  les  variations  de  la  foncliqj]    y  == — —-r-, 

sachant  que    sin  w  =  \y^x  +  60  (^  "^  '"  "^  f  )' 
Déterminer  a  de  façon  que    x-y  —  ax    ait  une 

limite  pour  x  infini 325 

2363  Étude  des  fonctions    x^-h  {i -\- x)  —  x, 

V- 

LH-hx)  —  x-i-'Y  1        ,>  . 

p ^'  -^4*  +  y---^2-  •  •  ^"-^ 

2367  Variations  de  la  fonction    — ,    ''"  "*"     — - .  Calcul 

X  \/x-  —  ix  -f-  2 

d'un  volume ■"'-♦ 

2368  Déterminer    une    série    entière    dont    la   soniino 

vérifie  l'équation  dillérentielle    y"  —  ax-y.   .    .     525 

2394  Étude  des  fonctions    y  =  {x -+- a)h  ^_^~^.    Déve- 
loppement   en    série    de     jZTâ     '^"^^'^"^    '^^ 
puissances  de  x  uu  de   -.  Forme  des  courbes 
correspondantes.  Aires.  Primitive  de 
/■(x)L^^-|,    f{x)    étant  un  polynôme  .    ...     561 


Numéros 
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2420  Développer    en    série    entière    par    rapport  aux 
puissances    de    l    la   plus   petite   racine  x  de 

l'équation     (jU \   ^  2x.    Calculer  le  terme 

général  de  la  série  et  trouver  la  condition  pour 
que  la  série  soit  convurgenle 580 

2191  Exercice  sur  un  tore  circonscrit  à  une  sphère.   .      29 

2152  Condition  pour  que  les  racines  de 

X*  -H  Atî  -f-  B.r2  -H  Cx  -f-  D  =  0 

satisfassent  à  la  condition    x,  -4-  x,  =:  Xj  -+-  x^.       43 
2219  Si    a  >  6,    l'équation 

{x"-  —  k"-)  [ax  -\-  k  Vôa"^^^)-  —  l^x^  =  0 
n'a  jamais  que  deux  racines  réelles 140 

2161  Calculer      Ç  (xî  —  a-^)  J^-^dx  {a<à) .   ...       17 

2222  Calculer      /        .ff,,-^^^    ^^ 

r*  x2 -f- 3x -H  3       ,    .        ,  .„_ 

/•'=         rfx 
2251  Calculer       /'(:)=   /     ■  -  ,  ^^  "-l-       Développer 

suivant  les  puissances  croissantes  de  :  ...    .     27 i 

2266  Étude  de  l'intégrale     i/ =    /     e"'*  sin  ar/a. 

CalculiT     —'   ,—  -^.  Calculer  '-r  ,    en  posant 

.•a 

X  =   /     c""«cosa'/a.      Equation    difTérenlielle 

entre  ^^  y,  jj. ^^* 

2347  Condition    pour  que   l'intégrale   d'une    fonction 

rationnelle  soit  rationnelle 480 

2il9  Calculer  l'intégrale 

/"' <^osx>/x ^^ ..^Q 

J {)  (3  sin2x -4- 4  sinx-H  1)  \sinx 
2l9i  Moment  d'inertie  de  l'aire  dt>la  courbe 

p  =  2rt(l -+- coso>)  par  rapport  au  pi'ile.  "- 

2217  Intégrer  les  équations  dilTérenliellcs 

,y-l_y'-,-y.v  =  o,   y-t-y'-t-.'/"— 1/ "'  —  !/"  — y"  =  0.      s3 
2221  Intégrer 

''■V  _  (i^'V  ^  ny  ^  e^(sin  v'2x  ■+■ ..»  -h  1). 
dx^         itx 

Courbe   intégrale  qui   passe  par  0  et  est  tan- 


u86 


TABLE     DES     MATll^HES 


Numéros 
des  questions.  Pa^'os. 

gente  en  ce  point  à  la  bissectrice    v  — x  =  0. 

Aire **i 

2162  Intégrer  j y' -t- 1/ =  2x  h- 2 —     .  Lieu  des  minima 

(les  courbes  intégrales 03 

2236  Ilamener  l'équation  dilTérenlielle 


fWy" 


^^'  +  y-*-r/(x)  =  o 


à  une  équalion  linéaire  à  coefficients  constants. 
Ktude  d'un  cas  particulier  :  /■(r)  =  4x,  g{x)=0.    238 


TRIGONOMÉTRIE 

2276  Sur  le  côté  AC  d'un  triangle  ABC  on  construit 
en  dehors  du  triangle  un  triangle  ACD  tel  que 
Cl)  soit  periiendicuiairc  à  UCetrgal  à  BC.  Varia- 
tion de  Al)  quand  A  varie,  6  et  c  restant  lises. 
Déterminer  A  de  faron  que     AD  =  m 203 

2320  Par  un  point  A  de  la  bissectrice  d'un  angle  on 
mène  une  sécante  rencontrant  les  côtés  de 
l'angle  en  M  et  C.  Variation  de  ÂTl* -f- ÀiC*. 
Détermimr  la  sécante  de  façon  que 

ÂB^  "*■  ÂCî  =  Tfï •'■"' 

2310  Triangl.i  isocèle  ABC  (AC  =  BC),  A  =  B  =  2x; 
on  lionne  la  longueur  /  de  la  bissectrice  Al)  et 
U[i.\){'.=  m-.     Calculer  COSJ-.  Discuter   ....      iOS 

23i3  Dans  un  parallélogramme  A  BCD  on  don  ne  l'angle  A, 

le  périmètre  2/»  et    le  rapport   des  diagonales 

AG 

j— -  ==  Ar.    Calculer  les  côtés,  la  surface,  le  sinus 

de  l'angle  des  diagonales Lis 

235'J  ABC  triangle  .••quilaléral.Dpoinl  de  BC,  ÂDB  =  x. 
Calculer  en  f<mction  de  x  les  distances  de  A 
aux  centres  des  cercles  inscrits  aux  triangles 
ADB,  ADC,  puis  étudier  les  variations  de  la 
somme  et  <lu  produit  de  «es  longueurs.  Déier- 
niincr  x  <le  façon  que  la  somme  des  rayons  des 
cercles  inscrits  égale  une  longueur   donnée   k.     »"'J 


CALCUL  NUMÉRIQUE 

2196  Calculer   avec    trois    décimales    les    racines  de 

2 


l'équation     log  j- 


18.r 


4-  0,63'i36  =  0  . 


2246  A  et  B  points  de  l'hyperbole    xij=l,    xOA  =  -. 

o 

f/OB  =  ^.    Calculer  l'aire  du  triangle  mixiiligne 

OAB,  du  segment  limité  par  AB  et  l'arc  AB,  la 

longueur  de  la  r.orde  AB 

2271  Cainder  au  moyen  de  la  règle  h  calcul  les  onze 
premiers  termes  de  la  série 


231 


(20/j  -+-  2U5)  v20«-h  32 
et   les   |i|iis   petits  angles   positifs  ayant    pour 
langcnti's  Ips  on/c  premiers  termes  (le  In  série 


Un  = 


V   ..... 

22:1"!  F'xerrieiH  sur  l'équalion 

J»  -»-  4j-i  _  fla«  —  4r  -4-  1  =0. 
Calcul  <*'une  racine.  . 


265 


2Hi 
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2282  Triangle  isocèle  de  côtés  a,  a,  b;  angle  au  som- 
met 01  grades.  Calculer 

A  =  1 ^(r  =  «06.5  —  0.695  6) 

pour  les  valeurs  de  x  :  10*,  15*.  20»;    2p  =  20".     311 
2289  Déterminer  a  pour  que  l'équation 

xî  -+-  6 a-*  —  (a  —  12)  X  —  (2a  —  sin a  —  8)  =  0 
ail  une  racine  double.   .    .  360 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX   DIMENSIONS 


2212 


2215 
2220 


2227 


22.")'J 


2274 


M.  point  d  un  cercle  de  centre  0,  MP  perpendicu- 
laire sur  un  diamètre  lixe  AB,  N  milieu  de  OM. 
Les  lieux  des  centres  de  gravité  G.  G'  des 
triangles  OMP,  GNP  sont  des  ellipses.  La 
médiane  issue  de  M  est  normale  À  l'ellipse  lieu 
de  G.  Lieu  du  point  de  concours  des  normales 

à  ces  ellipses  en  G  et  G' 

1         1        1 

Rendre  rationnelle  l'équation  x^-i-  y^:=a^.  Con- 
struire la  courbe 

La  tangente  en  un  point  B  du  cercle 

X»  H-  y«  —  K»  =  0 
rencontre    en    M    la   droite    x=R    et   en     N 
l'axe  Oy.  Lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  O.M.N. 
Enveloppe  de  la   hauteur  issue   <le  N.  Calcul 
d'une  aire 

Exercices  dirers  sur  des  droites  formant  des 
triangles  isocèles.  Lieux,  enveloppes.  Calcul 
d'une  aire  et   d'un  volume 

Construire  la  courbe 

X*  =  l -4- a  cos/,        »/- =  I -+- «  sin/. 

Tangentes  parallèles  aux  axes 
Construire  la  courbe 


<J4 


l'-.7 


<»  -t-  3/  —  2 
2{/«  — 3/-J-2)' 


2288  Lieu  d'un  centre  de  gravité;  variations  d'une  aire. 
2308  Étant  donnée  la  courbe 

y' (m -4-  1)*  —  w(m  -+-  l)»y*x—  m>(wi  -4-  l)*flx> 

H-2(i»(m4-«)y=a'. 
m   étant  variable,  enveloppe  de  l'asymptote  el 
lieu  du  point  où  la  courbe  rencontre  l'asymptote. 
2116  Conditions  pour  que  l'équation 

(A  — aO(l  -4-  <»)—  1  =0 

ait   une   racine  double.  Interprétation  géomé- 
trique, a  et  6  étant  les  coordonnées  d'un  point. 

Calcul  d'un  arc 

2350  Cercle  lixe  (<.>),  centre  0,  rayon  R;  A  et  B  points 
fixes  de  Ox.  Un  point  M  décrit  (ci);  on  considère 
le  cercle  (y)  circonscrit  au  triangle  MAB.  Soit 
M'  le  second  point  de  rencontre  de  (m)  el  (y). 
Lieu  du  centre  du  cercle  (■;•  )  orlhogonal  A  (y) 
qui  passe  en  M  et  .M'.  .M  décrivant  ((o),  calculer 

D 

la   valeur    moyenne   de       ,   p   étant    le   rayon 

de  (y) 
2341  Cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,  A  point  île  ce 
cercle  (  -  B,  0),  M'  point  variable  du  cercle, 
B  projeclion  de  M  sur  O;/.  Lieu  ilu  point  de 
rencontre  de  AB  et  de  la  parallèle  a  (ly  menée 
par  M.  Tangentes.'»  le  lieu  pirall.les  thx  axes 
et  pasiiant  |>ar  A  . 


189 
214 

2.'.l 

260 
358 


40  i 


423 


416 


453 
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2393  Étude    des  courbes  (c),     >j  =z  x^"- ~ '^^l, ,    a  fixe, 

[jL   variable.    On   fait   correspondre   à    chaque 

1 
courbe   (c),    la    conique     -  z=px  -{-q    qui  n'a 

aucun  point  commun  à  distante  finie  avec  (c). 
Lieux  des  foyers  et  sommets  de  ces  coniques. 
Transformation  homographique  des  courbes  (c).     493 

2370  Cercles  passant  par  un  point  fixe  et  coupant  une 
droite  donnée  sous  un  angle  constant.  Lieu 
des  centres;  enveloppe .574 

2417  Tracer  la  courbe  p  =  ay/sin-ifj.  Tangentes  rernar- 
quables.  Enveloppe  de  la  droite  menée  par  un 
point  M  de  cette  courbe  perpendiculairement 
à  OM.    .-^  -. 573 

2144  p  étant  le  rayon  de  courbure  et  a  l'angle  de  la 
tangente  avec  Ox,  déterminer  les  courbes  telles 
que     pcosa=^,     pcos2a  =  /i;,      pcos'^a^A, 

-^  =  k 19 

cosa 

2153  Courbe  (C)  dans  laquelle  x  =  a(i— cosa),  a  angle 

de  la  tangente  avec  Ox.  Démontrer  ^— ^^in^a 

da.       cosa 
Construire  la  courbe  ;  rayon  de  courbure,  centre 
de  courbure,  arc 21 

2214  La  normale  en  M  à  une  courbe  G  rencontre  Ox 
en  N,  et  sur  la  tangente  en  M  on  porte  MP  =  MN. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  lieu  de  P 
soit  une  droite  donnée  A.  Cas  particulier 
(Ox,  A)  =  45° 61 

2218  Une  droite  variable  passant  par  le  centre  d'un 
cercle  fixe  rencontre  celui-ci  au  point  A  et  la 
courbe  C  au  point  M.  Déterminer  G  de  façon 
que  la  tangente  au  cercle  au  point  A  et  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  C  se  coupent  sur  une 
droite  donnée  A 87 

2216  Déterminer  la  fonction  p  de  9  de  manière  que  la 

droite  x  cos -^ -\- y  s\n  ^  —  p  =  0  enveloppe  une 

MN 
courbe  telle   que   l'on   ait     r=r  =  l— n,     MN 

•     PO 

étant  la  normale  limitée  à  Ox,  P  la  projection 

de  0  sur  la  tangente  en  M.  Pour  une  certaine 

valeur  de  n,  le  rayon  de  courbure  est  fonction 

linéaire  de  p 145 

2238  Déterminer  une  courbe  telle  que  l'aire  limitée 
par  Ox,  Oy,  la  courbe  C  et  l'ordonnée  MP,  soil 
égale  à  l'aire  du  triangle  formé  par  MP,  Ox  et 
la  tangente  en  M.  Le  rapport  des  moments 
d'inertie  de  ces  deux  aires  par  rapport  à  Oy 
est  le  même  pour  tout  point  M  d'une  courbe  C.    161 

2242  Déterminer  une  courbe  G  telle  que  si  l'on  porte 
sur  l'ordonnée  PM  la  longueur  MQ  égale  à  une 
fonction  l'{x),  la  tangente  en  M  soit  parallèle 
à  OQ.  Cas  particulier    f(x)=:a,    f(x)  =  ax.    .     182 

2233  Déterminer  une  courbe  C  telle  que 
N  — R  =  4acos2  0, 

N  normale  limitée  à  0.r,  R  rayon  de  courbure, 
6  angle  de  la  tangente  avec  0.r.  Quelle  courbe 
faut-il  faire  rouler  sur  Ox  pour  qu'un  de  ses 
points  décrive  C? 203 

2154  D'un  point  M  de  la  normale  en  A  à  une  parabole 

on  mène  les  deux  autres  normales  MB  et  MC. 

Exercices  sur  le  triangle  A'B'C  formé  par  les 

tangentes  en  A,  B,  C 44 

2142  Enveloppe  de  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu 

du  rayon  de  courbure  d'une  parabole 60 

2195  Exercices  sur  une  parabole   y^  —  ■2px  =  0   et  sur 

une  hyperbole  équilatère  rencontrant  la  para- 


Numéros 
des  questions.                                                                                     Pafres. 
bole  en  trois  points  0,  M,  P  et  ayant  Ox,  Oy 
comme  directions  asymploliques 73 

2229  Déterminer   sur    une    hyperbole    équilatère    un 

point  M  tel  qu'il  existe  un  cercle  C  tangent 
en  M  à  la  courbe,  passant  par  le  centre  de 
l'hyperbole  et  par  un  point  donné  A  de  l'hyper- 
bole. Enveloppe  du  cercle  C.  Exercices  ....     109 

2230  Exercices  sur  une  ellipse 131 

2211  Exercices   sur  une  parabole.   Lieu  du   point  de 

Frégier m 

2224  La  polaire  d'un  point  M  par  rapport  à  Icllipse 

J,-2        yi 

^  -f-  P  —  l  =  0    rencontre  les  axes  en  P  et  Q, 

et  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  PQ  en 
P'  et  Q'.  Enveloppes  de  PQ  et  P'Q'  si  M  décrit 
la  conique    y^  =  2px  -\-  q 168 

2231  Soient  P  et  Q  les  projections  d'un  point  M  d'une 

ellipse  sur  les  axes.  Enveloppe  de  l'hyperbole 
équilatère  ayant  pour  centre  P  (ou  Q),  et  M 
pour  un  des  sommets  réels.  Lieu  du  second 
point  do  rencontre  des  deux  hyperboles  qui 
passent  par  M.  Enveloppe  de  l'hyperbole  équi- 
latère ayant  son  centre  en  M  et  son  sommet 
réel  en  P  (ou  0) 191 

2243  Exercices  sur  deux  paraboles  dont  les  axes  sont 
rectangulaires.  Angles  des  tangentes  communes 
avec  une  direction  fixe.  Cas  où  les  tangentes 
communes  sont  con'fondues 223 

2241  Le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  normales 
rectangulaires  à  une  ellipse  et  le  lieu  du  point 
de  concours  des  normales  aux  extrémités  de 
deux  rayons  vecteurs  centraux  et  rectangu- 
laires sont  deux  courbes  fi-rmées  qui  ont  la 
même  aire 242 

2258  Étude  de  la  correspondance  entre  les  points 
m (:  =  x-f- .»/«),  M(Z^X  +  Yi),  définie  par 
=2  H-  Z2  =  1.  Le  point  m  décrivant  une  courbe 
(c),  le  point  .M  décrit  une  courbe  (C) 249 

2240  Coniques  qui  ont  un  foyer  donné,  une  excentri- 
cité donnée  et  dont  la  directrice  passe  par  un 
point  fixe.  Les  asymptotes  passent  par  des 
points  lixes 286 

2267  Paraboles  ayant  pour  sommet  commun  l'origine 
et  pour  foyers  un  point  F  sur  Ox  et  un  point  F' 
sur  Oy.  Lieu  des  sommets  d'un  angle  droit 
dont  les  côtés  sont  tangents  l'un  à  une  para- 
bole, l'autre  à  l'autre 312 

2302  Exercices  sur  deux  ellipses  (ou  hyperboles)  homo- 

thétiques  et  concentriques.  Calcul  des  aires  de 
deux  triangles 347 

2303  AoA,A.^  . . .  A,.  . . .,      ligne    brisée    inscrite    dans 

l'hyperbole  xy  =  \,  les  côtés  tangents  à 
xy  =  ).-;  Aq  est  au  point  (1,1).  Calculer  les 
coordonnées  du  point  A»,  et  la  longueur  In  ilu 

côté  An-iA.i.  Étude  de  la  série  S;- 350 

(11 

2324  Coniques  tangentes  à  Ox  au  point  0  et  ayant 
pour  directrice  une  droite  dinnée.  Lieu  des 
foyers 383 

2215  Une  tangente  variable  à  um^  ellipse  roncnnlre  les 
tangentes  aux  sommets  du  grand  axe  en  II,  H' 
et  les  tangentes  aux  sommets  du  petit  axe  en 
K.  K'.  Élude  des  cercles  qui  ont  pour  diamètres 
HH'  et  KK'.  Lieu  de  leurs  poitits  de  ri-nconlre 
D,  D".  Lieu  du  point  1'  qui  divise  DD'  dans  le 
rapport  m.  Enveloppe  des  courbes  trouvées.   .     420 

2355  Le  pôle  normal  d'une  corde  focale  d'une  ellipse 
est  situé  sur  la  parallèle  nu  grand  axe  menée 
par  le  milieu  de  celle  corde 465 


588 
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2354  Lorsque  deux  coniques  l'une  fixe,  inscrite  dans 
un  triangle,  l'autre  variable,  circonscrite  au 
même  triangle  sont  tangentes  en  M,  la  corde 
commune  associée  à  la  tangente  en  M  passe 
par  un  point  fixe »''6 

23T2  M  point  variable  «l'une  ellipse  de  foyers  F  et  F  . 
Lieu  de  l'orthocentre  du  triangle  M  FF'.  Lieu 
ilu  point  (le  rencontre  du  cercle  MFF'  avec  la 
Iiarallclc  au  j,'rand  axe  menée  par  le  centre  de 
ce  cercle ^^'"^ 

2373  M  point  d'une  parabole,  C  centre  de  courbure, 
I'  point  de  Frégier.  Lieux  du  point  H  qui 
forme  avec  M,  C,  P  une  division  harmonique.     ii>9 

2357  A  chaque  point  F  de  la  <lr(>ite  t  —  a  =  0  on 
fait  correspondre  la  parabole  P  ayant  pour 
foyer  F,  pour  a.\e  OF  et  tangente  à  Or.  Lieu 
(Ui  sommet.  Lieu  du  pied  de  la  directrice  sur 
l'axe.  Enveloppe  de  la  directrice 475 

23C4  Le  centre  d'une  hyperbole  écpiilatère  et  le  pAIe 
d'une  corde  AB  sont  conjugués  par  rapport  au 
cercle  de  diamètre  AB -'07 

2397  Exercices  sur  doux  paraboles  dont  l'une  est  tan- 
gente aux  deux  axes  et  l'autre  normale  à  ces 
axes.  Cercle  et  hyperbole  équilatère  passant 
par  les  points  de  rencontre b66 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS 

2141  Étude  de  la  surface  ^(p,  7,  r)  =  0,  celle  condi- 
tion exprimant  que  l'équation 

.;i  -+-  (,x-  +  q.r  -»-  r  =  0 

a  une  racine  égale  au  carré  d'une  autre.    ...         4 
2192  Étude  d'un  conoide  à  direelrice  circulaire.  Ligne 
de  striction  ;  paranutre   di-   dislrii)uliim.  exer- 
cice de  dynamique  et  de  slaticjue 'M 

219'.)  Exercices  sur  la  courbe 

_      t  __J}  _     l* 

^  — r+Tî'     y  — i-H<ï'     -  — i-t-/** 

Projections  sur  les  plans  de  coordonnées.  Qua- 
driqiies  passant  par  la  courbe Il'* 

2207  Étant  «lonné  un  cercle  0,  étudier  les  ilroites  A 
telles  que  leur  trace  sur  un  [>lan  P  qui  leur  est 
per[tendiculaire  soit  foyer  de  la  projection  île 
O  sur  ce  plan 122 

2234  Surface  engendrée  par  un  cercle  de  rayon  con- 
stant, s'appuyant  sur  les  bissectrices  de  l'angle 
jQ//,  de  manit-re  que  son  plan  soit  parallèle  au 
plan  I/O;.  Bepréscnlalion  paramétrique.  Con- 
tours ap|iarenls.  Lignes  aHymptoti()ues  ....     !.*>.') 

22VJ  Lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
parallèle»  à  un  plan  donné  aux  sphères  tan- 
gentes k  deux  sphères  données 180 

2281  Courbe  G,  intersection  il'un  cylindre  <|ui  a  pour 
section  droite  une  spirale  logarithmique  avec 
un  cône  de  révolulion.  Surface  engendrée  par 
un  ciTcle  dont  le  centre  décrit  C,  dont  le  plan 
est  normal  à  C,  et  <|ui  est  tangent  à  U:.  Calcul 
d'un  volume 335 

2297  I)  droite  variable  tournant  autour  du  point  (fi,  fc,  c) 
dans  le  plan  z  =  c;  1)  conjuguée  de  I)  par 
rapporta  i* -+- y» -f- ),r*  =  A*;  A  perpendicu- 
laire commune  Ji  I)  et  I)  qui  rencontre  ces 
droites  en  M  et  M  .  Lieux  de  A,  de  M  et  de  M'. 
Cas  ou  la  Hiirfaee  e«il  une  sphère 373 

233fi  D'un  point  M  de  la  droite  D  (r  — «  =  0,  z—y  =  Q) 
on  abp.issc  Ml  perpendiculaire   sur  Oi,  cl  on 
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considère  le  cercle  de  c«ntre  I.  de  rayon  IM 
dans  le  plan  .MO:.  Surface  ^  engendrée  par  ce 
cercle.   Déterminer   tous  les   cercles    de   celle 

surface 441 

2348  On  donne  une  courbe  gauche,  calculer  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  priti- 
cipale.  Calculer  l'arc  et  le  rayon  de  courbure.    506 

JÎ  uî 

2365  Courbe  (A)  située  sur  le  conoide  (C)  z  =  a   ^        j, . 

et  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est 
p2  =  6*sin20.  Le  plan  tangent  à  (C)  en  un 
point  de  (A)  est  osculateurà  (A).  Exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  (A)  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre.  Equation  tangen- 
tielle  de  (C).  (C)  est  sa  propre  polaire  réciproque 
par  rapport  à  une  iiilinité  de  qnadricjues  .    .    .     513 


MÉCANIQUE 

2110  Dans  un  triangle  OAM  de  sommet  lixe  0,  on  a 
OA  =  rt,  A.M  =  6.  (0.1,  OA)  =  0,  (Or.  AM)  =  20. 
Lieu  de  .M  quand  (1  varie.  Si  0  est  proportionnel 
au  temps,  hodographe  et  lieux  des  extrémités 
des  vecteurs  vitesse  et  accélération.  Si  l'accé- 
lération de  .M  passe  par  0,  construire  l'hodo- 
graphe  pour     a  =6 f> 

.Mouvement  d'un  point  sur  un  cône  de  révolution.    228 

Lieu  du  centre  de  gravité  G  de  l'arc  .MoM  d'une 
courbe,  .My  étant  lixe  et  .M  variable.  Déterminer 
la  vitesse  et  l'accélération  du  point  G  en  gran- 
deur et  direction 277 

Mouvement  d'un  mobile  décrivant  la  courbe 
(  r« -1- //ï -+- z*  —  1  =  0,  J-» -f- y*  —  X  =  0)  de 
manière  que  le  vecteur  accélération  rencontre 
0:.  Vitesse,  accélération 322 

l'ne  droite  c  t  une  cin-onférence  tournent  chacune 
d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  point 
lixe  0  commun  aux  deux  lignes.  Lieu  du  point 
de  rencontre:  vitesse  et  accélération 394 

A  tout  point  S(p|,  (0|)  de  la  droite  D. 

_  in 

^       3  cosui  —  4  sinco' 
correspond" le   point  M((.,  w»  tel   que     p  =  p,, 
rj  =  2(i),.     Lieu  de  .M   quand   S   décrit  D.   Si  S 
décrit  D  d'un   mouvement  uniforme,  la  vitesse 
aréolaire  de  M  est  constante 432 

2398  Etudier  la  courbe  x=  xL  t^~ -t- cosa,  y  =  8ina. 

Hayon  de  courbure.  On  supposi-  que  a  varie 
suivant  la  loi  a  =  arctgf';  vitesse  et  ;»rcélé- 
ration  du  point  (x,  •/) .    .     547 

222'!  Exercices  sur  la  droite  .r  =  :  -4-  2/,  y  ~  Iz  -i-  21-. 
Surface  engendrée  quand  l  varie.  Exercices  de 
dynamique Hl 

236f.  Mouvement  il'un  point  soumis  à  l'action  d'une 
force  paralhde  au  plan  îles  xy  cl  dont  l'exlre- 
mité  est  située  sur  la  courbe  j-  =  2co-.;, 
j/  =  2  sin  :.  Cas  particulier  :  Etudier  la  trajec- 
toire, calculer  la  vitesse,  les  accélérations.  .    .     537 

2232  Délernuner  une  courbe  C  «lans  un  plan  vertical 
telle  qu'une  barre  s'appuyant  sur  la  courbe  (en 
lui  étant  tangente)  cl  sur  une  verticale  du 
plan  de  la  courbe  soit  en  équilibre,  quel  que 
soil  le  point  «le  contact i\9 

3275  Equilibre   d'un    point    assujetti  À   rester    sur    la 

courbe     x  =  rtco8(».     y  =  fl8in6,     -  =  "5      ''' 


2245 
2253 
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soumis  à  l'aclion  de  la  force    X  =  y,    Y  =  x, 

Z=:  —  «.     Gasoil  il  y  a  frottemeni 262 

2309  Équilibre  d'un  triangle  équilaléral  dont  un 
sommet  est  attaché  à  l'extrémité  d'un  lil  et 
dont  un  autre  sommet  glisse  sur  une  droite  fixe.    405 

23i2  Équilibre  d'une  porte 457 

2358  Équilibre  d'une  poulie  avec  et  sans  frottement  .     417 
2413  Équilibre  d'une  barre  qui  a  une  extrémité  fixe  et 
dont   l'autre   est   attirée   par  un   ou  plusieurs 
centres  fixes  proportionnellement  à  la  distance.    578 


EPURES 

2254  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  cône  de  révo- 
lution dont  l'axe  est  dans  le  plan  de  front  du 
centre  de  la  sphère  (École  Polytechnique,  1914).      63 

2278  Sphère  entaillée  par  un  cône  de  révolution  (École 

Centrale,  1914) 96 

2298  Intersection  d'un  tore  ayant  pour  axe  la  ligne  de 
terre  et  d'un  paraboloide  hyperbolique  qui  a 
pour  directrices  une  verticale  et  une  ligne  de 
bout  rencontrant  la  ligne  de  terre  et  pour  plan 
directeur  le  second  bissec'eur  (École  Poly- 
technique, 1919) 136 

2283  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloide  de 
révolution  (École  des  Mines  de  Saint-Étienne, 
1914) 193 

2312  Intersection  d'un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe 
vertical  et  d'un  cylindre  dont  la  base  est  un 
cercle  horizontal  (École  Centrale,  1919)   ....     315 

2317  Intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un 
hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont 
les  axes  sont  dans  un  même  plan  de  front 
(École  Polytechnique,  concours  spécial  de  1019).    375 

2333  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution 
à  axe  vertical  et  d'un  cône  de  révolution 
(École  Centrale,  1916) 483 

2430  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe 
horizontal  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution 
réglé  dont  une  génératrice  est  horizontale 
(École  Polytechnique,  1920) 570 


PrlYSIQUE 

2247  Détermination  de  coefficients  de  dilatation.   .    .     163 

2248  Calcul  de  l'effort  qui  s'exerce  sur  un  piston.    .    .     163 
2256  Exercices  sur  la  vaporisation  de   l'eau.   Calculs 

d'un  volume,  d'une  température  et  d'une  pres- 
sion     207 

2265  Exercice  d'optique 233 

2271  Exercices  sur  un  condensateur  à  lame  d'air.   .    .  2U 
2279  Déviation    d'un     rayon    monochromaliciue     qui 
pénètre  dans  une  sphère    homogéno   transpa- 
rente, après  p  réflexions 266 

2261  Exercices  sur   deux  lentiPcs 298 

2284  Exercice  d'optique 338 
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2313  Exercices  sur  un  rayon  de  lumière  monochro- 
matique qui  traverse  une  lame  de  verre   .    .    .     361 

2300  Exercice  de  capillarité 397 

2328  Exercice  d'optique  sur  une  lentille 410 

233't  Exercice  sur  un  pendule 434 

2346  Exercice  d'optique  sur  un   miroir  sphérique  et 

une  lentille 459 

2306  Exercice  de  capillarité 472 

2318  Exercice  d'optique  sur  un  prisme 520 

2322  Elude  de  la  déviation  d'un  rayon  qui  tombe  sur 

un   cylindre  de  verre 542 

2361  Calculer  une  valeur  approchée  de  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur  au  moyen  d'un  dis- 
positif donné 550 


CHIMIE 

2249  Déterminer    la   nature  de  deux  giz  cl   calculer 

deux  volumes 164 

2257  Exercices  sur  les  léaclions  u'un  mélange  solide 
de  sulfate,  d'hyposulfile  et  de  sullltc  neutre  de 

sodium 209 

2280  Analyse  d'un  gaz 267 

2285  Calculer  le  titre  d'une  solution  de  potasse.   .   .   .  340 

2111  Réactions  .à  formuler  et  volumes  à  calculer.   .   .  362 

2301  Analyse  d'une  solution  de  potasse 399 

2329  Réactions  à  formuler 410 

2335  Calcul  de  la  pression  d'un  mélange  gazeux.    .   .  *35 

2346  Analyse  d'un  gaz ." 461 

2307  Décrire   une  réaction;  indiquer  la  nature  et  le 

volume  d'un  gaz -.    .    .  474 

2323  Trouver  la  composition  qualitative  et  quantitative 

d'un  mélange  contenant  de  l'oxyde  azotique.  .  543 
2362  Élude  d'un  composé  gazeux  conlenanl  du  phos- 
phore et  du  fluor 551 
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